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2.4 Trigonometri och trigonometriska funktioner

Trigonometri i en ratvinklig triangel

I skolmatematiken borjar man med att definiera

cosv = 2 , cosinus for v (2.27)
c
b
sinv = -, sinus for v (2.28)
c
; b b 3
tanv = —, tangens forv (2.29)
a
- och (ibland)
a
cotv =2 , cotangens for v
Fig 2.26 b

(2.30)

d& v &r en vinkel i en ratvinklig triangel med sidorna a, b och ¢
langdenheter enligt fig 2.26.

Vinkeln v méts dé& vanligen i grader (°) s& att tex en rit vinkel
ar 90°.

Hér brukar man ocksd uteldmna parenteserna och tex skriva coswv
i stéllet for cos(v), om inga oklarheter kan uppkomma.

For sidorna i triangeln i fig 2.26 géller som bekant Pythagoras sats
a?+b? = c?

och med hjalp av den kan vi bestamma sidor i trianglarna i fig 2.27 (a)
och fig 2.27 (b) och med dem rdkna ut exakta vérden pa cosv, sinwv,
tanv och cotv da v = 45° resp v = 30° och v = 60°.

30°

45° . 60°

Fig 2.27 (a) Fig 2.27 (b)
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Det ger foljande varden:

3 1 1
cos 30° = \/7— sin30° = 3 tan 30° = ﬁ cot 30° = /3

1 1
cos45° = — sin45° = — tan45° =1 cot 45° =

V2 V2 ©
5 & o V3 - 5. ik
cos 60° = 3 sin60° = - tan 60° = V3 cot 60° = %
Testovningar

2.26 Rékna ut cosw, sinwv och tanwv for vinkeln v i triangeln i fig 2.26
pa sid 91 om

(a) a=3cmochb=4cm (b) a=>5cmochc=6cm

2.27 En 5 m lang stege star pa plan mark lutad mot en lodrat vigg.
Hur hogt 6ver marken nér stegen da vinkeln som den bildar med

markplanet ar

(a) 60°7 (b) 45°7 (c) 30°7

2.28 Hur hogt 6ver marken nar stegen i testovning 2.27, om den ar [ m
lang och bildar vinkeln v

(a) med markplanet? (b) med véaggen?

Trigonometri via enhetscirkeln

Nar vi vill utvidga definitionen av cosv, sinv, tanv och cotv till andra
vinklar v &n vinklar mellan 0° och 90°, &r det enklare att gora det via
enhetscirkeln med radie 1 och medelpunkt i O = origo i ett orto-
normerat koordinatsystem i ett plan. Denna cirkel har ekvationen

£L'2+y2=1

enligt den allménna ekvationen (1.24) for en cirkel pé sid 26.
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Y

Qt=mmmemmo

Fig 2.28

Vi utgéar da frdn punkten Py = (1,0) och for varje punkt P = (a,b)
pé enhetscirkeln méter vi vinkeln v mellan strédckorna OFy och OP i
positiv led d vs moturs.

Man brukar da méta v i sk radianer i stéllet for grader. Det betyder
att v ar lingden av bagen ldngs enhetscirkeln fran Py till P. Men vi
kan ocksa mata vinkeln i negativ led (medurs) fran Py till P och d&
sitts v = —ldngden av denna bage langs enhetscirkeln. Dessutom kan
vi lagga till ett eller flera varv runt enhetscirkeln i positiv eller negativ
led. Eftersom omkretsen av av en cirkel med radie 1 &ar 27, far vi alla
varden pa vinkeln v genom att

v =wvg + 2mn  med heltal n

dér vy tex &r lingden av bagen fran P, till P i positiv led.
Omvéant kan man visa att varje reellt tal v svarar mot en punkt
P = (a,b) pa enhetscirkeln pé detta sétt.

Eftersom ett varv runt enhetscirkeln fran Py till Py i positiv led ger
vinkeln 27 métt i radianer och 360° métt i grader, sa géller att
60
1 radian svarar mot 5 & 57.296°
s
och omvant att

1° svarar mot —21 = 0.017453 att i radiane
360 180 atb 1t g
Speciellt svarar
o 30 7 o 60r 7
30 mot —£—8—O = E OCh 60 mot ﬁ = 3
457 T 90r
t 45° t — = — h 90° t —=—.
sam mo 180 — 1 oc mo 180 = 3
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Om y
T
O<v<—=, 9 . 0
2 +yi=1
ligger motsvarande punkt P = (a,b) Lo P = (a,b)
pd enhetscirkeln 1 forsta kvad- i
ranten dvs a > 0 och b > 0. v b
ar da en vinkel i en rétvinklig triangel v
med sidorna a, b och 1 ifig 2.29. En- a | -
ligt definitionerna i (2.27) och (2.28)
galler da att Fig 2.29
cosv=a  och sinv="> (2.31)
och dérmed enligt (2.29) och (2.30) att
tanv = och coty = s | (2.32)
cosv sinv

For varje reellt tal v kan vi nu definiera coswv, sinv, tanv och
cotv genom (2.31) och (2.32), d& P = (a,b) &r motsvarande punkt pd
enhetscirkeln enligt fig 2.28 pé sid 93 med med inskrédnkningen att tanwv
bara ar definierat om cosv # 0 och cot v bara &r definierat om sinwv # 0.

Speciellt far vi foljande tabell {or nédgra vanliga vinklar v:

v Ccos v sin v tanv cotv

0 1 0 0 ej def

i v3ioo1 Y

6 2 2 V3

A T 1

4 V2 V2

i Y- .

3 2 2 V3

g 0 1 ejdef 0
Testovningar

2.29 Bestam cosv, sinv, tanv och cotv med hjalp av enhetscirkeln
da

(a) vz—% b)) v=2" (@ wv=r (d) v=-—



- Svar till testﬁvnihgar och ovningar

4
2.26 (a) cosv——-g, sinvzg, tan’uzg (e=va2+b=5)
(b) cosv:%, sinvzg, tanv=g (b=+vc%-a?)
227 (a) 5—\2/——?—)mz4.33m (b) %mz&mm © 2sm
228 (a) Ilsinvm (b) lcosvm

3 1
2.29 (a) cosvz%, sinvz—%, tanvz—-%, cotv = —v3



Allminna polynomekvationer
En allmén polynomekvation ar en ekvation av formen
Cnt” + 12" 4zt =0

dar vansterledet ar ett polynom med reella tal ¢,, cp—1, ..., €1, Co
som koefficienter. Polynomet har grad n om ¢, # 0.

Det finns metoder for att 10sa allménna ekvationer av grad tre eller
fyra, men de &r knappast praktiskt anvandbara. For ekvationer med
grad storre an fyra finns det inte nagra allménna 16sningsmetoder. For
ekvationer med grad storre a4n tva maste vi darfor noja oss med att finna
I6sningar genom prévning och anvéinda s k polynomdivision for att
successivt 8 ekvationer med allt ligre grad.

Divisionsalgoritmen for polynom illustreras i foljande exempel:

Exempel 1.13 Vi skall dividera 23 + 22 — 3z med z — 1. Med en
variant av ”trappmetoden” eller ”liggande stolen” far vi

2 + 2 - 1
2+ 22 - 3z z—1
A —1) .72 - _ 3 2
(z-1)-z° : 2 + z
22° —~ 3z
~(z—-1) 2z : — 222 + 2%
- i

—(z-1)- (=D : z — 1
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De understrukna termerna bildar tillsammans kvoten 22+ 2z —1 pé
oversta raden och pa nedersta raden star resten —1 sa att

3422 -3r=(z—-1(*+2z-1)-1.

(Nar man som hér dividerar med ett polynom med lag grad, kan man ocksa
gora rédkningarna i en foljd sa héar:

B2+ -3c=x3—224222 -3z =
=(z—12?+22%> -2z -z =
=(x-1)(z>+22)-z+1-1=
=(z-1)(z2+2c-1)-1.

Med litet vana kan man utféra mellanleden i huvudet.) O

Allmént kan man med polynomdivision visa foljande sats:

Sats 1.1
Fér alla polynom p(z) och q(x) finns polynom k(z) och r(z) sddana
att

p(z) = g(x)k(z) + r(z)
dér kvoten k(x) och resten r(z) bestims entydigt av p(z) och
q(z), om dessutom r(x) har mindre grad dn q(x).

Speciellt ar polynomet p(x) delbart med polynomet g(z) om resten
riz) = 0 58 att plz) = gle)k(z).

Om g¢(z) = x — ¢ med ett reellt tal ¢, far vi med polynomdivision
p(z) = (z = o)k(z) + 7,

dér k(z) &r ett polynom och resten r ar ett polynom med grad 0 dvs
en konstant. Da foljer att

ple)=0 <= (c—0ok(c)+r=0 <= r=0
= plz) = (z - c)k(z).

Detta visar foljande sats:

Sats 1.2 Faktorsatsen

En polynomekvation p(x) =0 har ett tal ¢ som en ldsning (rot)
om och endast om polynomet p(z) dr delbart med x — c.
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Exempel 1.14 Vi skall bestdmma alla reella rotter till ekvationen
st P2 4854+ 2=0.

Genom att prova ser vi att « = —1 dr en rot. Vi dividerar polynomet
xt + 2%+ 224+ 32x+2 med z — (—1) = 2+ 1 (gor det som Gvning!) och
far ekvationen

¥+ 43z +2=(2+D)(2*+2+2)=0
— t+1=0 eller 2>4+2+2=0.

Genom att prova ser vi att z3+z+2 = 0 ocksd harenrot z = —1. Vi
dividerar igen med z+1 (gor det ocksé som 6vning!) och far ekvationen

B 4r+2=(e+1)a?-2+2) =0
= 2+1=0 eller 22-z+2=0.

Hér ser vi att 22 — 2z +2 = 0 inte har ndgon reell rot. Visa det!
Den enda reella roten till ekvationen z* + 23 4+ 22 + 3z +2 = 0 &r alltsa
z = —1 och om vi kombinerar rdkningarna far vi faktoruppdelningen

tt+ e+l 43 4+2=(z+1)%(z?-2+2).
0O

Vi séger att z = —1 &ar en dubbelrot till ekvationen i exempel 1.14,
eftersom polynomet z* + 23 4+ 22 + 3z + 2 dar &r delbart med (z + 1)2
(men inte med (x +1)3).

Allmént sdger vi att ett tal ¢ ar en rot med multiplicitet m till
en polynomekvation p(x) = 0, ifall m &r ett heltal > 0 saddant att p(x)
ar delbart med (z — ¢)™ men inte med (z — c)™". En dubbelrot har
alltsa multipiciteten 2. En enkelrot ar en rot med multipliciteten 1.

Testovningar
1.49 Bestam alla reella 16sningar till féljande ekvationer:

(8) 23-38z2-4z+12=0 (b) z*-22%+322-42+2=0

1.50 Bestdm en polynomekvation som har enkelrétterna z = 4 och
x = 2 samt dubbelroten z = —3 och har sa lag grad som mdjligt.



Ledningar/tips till testovningarna

149 (a) Enlosningdrz =2ty 2°-3.22-4.2412=8-12-8+12=0
Polynomdivision ger z° — 322 — 4z +12 = (z — 2)(2® —z — 6)
z? — 2 —6 =0 ger dvriga l6sningar z = ? och z = ?

(b) Enldsningir z =1 ty 14~2.134+3.12-4.142 = 1-2+3-4+2=0

Polynomdivision ger
gt —22% + 322 — 4z +2=(x—1)(z® — 22 + 22— 2)
23124222 =0 & 23(z—1)4+2(z—1) =0 & (z—1)(z*+2) =0
ger Ovriga l6sningar z = ?

1.50 En polynomekvation p(z) = 0 har enkelrdtterna x =4 och z = 2 samt
dubbelroten z = —3 om och endast om p(z) &r delbart med z—4, z—2
och (z + 3)2. Ett polynom p(z) med ligsta méjliga grad &r dé

p(z) = (z — 4)(x — 2)(z + 3)’2 =z* — 1922 — 62 4+ 72

Svar till testovningar och ovningar

149 (a) z=3,z=20ch z=-2 (b) =1 (dubbelrot)

1.50



