Hej !

Minsta -kvadratmetoden: vad handlar den om?

Minstakvadratmetoden

Ceres ar den forsta asteroiden som upptacktes av en slump pa
nyarsdagen 1801 av Giuseppe Piazzi. Han sokte efter en stjarna
vid namn Mayer 87. Men istallet for stjarnan fann Piazzi ett
stjarnliknande objekt som han forst trodde var en komet.

Han fortsatte att studera asteroidens bana, men den 11 februari
hindrades han att fortsatta pa grund av sjukdom. Han hade da
inte hunnit berattat for nagon om sin upptackt och kort darefter
skymd solen dess bana.

For att aterfinna asteroiden utvecklade Carl Friedrich Gauss
minstakvadratmetoden, och utifran Piazzis 24 observationer,
som tackte ungefar 9° av Ceres omloppsbana, och antagandet
att banan var ett kagelsnitt tog han fram en trolig omloppsbana
for Ceres.

Modellproblem, Betrakta nedanstaende tabell:
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En matrisformulering ar
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Obs! att systemet ar olGsbart.

Istdllet: Bestdm den réta linjen y = a; + a,x som i minstakvadrat-

mening bast ansluter till data, d v s bestam a; och a, sa att
3

2
Z(}’i —(ay + ﬂzxi))
i=1
blir sa liten som mdéjligt.
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Vi far alltsa den linje som har egenskapen att summan av kvadraterna pa avstanden d; i
y-led mellan mdtpunkterna och motsvarande punkt pd linje blir minimal.

Man brukar ddrfér sdga att man erhdller den linje som dr bdst i minstakvadratmening.

I statistiken kallas den linje man far med minstakvadratmetoden for regressionslinjen.
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Vi kommer att jobba hdr med ett givet (olosbart) linjdrt system Ax=b av m
ekvationer och n obekanta for att bestdma en vektor X som minimerar ‘A)‘( — 5‘.

e Ett sddant X kallas en minsta-kvadratiésning till systemet
e AX-b=F kallas residulavektorn i minsta-kvadratmening

° ‘A)”( —5‘ minsta-kvadratfelet
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Sats 3.2
L&t A vara en mxn - matris, X en nx1 - matris ochben mx1 - matris.

Minsta - kvadratlosningarna till systemet AX=b , dvs. de % for vilka

residualvektorn ¥ =AX—b blir s kort som méjligt |r| =‘A)”( —b| , f@s genom att

l6sa normalekvationerna

ALAX = Alb
Exempel:
11 2
X1
1 2 { }: 5
X2
1 3 6
A % b
1 1 2
Xi|1|+X5]2]=]5
1 3 6
a; dy

Hur tar man normalekvationen fram ?

Vi vet att kortaste avstdndet dr vinkelrdt mot planet, dvs.

e Vektorerna &, och &, spdnner upp planet.

n
® & er=0och &er=0 ellerimatrisform &'F=0<[1 1 1]-|r,|=[0] och
3
n
8 ef=0=[1 2 3] |=[0]=AT=0
3

o AF=[r=Ax-b|=A'(AX—b)= A'A% - A'E =0 = A'AX - A6 =0 <> A'AX = A'D

o A'Ax=A'"D kallas normalekvation
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Vi soker losningen till |1 2 -Ll}z 5|.Nagon lsning till detta system finns inte
1 3]-% |6
(kontrollera). Systemet dr overbestdamt. Vi ska losa ekvationen med hjdlp av
minstakvadratmetoden.

Vi ska losa normalekvationen: A'Ax = Alb =

11 2
111 x 1111 3 67[x] [13
1 2 3 13 X 1 2 3 6 6 14| |x, 30
Totalmatrisen ger da

3 6113 -6 -12-26 -6 —-12|-26
~[rad1-(-2)]~ ~ ~ ~
6 14(30 6 14 | 30 rad2 +radl 0 2|4

~ (-6 -12|-26Yradl+rad2] (-6 0]-2) [radl/(-6)] (1 O[L/3
rad2.6| (0 12|24 0 12(24 ) |rad2/12 012

1 1] [2 L 1] [6 77 [6 1

® Residualen: r=AXx-b=|1 2 {g]_ sl=1l1 o { }_ 1501221315112 L_»
3 6 3 3

1 3|L2] |6 13 18 19| |18 1

2 2 2
® Minsta - kvadratfelet : |F|=\/[%j +(_—2j +(1 =%\/§

3 3

1 1] g 1'7 1 1
e Kontroll: F LAX=>FeAX=0, AX=|1 2 -[5}5 13| och f=§ —2| ger att
1 3] 12] 7|19 1
1 ' 1 1
FoAT(:§ —2|e 3 13 =§(7—26+19)=0 allts@ 7 L AXoch detta medfor att
1 19

vara berdkningar dr korrekta
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Exempel: Vid ett forssk har ett antal stédckor uppmdtts vid ndgra tidpunkter

Vi antar att vi kan anpassa matdata m.h.a. andragradskurva s =a+ bt + ct? . Bestdm
s som funktion av t, allts@ bestdm s(t).

Losning:

Insdttning av rspetkive data i s=a+ bt +ct? ger oss féljande ekvationssystem:

ll=a+b+c 11 1 (11 ]
32=a+2b+4c 1 2 . 3.2
69=a+3b+9c @[A~X:6]<:> 13 9| |_|69 alltsa:
128=a+4b+16¢c 1 4 16 c 12,8
213=a+5b+25c 15 25 213
310 =a+6b+36¢ |1 6 36] 310 |

11 1 11

12 4 5 32

13 9/ . - |69
A=11 4 18] X=|P} D=|128

15 25 ¢ 213

16 36 310

Normalekvationerna A'AX = A'b ges d& av

11 1 117
1111111236.111111:'3
1234 5 6|73 lb[-{r 22 4 5 6]53]e
13916 25 36) |, o ,lc] (130916 25 3],

16 36 310
6 21 917 [al [ 736 a 128
21 01 441 |-|b|=| 3719 | ... |b|=| 115857 |= s =128 — 115857 -t +1024 -t2
91 441 2275| [c| [19293 ¢ | 1024

svar: $=128-115857 -t +1024-t°
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Exempel: (3.67 i boken) Ett radioaktivt preparat och féljande intensiteter uppmdtts

vid féljande tidpunkter:

Bestim Iy och A i sambandet | =1, e
Léosning:
Bsrja med att skriva om | =1, -e ™' p lijdr form ( anvind logaritmlagarna)

I=1p-e™ <:>l| >0,1q e >OJ<:>|nI zln(lo -e’“)<:> Inl =In(|0)+ln(e’“)<:>

<Inl=In(lg)-A-tine)e=Inl =In(ly)— -t

Insdttning av respektive datai Inl =In(l,)— A -t ger f6ljande ekvationssystem:

In188 =Inly—%-1 1 -1 In188
In147 =Inly —%-2 1 -2 In147 o
- Inl alltsa:
In139:InI0—k-3<:>[A->"(:b]© 1 -3 { x"}: In139
IN130=1Inly —A-4 1 -4 In130
IN100 =1Inly — -5 1 -5 In100
1 -1 In188
1 -2 ni In147
A=|1 _3|, z:{" 0}, b =|In139
1 -4 In130
1 -5 In100

Normalekvationerna A'AX = A'b ges d& av

1 -1 In188
1 -2 In147

1 1 1 1 1 Inl, 1 1 1 1 1
11 =31 = -1 In139

-1 -2 -3 -4 -5 A -1 -2 -3 -4 -5
1 -4 In130
1 -5 In100

Fortsdtt l6sa pd egen hand, du kan behéva minirdknare eller dator
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Exempel: Bestdm den andragradskurva som bdst anpassar sig till punkterna (-1, 1),
0,0),(1,1),(2,8) i minsta - kvadratmening. (gammal tentamensuppgift)

“Minimalt" l6sningsforslag:

Med y=ax® +bx+c fdr vi foljande fyra villkor

a-b+c=1
c=0
a+b+c=1
4a+2b+c=8

-1
0
1
2

I matrisform
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Vi fér A'A=|8 6
6 2
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34
och Alb=|16
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Normalekvationen A'Ax = A'b ger ekvationssystemet | 8 6
6 2

a
-Ib|=|16].
C 10

B N O

1
Detta ekvationssystem kan l6sas med exempelvis Gausselimination. Det ger a=2, b ==

o 1 3
och c= = Minsta kvadratlgsningen dr allts@ y=2x* + =X - 5

o 1.3
Svar : Minsta kvadratlésningen dr allts@ y = 2x? +§X =



