Hej !

Fé6 11: vad handlar den om?

e Diagonala matriser
e Egenvdrden och egenvektorer

e Sekularpolynomet och sekularekvationen

Egenfrekvens och egensvidngning

Tacoma Narrows Bridge ar en 1600 meter lang en hangbro som tillater svdngningar.

= Ay

den 7 november 1940 ...och 2 timmar senare

Varfér? Vikt, form och langd: Bron var férhallandevis Iatt och hade en form och langd
som tillat svangning

Resonans: Vindpustarna kom i ratt égonblick,
sa att brons egensvangning forstarktes

Linje spel<trum

Individuella atomer sdnder bara ut ljus av vissa diskreta vaglangder som ar
karakteristiska for varje atom

E.

Q-
Schrédingers ekvation ~ Hamiltons operator e IWAVAV S

E;
=2
=4

(+ \
vagfunktionen \energi : \) /

Kvantmekanikens filosofi: partiklens tillstand &r summa av (oandligt manga)
egentillstanden: Y = A,y + A5, + -+ sa att Hamiltons operator kan

diagonaliseras:
R A 0 ..
H = D AZ e



Fé6 11: vad handlar den om?

Ett algebraiskt perspektiv: diagonalmatriser

Det dr mycket enklare att arbeta med diagonalmatriser!

Ay 0 0| |u Au; 0 0
o Multiplicera med vektor:| 0 2,

0
0 0 Ajgl|ug 0 0 Agug

A, 0 07fg, 0 07 [agg, O 0
o Matrisprodukt: | 0 A, 0 [-[0 & 0 |=| 0 2,5, O
0 0 X||0 0 & 0 0 gy

A 0 01 [af o o

e Matrispotens: |0 &, 0| =/ 0 2, 0

0 0 A, 0 0 &5

Egenvektor och egenvirde

Definition 7.1

Ett tal A kallas egenvidrde till A om det finns en vektor U # 0 sédan att
AU =AU

Vektorn U ovan kallas egenvektor med egenvarde A till A.

Om AU =20 sa dr egenvirdet A =2

och U kallas egenvektor.

Om Al =-2U sd dr egenvirdet A=-2

<

och U kallas egenvektor.

A “lambda”
é llxl'll
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Observation:

Om (i och M| bdda dr egenvektorer med egenviirde [lll till Aoch k 9 sd gdller

o ACu+M)=ACa)+AN) =M u + Y
o Ak-t)=k-ACd)=k-(Jll-a)=Plk d)

dvs bade U +l och k- U dr egenvektorer med egenvirde . till A.

Exempel :

Om U och I bdda dr egenvektorer med egenvirden - resp A, =2 till A.Bestdm:

a. A(5V)

b.  A*(V)

c. AY(30-v)
Lésning:

a. Iuppgiften givet att A(V)=2V .
dg blir A(5V)=5-A(V)=5-(2V)=10V
svar: A(5V)=10V
b. A%(V)= A(AV))= A2V)=2A(V)=2-(2V)=4V
svar: A%(V)=4V
c. I uppgiften givet att A(d)=1-G=0 och A(V)=2V .
A¥(30 - V)= A*(30) - A* (V)= A" (A(3T)) - A (AW))= A*(3A(T)) - A“H(AW))=

:[2(3§=2v}=’“‘1(”>—Ak‘l<2V>=3-Ak-1<u')—2-Ak-1<v>=s~Ak-2<A<a»—z-Ak-Z(A(v))z

‘6vning
=3. A%(0)-2- A*2(2V)==3- A*?(0)-2% - A*?(V)T ... =30-2"V
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Exempel: Betrakta speglingenF i planet m:x; —2x5 =0

* Da gdller att AXx=X for alla vektorer Xi planet m,dvs. A, =1.

1
o A andar blir speglingen av normalvektorn f;=| 0 |, F(fS)z—fg, dvs. f,dr en
-2

egenvektor med egenvdrde 1, =-1

e Om f,och f, drenbasi n (observera att dimn=2)d4bildar f,, f,, f; enbasi R®

0
0

o = O

1
o Avbildningsmatrisen i basen {fl, fz,ﬁ} gesav A; =|0
0 -1

Observera att
e A, =1dr fér bdde f,och f, som liggeri

o Ay, =—1 dr for qu som speglas i T
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Fé6 11: vad handlar den om?

Ortogonal projektion i plan

m Matrisframstillning:
o L&t {1?1, 1?2 , ﬁ} vara en hoger orienterad ON-bas
R R
o f; :Hﬂ ,ddr N dr normalvektorn
o f, och f; liggeri
vilket ger
0
. L(fl):ﬁz f.[0],dvs. A, =0 i:lﬂ f, f,
0
Avbildningsmatrisen for ortogonal projektion i planet 0]
i baSen {'Fl’ 'FZ, FS} ges av': ° L(f2)= 2 :i 1 A st. }\-2 =l

Af=

o O o
o = O

0
2 o Lfy)=fa=t1],dvs. 2y =1
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Fé6 11: vad handlar den om?

Avbildningsmatrisen for spegling i ett plan
i basen {1?1, f,, 1?3} gesav:

-1
Af =

o = O
= O O

0
0

Spegling i ett plan

Matrisframstdllning:

o Lat {1?1, 1?2 , f3} vara en hager orienterad ON-bas

13
[~

o f, =-—=-fi,ddr i dr normalvektorn

. 1?2 och 1?3 liggeri m

35l

vilket ger
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Fé6 11: vad handlar den om?

Vridning i rummet kring en fix axel

Avbildningsmatrisen for en vridning i rummet dr
i basen {fl, f}, ﬂ} gesav:

1 0 0
A; =|0 cos® —sinO
0 sinb6 cos6

Matrisframstallning:
o Lat {1?1. 1?2 , 1?3} vara en hager orienterad ON-bas

« =

[~

-fi,ddr i dr axelns riktningsvektor

=]

. 1?2 och 1?3 ligger i planet ortogonal mot

axelns riktningsvektor

vilket ger

1
- L(f)= f=f0],dvs 2, =1, f=|f, f, f
0

0
. L(fz)zcose~f2+sine-f3 =f-lcos6
sin®
0
. L(f3):—sin9-f2+cose-f3 = f|—sing
cos 0
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Tva viktiga frdgor:
e Hur kan man bestdmma egenvdrden och egenvektorer?

e Vilka operatorer (linjdra avbildningar) kan diagonaliseras?

Hur?
Vi vill l6sa ekvationen AX =.->? ddr

a3 - gy X1
A=l ¢ . i loch X=
apy 0 App Xy

Eller izl x=0 = (Al =0

ag —A a, X1 0
dvs : : 4=l
apy Qg —A| [ X 0
X1 0
Vi dr inte intresserade av den triviala lgsningen ddalla -| | |=| .
X 0

Enligt sats 5.2 finns det andra I6sningar omm det(A-AIL)=0
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Sekularpolynomet

Sats 7.1
Talet L dr ett egenvdrde till nxn matrisen A om och endast om

det(A—%-1)=0

Definition
L&t A vara en nxn- matris. Polynomet det(A—2 -1 )kallas sekularpolynomet till A .

och ekavtionen det(A—A-1)=0 kallas sekularekvationen eller karakteristiska ekvationen.

2 2
Exempel:Bestdm alla egenvdrden och egenvektorer till A= [2 5} .

Ldsning:

° Faorst tar vi fram sekularpolynomet till A, det(A—A-1)

oz} Sofy o 3 el )

2-% 2
= =(2-2)5-1)-4=10-20L-5A+2A% —4=22 ~TL+6 =
2 5-A
2 2 2 2
{x_lj _[ZJ +2_4=(X_ZJ _[EJ z(x_l_éj[x_Léj:
2 2 4 2 2 2 2 2 2
=(A-6)r-1)

e  Sekularekvationen det(A—X-1)=0 ger dd féljanede
(L-6)r-1)=0<(r—6)=0eller (A ~1)=0< =6 eller L=1

° Vi séker nu motsvarande egenvektorer mha (A—L-1)-X=0
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_ 2-6 2 X 0
L For A=6 soker vi losningar till (A—6-1)-X=0 alltsa till { ) }{ l}={ }

Den utékade matrisen ger:

-4 2 0 (r1/2) —2 1 0 —2 10 :X2:2X1
2 —1)0 2 —10) (2 (O 0
Alltsa X, =2x,,tag t.ex. X, =t,t#0 ochteR.

: o X1 T
Egenvektorerna till A=6 ges da av . =t- ) dir t#0 och teR.
2

OBS! En egenvektor kan aldrig vara en noll vektorn! Bara A kan anta vdrdet noll.

_ 2-1 2 X 0
° For A=1 séker vi lgsningar till (A—1-1)-X=0 alltsa till { 5 }[ l}:{ }

Den ut6kade matrisen ger:

(1 2‘0) (1 Z‘OJ:xlz—sz
2 40) (r22ry 0 -0

Alltsa x, =—2X,,tag t.ex. X, =t,t #0 ochteR.

. o Xl - 2 P
Egenvektorerna till A=1 ges dd av . |7 t- 1 dir t=0 och tefR.
2

Svar: Egenvdrden fill A:B ﬂ dr A=1 och A=6.

. o Xl - 2 -
Egenvektorerna till A=1 ges dd av . t 1 dér t=0 och tefR.
2

X 1
Egenvektorerna till A=6 ges da av [xlj:t(ZJ ddr t#0 och teR.
2
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0 -2
Exempel: Bestdm alla egenvirden och egenvektorer till A= [2 0 } .

Lésning:
° Forst tar vi fram sekularpolynomet till A, det(A—X-1)
ool S o 1 2 2
2 0 0 1 2 0 0 A 2

-2
12 -

‘=#+4

e  Sekularekvationen det(A—X-1)=0 ger dd féljande
M +4=0
Sekularekvationen saknar reella rotter.

Detta medfor att A saknar egenvdrden och egenvektorer.

Svar: Asaknar egenvdrden och egenvektorer.

Sats 7.2-7.5

Sats 7.2 (SPEKTRALSATSEN)

Antag att S dr en nxn- matris. Dd gdller att S har nstycken ortogonala egenvektorer

om och ensdast om S dr symmetrisk. (S = St)

Sats 7.3

Antag att S dr en symmetrisk matris av nxn typ. Och att U och V dr tva
egenvektorer med motsvarande egenvdrden A, och %, ,

D& U dr V och ortogonala.

Sats 7.4
Antag att A dr en matris av nxn typ.

Egenvektorer som hor till skilda egenvdrden ar linjdart oberoende.

Sats 7.5

Om nxn matrisen Ahar n stycken olika egenvirden sa har matrisen n stycken linjart
oberoende egenvektorer.
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Exempel:
7 -2 1
Bestdm tre ortogonala egenvektorer till A={—-2 10 -—-2/|.
1 -2 7
Losning:

Matrisen dr symmetrisk, alltsa existerar tre ortogonala egenvektorer enligt spektralsatsen .

Vi soker egenvirden genom att l6sa sekularekvationen det(A—11)=0.

7 -2 1
Ddar A=|-2 10 -2|.Vibérjar med att berdkna det(A—Al).
1 -2 7
7-1 =2 1 6-1 -2 1 1 -2
det(A-Al)=| -2 10-41 -2|=/ki-k2/=| 0 10-1 -2|=(6-1)0 10-4
1 -2 7-2 —6+4 -2 T-1 -1 -2
1 -2 1
=/r3+r1/=(6-1)0 10-1 -2|=
0 -4 8-2
= / utveckla efter 1:a kolonnen / :(6—1)-1-(—1)2-10_/1 2 ‘z
~4 8-2
6-1 6-4 |1 1 ) )
=/rl+r2/=(6-2 =(6-1 =(6-2)(8-21+4)=(6-2)°(12-2
teezi=6-af 1 ST 6-aP ], (1 |-6-aPE-ara)-6-2P02-2)

Sekularekvationen det(A—A1)=0=> (6-1)*(12—-1)=0<(6-1)=0 eller (12-1)=0 <

= 1=6 eller 1=12
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Genom att l6sa ekvationen (A— Al ) x=0 for respektive egenvirde far vi fram tillhérande egenvektorer:

for 1=6:

1 -2 1900 1 -2 10
alltsé | -2 4 -2[0|~/r2+2-r1/ ~|0 0 00 |=X%X; —2X, +X3=0
1 -2 10) / r3-r1/ 0 0 0p

fér X, =Soch X3 =t blir X; =2s -t

X1 25—t X1 2 -1
allts@ | X, |[=| S || Xy |=S-|1|+t:] O | ger allaegenvektorer for 1=6.
X3 t X3 0 1
2
Som du ser dr vektorerna parallella med planet 7 :X; —2X, + X3 =0 som spdnns upp av vektorerna | 1 | och
0
-1
0 |, s,t €R med villkoret att bada parametrarna inte kan vara lika med O samtidigt, du minns vl att
1
egenvektor kan infe vara nollvektorn.
(A—/il)- x=0 ger for A=12:
7-12 -2 1 X1 0
-2 10-12 -2 |:|X, [=|0] alltsd
1 -2 7-12| | x5 0
-5 -2 110 1 -2 -50 1 -2 -50
-2 -2 =20~/ r2/2 / ~|-1 -1 -10|~/ r2+r1 / ~|0 -3 -6/0|~

1 -2 -5/0) /byter platsmed r1/ -5 -2 1/0) /r3+5-r1/ 0 —-12 -240
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1 -2 =50 /ri-2-r2/ (1 -2 =500} (1 0 -10) =x; =X3
~1 r2/3 | ~|0 -1 =20~ ~10 -1 —200|~|0 -1 20 |=x, =-2xg
/r3/(-12)/ |0 1 21) /r3+r2/ |0 0O 01[0) (0 0O 0}

for X3 =T blir Xy =1 och X, =-2r

X1 r X1 1
allts@| X, |=|—2r |< | X, |=1-| =2 | ddr r €R och r#0ger alla egenvektorer for 1 =12.
X3 r X3 1

Vidare sats 7.3 (boken) ger direkt tva ortogonala egenvektorer som har till olika egenvirden,

tex. ddt=1,s=0,r=1 farvi och { 2 | .Den tredje vektorn mdste ligga i planet, tag t.ex. vektorn

-1 1 - 2 1
parallellmed | O |x|—2|.| 0 |x|—-2|=|2|=2|1]| t ex.vektor|1].
1 1 1 1 2 1 1

-1 1 1
Svar: De sokta vektorerna dr till exempel | 0 |, | —2 | och [ 1].
1 1 1
1
Du kan ldtt kontrollera att vektor | 1| har samma egenvirde som alla vektorer i planet.
1
1 7 -2 1 1 7-2+1 6 1
A-lll=|-2 10 -2|-|1|=|-2+10+(-2)|=|6|=6-|1
1 1 -2 7 1 1-2+47 6 1

Du kan ldtt kontrollera att A=P - A; - Pt
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___1 0 1_
“101 1 2 2 6 0 0
| 1 -1 1
Om P=| 0 -2 1 ,bhr‘P = E ? g och Af:O 12 0
111 1 01 1 00 6
3 3 3
-1 0 1
-11 0 0]|2 2
Dablir A=P-A;-P1=| 0 -2 1|-|0 12 0 % ‘?1 %
11 00 6/|1 1 1
3 3 3

slut



