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< Diagonalisering av kvadratiska former

® Andragradskurvor
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< De olika kurvtyperna

/7

# Rita graferna i "ratt bas"

Definition 7.1

Den kvadratiska nxn matrisen A dr diagonaliserbar om det finns en icke-singuldr
(d.v.s. inverterbar) matris P och en diagonal matris D sd att:

D=P'AP

(IJmf med A, =P'AP)

Sats 8.5

Den kvadratiska nxn matrisen A dr diagonaliserbar omm matrisen har en
uppsdttning av n stycken egenvektorer e={€, &,,6,,...,6,} som dr linjdrt
oberoende. Den matris P vars kolonner bestdr av dess egenvekorers koordinater
(i standardbasen) dr den efterdgade diagonaliserande matrisen och
diagonalmatrisen D byggs upp av motsvarande egenvdrden.

Sats 8.6

Om matrisenAav typen nxn har nstycken egenvirden sa d@r den diagonaliserbar.

Sats 8.7 (Diagonaliseringssatsen)

Till varje symmetrisk nxn- matrisA, kan man finna en ON-matris P och en
diagonalmatris D sa att:

D=P'AP och A=PDP'
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2 2
Exempel: Diagonalisera A:[z 5} .

Lésning:

° Forst tar vi fram sekularpolynomet till A, det(A—X-1)

sonn-ef [} ZJolg ez S S

2-1 2
= =(2-A)5-1)-4=10-21-51+2* —4=)7 ~Th+6=
2 5-A
2 2 2 2
IS RS RS C
2 2 4 2 2 2 2 2 2
=(r-6)r-1)

®  Sekularekvationendet(A—A-1)=0 ger dé féljanede

(L-6)r-1)=0<=(r-6)=0ecller (A—1)=0< 1=6 eller L=1
®  Viscker numotsvarande egenvektorer mha (A-Xi-1)-X=0

®  Fér A=6 soker vi lgsningar till (A—6-1)-X=0 alltsa till
2-6 2 ][x] [o
2 5-6||x,| |0]
Den utokade matrisen ger:
—4 2 0 (r1/2)~ —2 1 0 _ —2 10 :>X2:2X1
2 -1 2 —10)¢2ry L O 0)0
Alltsa x, =2x,,tag t.ex. X, =t,t #0 ochteR.

X 1
Egenvektorerna till A=6 ges da av [le:t'(ZJ ddr t#0 och te®R.
2
OBS! En egenvektor kan aldrig vara en noll vektorn! Bara A kan anta védrdet noll.

° For A=1 soker vi losningar till (A-1-1)-%X=0 alltsd till
2-1 2 X; | |0
2 5-1||x,| |0]

1 20 1 2[0)\=x, =-2x
Den utokade matrisen ger: ~ ! 2
2 400 1s0m, (0 O
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Alltsa x, =-2X,,tag t.ex. X, =t,t #0 ochte®R.

. o Xl - 2 o
Egenvektorerna till A=1 ges dd av . =t- 1 dir t=0 och te®R.
2

° Summa summarum:

Egenvdrden till A:B ﬂ dr A=1 och A=6.

X
Egenvektorerna till A=1 ges da av [lezt-{ 1 J dir t#0 och te.
2

- (-2
Tag for A=1 t.ex. egenvektor f; =( 1 ] .
. o Xl 1 o
Egenvektorerna till A=6 ges da av . =t- ) dir t=0 och te®R.
2

- 1
Tag for A=6 t.ex. egenvektor f, = (2) .

° Da ges basbytesmatrisen matrisen och diagonalmatrisen av:
-2 1 10 -2 1
pP= , D= och P! =1 ( 6vning)
1 2 0 6 5/ 1 2

o A dr diagonaliserad enligt:

L [-2 171 0] 1[-2 1] 1[-2 6] [-2 1
A=PAP ! = : = == : =
1 2/lo 6|5/ 1 2| 5/ 1 12/|1 2
_1[-2 6 —21_11010_22_A
511 12| 1 2| 5|10 25| |2 5|
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Vad dr kvadratiskt form?

Definition: Kvadratisk form av tvd och tre variabler.

En kvadratisk form av tva och tre variabler dr ett uttryck av typen
Q(x,y)=ax? +bxy + cy?

respektive
Q(x,y,z)=ax? +bxy + cxz + dy? +eyz + fz?

ddr a,b,c,d,e och f dr reella konstanter.

Form dr ett dldre ord for homogent polynom, det vill sdaga ett polynom ddr
alla termer

har samma totala gradtal. Med andra ord dr en kvadratisk form ett homogent
polynom

av andra graden.

Cirkel Hyperbel Ellips

Observera att respektive vanster led representeras av kvadratisk form.

NP
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Varfor ar kvadratiska former intressanta?

Dyker upp i tilldampningar som t.ex.

° uttryck som definierar kurvor och ytor

° uttryck fér energi, speciellt rotationsenergi da en kropp roterar kring fix axel

® max/min undersokningar for funktioner av flera vaiabler etc etc,..

och de dr tacksamma att studera d& de kan transformeras till enkel form och ddrmed dr
de ett bra exempel pd anvindning av egenvirdesteori

Matrsibeskrivning av kvadratiska former

Samma kvadratiska form kan defineras av olika matriser A.

A

Ange tre matriser A, B och C for att beskriva den kvadratiska formen Q:

Q) =Q(x; X, )= X7 +4X,X, + X5

Q@)= Q0K X, ) =X, (1 X, +4%,)+%,(0- %, +1-%;) =[x, XZ]‘[; ﬂ[:l}
2

1 2] [x
Q)= Q0% X, ) =Xy (L-Xg +2%, )+ %, (2%, +1-%,) =[x, XZ]'{2 J{:}
2

QI)=Q(Xy. X, ) =X, (1- Xy + 1%, )+ X, (3- %, +1-%,)=[x, XZ]'[l 1]{)(1}

3 1] 1%
1 4 1 2 11
= , B= ,C= .
o ez el
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Sats 8.8

Till varje kvadratisk form Q hér en entydigt bestdmd symmetrisk matris S sadan
att

Q(X)= X "'sX

Exempel:

Betrakta Q(X)=Q(X; X, ,Xs)=—XZ +3XZ +5x2 + 2X; X, + 8%, X5 —14X,X, och ange
den

symmetriska avbildningsmatisenS .

Ldsning:
1 2/2 8i2 1[x
Q(X)=—x2 +3x2 +5x2 + 2%, X, +8X, X — 14X, % =[X; X, Xg]-[2/2 3 —14/2]-|x,
8/2 —14/2 5 ||x

101 40 [x
=[x, %, x]- |1 3 =7[]x

-1 1 4
Svar: S=| 1 3 7).
4 -7 5

OBS: att indexerna for respektive element ska hjdlpa dig att snabbt hitta S, sd t.ex.
koefficienten 8 for termen, 8x,X; =4X;X; +4XyX; fordelas som 4 och 4 pa respektive plats for

element s;; och S5 osv.
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Diagonalisering av kvadratiska former

Betrakta
Q(X)=Q(Xy X5 X5 ) = 33 X + 8y X5 +8gaX5 +281,%, Xy + 2845X Xg + 285X, X5 = X4 SX,
X1
ddr X, =|x, | dr koordinater fér X i standardbasen e for R%°
X3
Lat nu {ﬂ, f,, T, }var'a en ON-bas for R* sd att X :s koordinater i denna bas ges av

Y1
Xe=|Y,
Y3

Antag att det rdder ett samband f =eP, alltsa

o P11 Pz Pis
[fl f, fs]z[él €, és]‘ P21 P2 P2
Psr Pz Pss

P dr en ON-matris med koordinater for .(kolonn 1),. (kolonn 2),. (kolonn 3) i basen &

S& giller X =eX, = fX =|f =eP|=ePX; = X, =PX

Y1

Q(K)zQ(Xl,XZ,X3)=XéSXe =(pr)ts(pr)=xtfptspr zxtf(PtSP)Xf Z[Y1 Y y3].(P‘SP). Y,
Y3

Sats 8.7 (Diagonaliseringssatsen)

Till varje symmetrisk nxn- matris A, kan man finna en ON-matris P och en
diagonalmatris D sd att:

D=P'AP och A=PDP'

De nya basvektorerna ska viljas som dess egenvektorer, dir diagonalmatris bestar av

egenvdrdena.
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Y1 Y1 A, 0 0 Y1
QR)=ly: v: ¥aJ PSP}y |=lv: vo vol'D|v,|=lyi vo vol|O % 0 ||y, |=huyE #0502 +0gy3
Y3 Y3 0 0 Az (Vs
Allstd  Q(X)=A,y? +A,y5 +A,ys "KANONISKA FORM”
Sats 8.9 (Huvudsatsen for kvadratiska former)
L&t Q(X) vara en kvadratisk form och Q(X)= X!SX, , ddr matrisen S dr
symmetrisk. Lat vidare P = lfl 1?2 fnJ vara en ON-matris vars kolonner

utgdrs av parvis ortogonala och normerade egenvektorer till S, svarande mot
egenvdrdena Ay, A, ,...,A,. L&t vidare X, =[y, y, ... y,]vara

koordinatmatrisen for X i basen {fl, 1?2,... fn}.

Genom transformationen X, = PX; évefoérs da Q pa den KANONISKA FORMEN
Q(X)=X§DX; =hyyf +A,¥; +..c4 Ay Yy

Exempel: Diagonalisera Q(X)=2xZ —2x,x, + 2xZ . Ange ocks@ variabelbyte som verfsr den

kvadratiska formen pd den kanoniska formen (diagonal form).

Losning:

2 -1
o Q(X)=2x2 —2x,x, +2x2 = X!SX, alltsd Q(X)= X!SX, =[x, xz]-{ Hxl]

-1 2 Xy
2 -1
) S =
-1 2

® Siok egenvarden:

évning
Sekularpolynomet det(S—A-1) ger: det(S—i-1)= ... =(A-1)r-3)

Sekularekvationen det(S—A-1)=0 ger: (A—1)L-3)=0<=r=1ellerr=3

o 10
Dages D avD= .
0 3

10
o Q(x)=2x2 —2x,x, +2x2 = X!SX, = X' DX, =[y, yz]-[o J-Dﬂwfﬂy%
2
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Kanoniska formen ges av Q(y,,y,)= yZ +3y?

® Sgk egenvektorer: (fér att ange ocksa variabelbyte som éverfar den kvadratiska
formen pa den kanoniska formen (diagonal form).

_ 2-1 -17[x,] [o
e A=1 scker vi lgsningar till (A—1-1)-X=0 alltsd till A7 = .
-1 2-1||x,| |0

Den utékade matrisen ger:
( 1 —1‘0} (1 —1‘0}: X, =X,
_1 1 O (r2+r1) O O O

Alltsa X, =X,, tag t.ex. X, =t, t#0 och teR.

. o Xl 1 o
Egenvektorerna till A=1 ges dd av y =t- 1 dir t=0 och te®R.
2

_ 2-3 -1 X 0
e A=3 scker vi lgsningar till (A=3-1)-%=0 alltsa till 470 =
-1 2-3||x,| |0

Den utokade matrisen ger:
(—1 —1‘0] (—1 —1‘0}: Xp ==X,
_1 _10 (rzirl) O O O
Alltsa x, =—X,, tag t.ex. X, =t, t#0 och teR.

X -1
Egenvektorerna till A=3 ges dd av [lezt-[ 1) dar t#0 och teR.
2

o Summa summarum:

. o Xl 1 P
Egenvektorerna till A=1 ges da av y =t- L dir t=0 och te®R.
2

- 1
Tag for A=1 t.ex. egenvektor f, =%(J

X -1
Egenvektorerna till A=3 ges dd av [lezt ( 1 J dir t#0 och teR. Tag for
2

ra 1 (-1
A=3 t.ex. egenvektor f, =—
V2 ( 1 )
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- 1) - -1
° Vektorerna f, :i( ] f i( 1 J dr ortogonala och normerade (titta extra pa

2 2R

"huvudsatsen for kvadratiska formen”, vad som kravs...?)
° Dd ges basbytesmatrisen P av:
1 -1
Y
V211 1

. X1 111 -1}y
° X. =PX; ger variabelbytet =—= :
X2 \/E 1 1 y2

P SV
dvs 1 2 1 2 2
’ 1 1

X, =—=Y, +
2 \/Eyl \/Eyz

1 1
Xi=—=Y1——F7—=Y,
\/15 \/15 overfors alltsd

X, = +
2 \/Eyl \/Eyz

Q(X)=2x2 —2x,X, +2xZ till den Q(y;,y,)= y? +3y2

° Genom transformationen

° Vi kontrollerar detta genom insdttning av uttrycken for x, och X, i uttrycket till
Q(X) och fér

2
1 1 1 1 1 1 1 1
Q(X,, X, )=2%x2 —2x,X +2x2:2(—y ——yJ —2(—y -y J{—y +——y J+2[—y +—
(1 2) 1 172 2 (2 1 (2 2 (2 1 (2 2 (2 1 (2 2 2 1 2

=2 =2y,y, +y2 = (Y2 - y2 )+ y2 +2y,y, +y2 =y +3y2 =Q(y,.Y,)

Svar: Kanoniska formen ges av Q(y,,Y,)= y? +3y2 och variabelbyte som éverfér den
BT
1 \/E 1 \/E 2
1 1 ’

X, = +—=
2 \/Eyl \/Eyz

kvadratiska formen pd den kanoniska formen dr

2
YZJ
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Andragradskurvor

Huvudtyperna ( med medelpunkterna i origo):

2 2

Ellips: Ly +(X—2j =1 (a=Dbger cirkeln)

a b

x ) (%) x ) (%)
Hyperbel: 2152 =teller | 22| —| 22| =1
YP a ( b J o (a b

x ) (%)
Parabel: -~ —[—ZJ =1

a b
Parabel: X, =ax’ eller x, =ax}

Ett par korsade linjer:  x? —k?x? =0

Beskriv andragradskurvan 6x? +4xy +3y? =1 s@ tydligt som majligt. Bestdm

dven de punkter (X,y) pa kurvan, som ligger ndrmast origo.

Vi betraktar den kvadratiska formen
Q(x,y)=6x? +4xy + 3y?

Dess matris dr
6 2
S =
2 3
(2 . 1
Vars egenvdrden ér A, =7,A, = 2. Vektorerna V, =(1J och Vv, =( 2) dr ortogonala, men

ej normerade, egenvektorer till S.

Normering ger

— 1 (2 — 1 1
f:— f=— .
: JEEJ och 12 5[—2]
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Genom transformationen

4 3

X= Uty
V5 45
1 2

y=——=u v
N
Overférs alltsd Q till den kanoniska formen Q(u,v)=7u? + 2v2.(kan kontrollers genom att

insdttning av uttrycken for x och y i uttrycket for Q).

—_—

Kurvans ekvation i koordinatsystemet f, f, dr alltsa

7u?+2vi =1
eller
2 2
u \'
+ =1

1 1
Detta dr ekvationen fér en ellips med halvaxlarha — och —.

T2

— 1 1 — 1 (2
Storaxeln ligger i riktningen f, =— och lillaxeln i riktningen f, =— .
V5\-2 V511

V2

1

N

Observera nu att for u=0blir

1
—— och respektive for
2 V2 P

2
=lsv :[—J SvV=+=

2 2
v=0 blir —Y :lc)uz:(ij <:>u:ii.

1
u —
Kortaste avstandet till origo dr ivilke‘r intraffar da (v] =+ J7 | .dvsdad

N
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0
dvs.
=2 L =2 . ~1 2
X
V5 7 eller V5 V7 alltsa =4 V35
P S P v L
5 7 5 7 35
y
u
”'
X
Kortaste avstandet till origo dr %l.e. De punkter som ligger ndrmast origo
2
X
ar ( ]zi V35
y 1

\/g slut



