Hej !

Om linjer, plan och avstand

e Linjer i planet/rummet

e Plan i rummet
v" Parameterform
v Normalform
v Exempel

e Avstand

Linjer i planet/rummet

Vad behaver vi veta?

Planet (endast) Planet / rummet
 riktningskoefficient * antigen tva punkter

« en punkt * eller riktning och en punkt
Ex.y=1—-3x Ekvation pa parameterform

Alternativt (pa normalform)
* normalriktning
* en punkt

Ex:d4x+ 7y =12 }\\h\
| S
| "

t (en parameter)



Om linjer, plan och avstand

Planet/rummet: Linjens ekvation pd parameterform (te%).

X\ (%o Vy
Lis ekvationgesav |y |=|yo [+t-|vy | allts@ OP=0PR; +t-V
z) 1z Vy

t kallas for en parameter (t e %)

X
P=|y| dr koordinaterna fér en godtycklig punkt pa linjen dar OP dr

z
ortsvektorn med startpunkt i origo och slutpunkt i P, darfor har den samma
koordinarer som P

Xo
Py =| Yo | dr koordinaterna fér en given punkt pd linjen ddr OP, dr ortsvektorn
Zy

med startpunkt i origo och slutpunkt i Py, ddrfor har den samma koordinarer som

dr koordinaterna for en riktningsvektorn for linjen

Bearbeta bilden for bdttre forstdelse. Ortsvektorer for punkter pa linjen da

t=—§, 0,2,4
2

O dr en fix referenspunkt som kallas ofta origo

Pz

OPo +4V
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Om linjer, plan och avstand

Exempel 1: Lat L vara linjen y=2x-3. Ange linjens ekvation pd parameterform.

Losningsskiss:

v
I tv& dimensioner dr L:s ekvation Gj =[§° J +1- [ij dir (te®).
0 y

Lat t.ex. x=t. Insdttningi y=2x-3 ger ddatt y=2t-3.

som vi kan skriva som

o | X=t x=1-t+0
All‘rsa{ { "

=
y=2t-3 y=2-t-3

X 0 1-t X 0 1 . .. ..
[ J:( J+[ J@( j:( J+t ( J som dr den sokta parameterformen for
y -3 2-t y -3 2

given linje i k: formen.

o 0
Kommentar: Vi ser att linjen gar genom punkten R, ={ 3} och har

N _ (1), L
riktningsvektorn v =(2J. Vidare insdttning av t.ex. t=3 ger o0ss en annan punkt

s {2 38 G}l o

3 oy
alltid kontrollera dina l6sningar. Om punkten @J:(?J ligger pa linjen y =2t -3

sa bor dess koordinater uppfylla linjens ekvation. Kom‘rollem!ﬁu

Exempel 2: Linjen L g8r genom punkter (2, 3, —5) och (0, 1, 1). Ange linjens
ekvation pa parameterform.

Losningsskiss:
Infor beteckningar:
P,=(0, 1, 1) och P,=(2, 3, -5).

P2z

P1
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X Xg Vy Xg
L:s ekvationgesav |y |=| yo |+t:| vy |. Vivetatt |y, | dr koordinaterna for
z Z, Vy Z,
Xo 0 Vy
given punkt pa linjen, tag da t.ex. | yo =P, =| 1|. Vidare dr | v, |dr linjens
Z, 1 Vy

riktningsvektorn , alltsa en vektor parallell med

2 2
ﬁz[slutpunktens koordinater - startpunktens koordinater]=| 3 |-|1|=| 2 |=2-

-5) (1) (-6 -3
Vy 1 Vy 1
vy (1 PP, =2:| 1|, s§tat.ex. vy |=| 1 [. Varfoér?om du undrar? Spelar
Vy -3 Vy -3

det ndgon roll hur 18ng dr riktningsvektorn? NAHA © ...

Xo 0 Vy 1
Till slut for | yo [=P,=| 1| och |v, |=| 1 | blir den sokta linjens ekvation efter
Zg 1 Vy -3
Xo Vy X 0 1
insdttningeni |y |=|yy |+t-|v, | foljande |y |=|1|+t-| 1 | ddr teR.
z Zy Vy z 1 -3
X 0 1
Svar: |y|=|1|+t-| 1 | ddr teR.
z 1 -3

Kommentar: Du kan alltid kontrollera om ditt svar dr korrekt.

>

Insdattningav t=01i |y|=|1|+t-| 1 | ger oss punkten P, =|1|. Kontrollera!
-3

N

>

=|1|+t:| 1 | ger oss punkten P, =| 3 |. Kontrollera!
-3 -5

Insdttningav t=2 i

<

N
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Exempel 3: Avgér om linjer

X 1 -1
Ly:ly|=|0|+t] 1
0 -1

X 1 1
L:|y|=] O [+t-]1
-1 1

skdr varandra

ar parallella

Ovning! (forsok losa uppgiften pd egen hand, lsning kommer att uppdateras
s att du kommer kunna jimféra @) )

Plan i rummet

Vad behaver vi veta?

For en linje rdcker det med tva punkter

oP =O—P0 +t-V, OBS! ldngden av
Po " riktningsvektorn dr ointressant

For ett plan rdcker det med tre punkter (P,,P;,P, nedan)

OP=0P, +s-li+t-V (parameterform)
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" Om linjer, plan och avstand

Exempel 1: Ange en ekvation pa parameterform for planet som gar genom
punkter P=(1, 2, 0), Q=(2, 2, 1) och R=(-1, 0, 0).

Ldsningsskiss: (tips: skissa alltid enkel figur som ska hjdlpa dig att visualisera,
infor tydliga beteckningar)

5 2 2-1 1
P oeg - Vektorerna G=PQ=|2-2|=|0
" T 1-0) (1
och
00
-1-1 -2
V=PR=| 0-2 |=|-2
0-0 0

ligger i planet och dr icke-parallella (ténk pd att tva parallella vektorer kan omgjligt
spdnna upp ett plan allts@ never ever for ever )

Med hjdlp av tidigare given parameterform OP=0P, +s-G+t-V f&r vi d& att

X 2 1 -2
y|=[2|+s-|0|+t:|-2| ddr s,;teR
z 1 1 0
X 2 1 -2
Svar: |y |=|2|+s-|0|+t-|—-2]| ddr s,;teR
z 1 1 0

Kommentar: Svaret kan anges pd odndligt manga olika sdtt. Har dr ndgra svar till
som beskriver exakt samma plan:

X 1 3 2
y|=|2|+s-|0|+t-| 2| ddr s,teR, kan du forklara varfor dar svaret korrekt?
z 0 3 0
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X -1 -3 1

yl=| 0 [+s-] O |+t-]|1]| ddr s,teR, kan du forklara varfor dr svaret korrekt?
z 0 -3 0

X -1 1 3

y|=| 0 |+s-|0|+t-|2]| ddr s,teR, kan du forklara varfor ar svaret korrekt?

z 0 1 1

Lar dig att kontrolleral

X 3 1 3
y|=[2]|+s-|0|+t-| 2] ddr s,teR, kan du forklara varfor dar svaret korrekt?
z 2 1 1

Lar dig att kontrolleral

Planets ekvation pd normalform

Till varje plan i rummet hor flera sinsemmellan paralella normalriktningar, t.ex..

A
fi=| B | dr en normalvektor
C

i normalvektorer

Po = {yonr given punkt i planet

-
; ,
,
,
»
normal till T
______ 0 -2n

och P—(y dr godtycklig

punkt i planet

X — Xo
PP LA=PPeii=0=|y—vy, || B|=0< Alx=x,)+B(y—y,)+C(z-2,)=0 <
7-1,

& AX+ By +Cz + (- Axg — By — Cz0
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" Om linjer, plan och avstand

L&t nu (- Ax, — By, —Cz,)=D, ddr D dr en konstant.

For (— Axq — By, —Czo)=D fdr vi ekvationen for planet = p& normalform

Ax+By+Cz+D=0

Exempel 2: Ange en ekvation pa normalform for planet som gar genom punkten

1
P=(1, -1, 2) och vinkelrdt mot w=|2|. )
3 i
Losningsskiss:
op
A A (1
Vivetatt W//fi=| B|.Sdtagtex W=fi=fi=|B|=|2
C c) (3

Ax+By+Cz+D=0

Planets ekvation =1-Xx+2y+3z+D=0

Vi bestimmer D genom att utnyttja att given punkts koordinater mdste uppfylla
planets ekvation om punkten ligger i planet.

Insdttningav P=(1, -1, 2), punktens koordinater i 1-x+2y+3z+D=0 ger d&

1-1+2-(-1)+3-2+ D=0« D=-5= planets ekvation ges av x+2y+3z-5=0.
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@& Om linjer, plan och avstand

Exempel 3: Lat m;:x-2y-2z=0 och m, :2x+Yy—z=4.. Bestdm och beskriv
geometriskt den punktmdngd som tillhér bada planen.

Ldsningsssiss: De punkter som tillhér bada planen uppfyller systemet.

X—2y—-z=0
2Xx+y-z=4

(ekvl—ekv2) ger x—2y—z—-(2x+y-2)=0-4< -x-3y=-4<x=4-3y.

Lat y=t, ddr te9Rdd blir x=4-3t. Vidare insdttningav y=t och x=4-3ti t.ex. ekvl
ger

(4-3t)-2t-2=0=2=(4-3t)-2t > z=4-5t.

Alltsd vi har lyckats att uttrycka x,y och zmed hjdlp av parameter
t,

x=4-3t X=4-3-t X 4 -3
y=t < y=0+1-t eller|y|=|0|+t-]| 1 | dar teR, som dr
z=4-5t z=4-5-1 z 4 -5
4
ekvation fér en linje gdende genom punkten P =|0
4
-3
och som har riktningsvektorn v =| 1 skarningslifje
-5
X 4 -3
Svar: Skdrningsmdngd dr en linje | y [=| 0 [+t-| 1 | dar.
z 4 -5

Kommentar: Uppgiften kan l6sas pa motsvarande sdtt, dock tdnk pd att du dr fri att
bestdmma vilken av variablerna ska vdljas till parametern. Du kommer alltid till
samma svar om du tdnker korrekt i évrigt. Tdnk pd tidigare exempel ddr svaret kan
ha ollika “"skepnader” och dnda beskriva exakt samma ob jekft.

Och du, du kan alltid kontrollera ditt svar.



Om linjer, plan och avstand

X=4-3t
X-2y-2=0
Insdttning av respektive jy=t i respektive {Zx z 4 ska ge dig sanna
+ — =
z=4-5t

samband. Kontrollera ©

Exempel 4: En |jusstrdle gér genom punkten P, =(7, -1, 7), reflekteras i planet
n:2x—y+4z=1 och gdr sedan genom punkten P, =(11, 11, 1). Var trdffar
|jusstrdlen planet?

Lésningsidé/Lasningsskiss: (rita alltid figur att “tdnka med" och infor
beteckningar, obs: alltid ett mdste vid examinationen, dina redovisningar skall
vara kompletta)

Den sokta punkten M (bilden) dr skdrningspunkten av linjen som gar genom P
och P, och planet =.

SokPy -
7 2) (7+2t
OP,, =O0P +t-fi=|—1|+t|-1|=|-1-t
7 4 ) \7+4t
b, Pip ligger i planet n:2x—y+4z=1:
\\v// 20 +2t)-(-1-t)+4(7 +4t)=1lt=-2
M
O
7-4 3
t=-2=0P,=|-1+2|=| 1 |=>P,=@3 1 -1).
» 0 7-8 -1
7-3 4
7-(-1)) | 8

B ——

(sambandet OP;g + Py, P; =0P;, pd grund av reflektionen maste PP, =P P )

3-4 -1
Vidare OPyg + P ,P, =0P;, <>0P;; =0P,, =P, )P, = 0P, =|1-(-2)|=| 3
-1-8) |-9
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Om linjer, plan och avstand

Sok M :
-1 11-(-1)
OM =0P, +5-P P, =>0M =| 3 |+s:| 11-3 |=
-9 1-(-9)

Lat 2s=u(ldttare att rdkna)

~1+12s
3+8s |=M =(-1+12s3+8s,-9+10s)
-9+10s

M =(-1+1253+85,-9+10s)=M =(-1+6u3+4u,-9 +5u)

M ligger i planet n:2x-y+4z=1:

2(—1+6u)—(3+4u)+4(—9+5u)=1<:>u=%

> 2 2 2 2

Svar: Ljusstrdlen trdffar planet i punkfen(& 9,

_gj

Avstdnd frén en linje till en punkt

X
Exmpel: Bestdm den punkt Q pd linjen L:|y
yA

mellan  cmmmmm e

Lésningsskiss:

1 -1
=[0|+t:| 1 | som ligger narmast
0 -1
P=(2, 1, 2) samt avstdndet
Poch Q.
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Om linjer, plan och avstand

eP
QP LV=>QPeV=0 i
! i
; o
i Q
i @ v
; Po
va !
2 1 -1 1+t i
QP=|1|-||0]+t-| 1 ||=]1-t i ®o
2 0 -1 2+t

1+t -1
<" QP LV=QPei=0= [1tJ-( 1 ]—Oc>1t+1t2t—0<:>t—§
2+t -1

< for tz—é ges Q:s koordinater av

5
X 1 -1 X 1 -1 3
2 2
y=0+t-1:y=0+(—§j-1=—§
z 0 -1 Z 0 -1 2
3

21

2 1 -1
" for tz—g blir @: 1/-]]0 (—%) 1 ||=
2 0 -1

wlhwlmw



Om linjer, plan och avstand

1
3 -1 -1
47‘_#‘: 5] s Y] s |-ty nr st eaz Ly YR
Q 3 3 3 3\/( ) 3\/_ 3
4 4
3
Svar: Q:s koordinater dr %(5 -2, 2), @‘z@l.e.

Kommentar: Forsok att ta fram en annan 16sning ©. Anvdnd bilden nedan. Observera att
vektor P,Q d&r ortogonalprojektion av P,P pé& v (L).

Alltsd PyQ=P,P,,, . Har du P,Q som har startpunkten

P, s hittar du slutpunktens koordinater....osv.

Lycka filll

(O
o 2)

Po



