Hej !

Fé6 5 : vad handlar den om?

Linjdra avbildningar och matriser

F(X)=AX=Y

Definiton 2.9 Ldt A vara en mxn matris. Den avbildning som varje vektor X i

R"tillordnar vektor § i ®™ genom operationen y=AX kallas en
linjgr avbildning fran R" till R™.

A kallas avbildningsmarisen.

Exempel 1:
0
L&t A=|1 1| detta ger en linjdr avbildning frén %°till %3
01 3x2
0 2 2%,
= X1 _
AR=|1 1 { } “x % | =y
01 X2 J2a X
3x2 2 d3a

(varfor? frén R2 till R° : observera dimensionen av respektive vektor X och vektor y,

observera dven att en annan dimension for vektor X dr omgjligt! Varfor?)

Exempel pa linjdra avbidningar

Identitetsavbildning: AX =X

Strdckning: AX=2X, LeR

Ortogonal projektion pd vektor v: AX = XoVg_XeVy

Spegling
Vridning
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Identitetsavbildning: AX =X

Exempel 2: Vivet att |- X=X (OBS:| (eller E i exempelsamling) dr beteckning for en
enhetsmatris)

(1 0][27 [1-2+0-(-3)] [2] . o o
l-X= . = = =X dvs. identitetsavbildningen i detta
0 1||-3] |0-2+1-(-3)| |-3

fall gesav A=

Kan du finna andra A sd att AX=X i exemplet ovan ?

Strdckning: AX=2X, ALeR

Exempel 3: Vi kadnner till att A-1-X=1-X
T.ex.
10 2 30 2 3-2+0-(-3 6 2
3.1-%=3 : - : - +0-( ): -3. - 3%
0 1||-3| |0 3||-3] [0-2+3-(-3)] |-9 -3
dvs. avbildningen ges i detta fall gesav A=3- |

Kan du finna andra A sd att AX=3X ?

Exempel 4: Vad betyder avbildningsmatrisen A:{ 01 . } geometriskt?

X1

Tips: vad blir bilden av en godtycklig vektor X =[ } ? Rita figur och illustrera.

Xy
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Exempel 5: En avbildning definieras genom att varje vektor i rummet projiceras
ortogonalt pd planet n:x; —2X, + X3 =0. Visa att avbildningen dr linjdr
och bestdm dess matris.

Losning:

o Rita figur och infér beteckningar av intresselll Utga fran bilden:

x|

<i
40

« Ssk OP_, som dr ortogonal projektion av vektor X =0P pé =.
e Obs: OP, =AX=A-0P.

1
e Vivet normalvektor till planet m:x; —2x, +x3 =0, i=| -2 |.
1

e Vektor X=0P kan delas upp i komposanterna P,P och 0P, , dvs

_—  — _— —

OP=0P, +P_P< 0P, =0P —P_P

Y T s

e allts§ OP, =0P —P_P= AX=A-0P

« P,P dr orfogonal projektionen av X=0P p& normallinjen med

1
riktningsvektorn n=| -2 |.
1
e Projektionssatsen ger oss P, P = Of) *Tq
Nnen
. D&blir 0P =0P -Pp-0p- 2PN
Nen
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X1 1
X2 o -2
X1 « 1 1 X1 1
e OP. =0P-PP=|x, |- 13 5|~ 2|= | * (X = 2%y +X3) =2 |=
X 1 X 1
3 _olel—2 3
1 1
X1 . X1 = 2Xy + X3 S5X1 +2Xy — X3 . 5 2 -1||x
= X2 _6 _2X1 +4X2_2X3 :g 2X1+2X2 +2X3 == 2 2 2 . XZ
X3 X1 —2Xy + X3 =Xy +2X5 +5X3 -1 2 5] |x3
. 5 2 -1 1 5 2 -1
Detta ger oss att OPnzg 2 2 2 |-Xx =>A==| 2 2 2 | drdensotkta

-1 2 5 6—125

avbidningsmatrisen.

5 2 -1
Svar: Azé 2 2 2
-1 2 5

Kontroll:om avbildningsmatrisen dr korrekt sa bér projektionen av planets
normalvektor vara en nollvektor, allts@ Afi=0 och projektionen av vektorer
parallella med planet bér ger samma vektor, alltsa@ AV =V ddr V// x.

. 5 2 -1][1 . 5.1+ 2.(-2)+ -1-1 . 0
Afi==2 2 2||-2|=2] 2:1+ 2-(-2)+ 21 ik =0
-12 5|1 ~1.1+ 2.(-2)+ 5-1 0
0
Tagnu V// n, t.ex. V=|1| da blir
2
5 2 -1]o 5.0+ 2.1+ -1.2 0] [o
szé 2 2 2| |1|=3 2.04 2.1+ 2.2 =% 6 |=|1|=V
-1 2 5|2 ~1.0+ 2.1+ 5.2 12| |2
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Exempel 6: En avbildning definieras genom att varje vektor i planet speglas i
linjen L: x; —2x, =0. Visa att avbildningen dr linjar och bestdm dess

matris.
Losning:

e Rita figur och infér beteckningar av intresselll Utga fran bilden:

X, A

<}
G

ol
o

o Vivet att normalvektor till linjen L ar i, =(1 —2)'

ng

o Projektionssatsen ger P P=——L
n_en

ng

* PR=—2RP=-2.—7L
N en

e X=0P, ()—PS>=@+P—P;

e Visoker j=AX=0P, =0P+PP, =% — 2-

o - Xef X
o Alltsa y=x-2- Xe L an( 1}—
Len “
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_}'ﬁ_l._ ﬁL:(XlJ_Z
A, ef, Xy (1} [1]
[}
(%) 2 xe=2%p )1 5x—2(x—2xy) ) 1(3x+4x) 1[3 4] [x
%y ) 5 =2x,+4x, ) 5(5x, —2(-2x; +4x,)) 5\4x,-3x,) 5[4 -3]||x,
_ .. 113 4| _
[ ] y:AX:— - X
5(4 -3

3 4
e Svar: A=1
514 -3

e Kontrolleral

o Allts§ y=x-2-

Sats 2.3 Lat A vara en mxn matris som avbildar vektor X i R" pa vektor

i ®™ genom operationen = AX. Dd gdller linearitetsegenskaperna:
AR +X")= AX')+ A(X")

F(L-%X)=1-F(%)

Exempel 7: Anta att A dren 2x2 matris. L&t

N _ _ 1
Y1=AX1=(6J och ¥, = AX, =(_2]

Bestdam bildenav X =%S(’l — 2%,

Léosning: Linearitetsegenskaperna ger da

y
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Sats 2.4 ( Bassatsen)Lat y=AX vara en linjdr avbildning fran R"till ®™ |
D4 gdller att: A=(Ag, A&, ... Ag,)
ddr {€, €, ,...,&, }dr standardbasen.

(alltsd respektive kolonn i matrisen ges av bilden av respektive basvektor)

Exempel 8: Bestdm en linjar 3x3 avbildningsmatris ddr €, avbildas pa €, - 3€;,
€, avbildas pa €, och slutligen &; avbildas pd sig sjdlv.
Losning:
Givet
0 0
% F(6)=A8 =6,-36=|1|-30]|=| 1
1 -3
1
< F(8,)=A€, =€ =|0
0
0
< F(8;)=A8; =6 =|0
1
Sats 2.4 ger:
0 10
A=(A&, AE, A&)=| 1 0 0
-3 0 1
0 10
Svar: A=1 0 0
-3 0 1
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Vridning i planet

Q = (cos(1r/2), sin (/2))
Qs (-sing, cosg) A

Kl

P,= (cos@,sing)

F(E) \ @

P = (cos0,sin0)

s

Cos(g) coslo)- Sin(gj ‘sin(e) _(0-cos(p)—1-sin(e)) (- sin(p)
sin[g + (pj sin[%} -cos(q) + sin(o)- cos[gj ) [1' cos(g)+ Sin(‘P)'OJ ) [ cos(o) J
Sats 2.4 ger:

cos¢p —sin (p}

=% AéZ):Lin(p COoS @

Avbildningsmatris for en vridning vinkeln @ moturs i ON - bas ges av

A cose —sing
“|sing coso



