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F6é 6 : vad handlar den om? 92MA15, 91MA15

Linjdra ekvationssystem

® Succesiv elimination

Linjdra ekvationssystem och matriser
® Matrsiform av ekvationssystem
e Elementdra radoperationer

® Trappstegsmatriser

Minsta avstand

Minsta -kvadratmetoden

Nagra exempel

Substitutionsmetod. Los ekvationssystem

: 3x+2y=1
3x+2y=1 PN 1
2x+3y =4 y:§(4—2x)

Insattning (substitution) av utrycket for y i den forsta ekvationen ger

2 1 1
3x+2y:3x+§(4—2x):§(9x+2(4—2x)):§(5x+8):1
s 5x +8=3 = 5x = =5 = x=-1

. 1 4-2(-1
alltsa y:§(4—2x) :%:2

* dvssystemets [6sning & x = —1 och y = 2 (entydig 16sning!)
* en geometrisk tolkning: tva linjer skar varandra i en punkt

Svarigheter: metoden ar svart att anvanda for 3 eller fler variabler!
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Tillatna operationer

* byta plats pa ekvationer
* andra variablernas namn (t.ex. x4, x, istallet for x, y)

* addera ekvationer:
a=b < a+c=b+c

* multiplicera en ekvation med konstant # 0
a=b < k-a=k-b

* allmant:
konstant - ekvation + annan ekvation

Ekvationssystem med 2 variabler

Linjara ekvationer som t.ex. {31’ +2y =1 bildar ett system.
2x + 3y =4

Varje ekvation beskriver en linje i planet (t.ex. y = % — %x)

Losningsmangden = samtliga l[osningar till ekvationssystemet
= de gemensamma punkterna for linjerna.

Tre huvudfall:
* Tva identiska linjer (oandligt manga losningar) /

* Tva parallella linjer (finns inga l6sningar) //

* Tva linjer som inte ar parallella skar varandra i precis en punkt,
(finns en entydig |6sning till systemet) x
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Succesiv elimination eller Gausselimination

Exempel 1. Los ekvationssystem

,\(3x+y=—2 ®d3x+y=—2 & { -5y =-5

E4x +8y =4 Ax+2y= 1 x4+ 2y=1
‘ dividerar den 2:a ekv. med 4 I multiplicerar den andra och adderar den till
ekvationen med —3 den forsta
ekvationen

= y=1 Tl(: 2% =—1
x+2y=1 y= 1
* dvssystemets |0sning ar x = —1 och y =1 (entydig l6sning!)
* en geometrisk tolkning: tva linjer skar varandra i en punkt

Succesiv elimination eller Gausselimination

Exempel 2. Los ekvationssystem

1)
- 3x+2y=1 @\3/ 3x+2y=1 - 3x+2y =1
Niex +4y =4 3x+2y =2 0 =1
‘ dividerar den 2:a ekv. med 2 ‘ multiplicerar den 1:a ekv. med —1 och

adderar den till den 2:a ekw.

+ eftersom “0 = 1” ar ett falskt pastaende oavsett varden pa x,y
sa saknar systemet losningar!

* en geometrisk tolkning: tva linjer ar parallella!
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Succesiv elimination eller Gausselimination

Exempel 3. Los ekvationssystem

\
_[3x+2y=1 (:)%b' 3x+2y=1 o 3x+2y=1
L2 6x + 4y =2 3x+2y=1 0 =0

—1_2 x=1i_2;
e |3x4+2y=1 & )¥=373) o= 3 37, darteR
0-—=20 y:'? y=t

* Talet t € R kallas en parameter
* Systemet har oandlig manga losningar.
* En geometrisk tolkning: tva linjer sammanfaller!

N

Ekvationssystem med 3 variabler

o . 3x+2y—-3z=1 .
Llnjara ekvationer som t.ex. 2x+3y+z=4 bildar ett system.

2x—y+3z=3
Varje ekvation beskriver ett plan i rummet (t.ex. 2x —y + 3z — 3 = 0)

Tre huvudfall:
* En gemensam skarningslinje alt. tre sammanfallande plan
(odndligt manga lésningar)

* Tre skilda parallella skarningslinjer, Tva skilda parallella
skarningslinjer, Tre skilda parallella plan (saknas l6sningar)

* Tre plan som skar varandra i precis en punkt, (finns en entydig
|6sning till systemet)
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Losningsstruktur

Allmant: for ett linjart ekvationssystem galler exakt ett av
foljande alternativ:

. Systemet har entydig l0osning
. Systemet haringen l6sning

. Systemet har oandligt manga l6sningar
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En viktig klass: Homogena system

92MA15, 91MA15

Ett homogent system ar ett system med nollor i hoger led

* Homogena system ar alltid |6sbara (alla variabler = 0 ar
alltid en 16sning och kallas den triviala |6sningen), t.ex.

3x+y=0
x—2y=0

Obs att x = y = 0 ar en trivial |6sning

* Homogena system med fler variabler an ekvationer har
alltid oandligt manga losningar, t.ex.

—
.

i/ {2x—y+z=0 - {2x—y+z=0

=
x—2y—z =0

x = 3t 3
¥ — 3y — 0 - t, dirt e R

Losningsstruktur for homogena ekvationssystem

Allmant: for ett homogent ekvationssystem galler exakt ett av
foljande alternativ:

. Systemet har entydig (trivial) [6dsning

. Systemet har odndligt manga losningar



Elementara radoperationer

* Multiplicera ekvation med nollskild * Multiplicera rad med nollskild
konstant konstant

» Byta plats pa tva ekvationer * Byta plats pa tva rader

* Addera konst*(ekvation) till annan * Addera konst*(rad) till annan rad
ekvation

) () - CHCH/1 1 12

SRR e P62 -]

2x+3y+5z=4 2 3 514

/D x+y+z =2 @ 1 1 1
\& —y-4z=-3 = (0 -1 —4

y+3z =0 0 1 3

2
—2 ||~
0

x+y+z =2 1 1 1 2
j —y—4z=-3 & (0 =1l —4 —3) &
—z =-3 0o o0 -11-3
XxX=2—-y—z= x 8
iy-3—4z=—9 (3’)= -9
z =3 z 3

Losningsstruktur

Sats Ett linjart ekvationssystem har antigen
* exakt en losning
* ingen losning
eller
* odndligt ménga l6sningar

Exempel LOs ekvationssystem
3x —y +4z=1
2x + 4y +6z=4
—2x+3y—z=1
Exempel Ange en ekvation som a, b, ¢, d maste uppfylla for att systemet skall
vara losbart:
x +y tz=a
3x+2y—z=h
2x+3y+5bz=c
2x +2y +z=d

Fé6 6 : vad handlar den om? 92MA15, 91MA15
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Trappstegsform

L1 112 Om matrisen B erhalls efter andligt
3 g _é 3 N manga radoperationer pa matrisen A

sa sages A och B vara radekvivalenta.

nya rad = gamlarad + ¢ - annan rad

BIUS|BAINYDPE

Att A och B ar radekvivalenta skrivs

1 1 1] 2
~ (M—B) trappstegsform A~B
0 0 ol 0

Sats 3.4.2. Om tva ekvationssystem har radekvivalenta totalmatriser sa dr systemens
IGsningsmdngder identiska.

Definition. Element q;; i matrisen A kallas pivotelement om

a;; # 0ochay, =0foru >1i,v<joch(uv)# (L))
[

En matris kallas trappstegsmatris om alla nollskilda rader star ovanfor alla
nollrader och om varje nollskild rad har ett pivotelement.

(a) Pivotelementet a;;

0 .. 0 fI-g_J'
0

0.
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Trappstegsform

Definition 3.5.1. Element a;; i matrisen A kallas pivotelement om

a;j # 0ocha,, =0foru>i,v<joch(uv)=*(ij)
[

En matris kallas trappstegsmatris om alla nollskilda rader star ovanfor alla
nollrader och om varje nollskild rad har ett pivotelement.

(a) Pivotelementet a;; (b) Trappstegsmatris Ej trappstegsmatris
Do : #0 0[# 0

0 .. 0 a5 .. #0 0 ..  0]#0
0 £0 0 0[ZD

0. 4% L0 U

Sats.
* Varje r X k-matris ar radekvivalent med minst en
trappstegsmatris.

* Om T, och T, ar trappstegsmatriser och T; ~T, sa har T; och
T, lika manga nollskilda rader.

1 1 1 2 1 0 -3 -1
0o -1 -4 -3| ~ |0 -2 -8 -6
0 0 0 0 0 0 0 0

T ex
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Elementara radoperationer

* Multiplicera rad med nollskild
konstant

* Byta plats pa tva rader
* Addera konst*(rad) till annan rad

CH(1)3Y 1 4 5 6o Satt x4 =t, x3= s vilket ger
- N 3 -2 1 4|0\ Xo=—t—s5,x1=—2t—s
-1 0 —-1-2]0
- X1 =1l -2
4 s 60 X3 1 0
—4)(s) -14 -14 -14 o0 | _ X4 0 1
v lo & 4 4o
‘l' 0 =5 -5 =510
1 4 5610
01 11f0)_
0 0 0O0}]o
0 0 0010
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Minstakvadratmetoden

Ceres ar den forsta asteroiden som upptacktes av en slump pa
nyarsdagen 1801 av Giuseppe Piazzi. Han sokte efter en stjarna
vid namn Mayer 87. Men istallet for stjarnan fann Piazzi ett
stjarnliknande objekt som han forst trodde var en komet.

Han fortsatte att studera asteroidens bana, men den 11 februari
hindrades han att fortsatta pa grund av sjukdom. Han hade da
inte hunnit berattat for nagon om sin upptackt och kort darefter
skymd solen dess bana.

For att aterfinna asteroiden utvecklade Carl Friedrich Gauss
minstakvadratmetoden, och utifran Piazzis 24 observationer,
som tackte ungefar 9° av Ceres omloppsbana, och antagandet
att banan var ett kagelsnitt tog han fram en trolig omloppsbana
for Ceres.

Modellproblem, Betrakta nedanstaende tabell:

ol e ] s
2 R
En matrisformulering ar
Y1 =ag + azx; 2=a;+al 1 1 a;
y2:a1+a2x2 = 5:a1+ﬁ'22 — 1 2 (ﬁ')
y3:f11+a23(3 6:ﬂ1+ﬁ'23 1 3 2

2
=15
6
Obs! att systemet ar olGsbart.

Istdllet: Bestdm den réta linjen y = a; + a,x som i minstakvadrat-

mening bast ansluter till data, d v s bestam a; och a, sa att
3

2
Z(}’i —(ay + ﬂzxi))
i=1
blir sa liten som mdéjligt.

92MA15, 91MA15
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Vi far alltsa den linje som har egenskapen att summan av kvadraterna pa avstanden d; i
y-led mellan mdtpunkterna och motsvarande punkt pd linje blir minimal.

Man brukar ddrfér sdga att man erhdller den linje som dr bdst i minstakvadratmening.

I statistiken kallas den linje man far med minstakvadratmetoden for regressionslinjen.

| Y ¥=3, X

i

o | (Xns¥n)
l dzlavax; ;|
d, J
(X‘ ’VI ) (xi ) i) =
X

\r\2=d?+dz+ *di

Vi kommer att jobba hdr med ett givet (olosbart) linjdrt system Ax=b av m
ekvationer och n obekanta for att bestdma en vektor X som minimerar ‘A)‘( — 5‘.

e Ett sddant X kallas en minsta-kvadratiésning till systemet
e AX-b=F kallas residulavektorn i minsta-kvadratmening

° ‘A)”( —5‘ minsta-kvadratfelet
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Sats 3.2
L&t A vara en mxn - matris, X en nx1 - matris ochb en mx1 - matris.

Minsta - kvadratlosningarna till systemet AX=b , dvs. de % for vilka
residualvektorn ¥ =AX—b blir s& kort som méjligt |f|= ‘AY( -b

, fas genom att

losa normalekvationerna

tac t
A'AX=ADb
Exempel:
11 2
X1
1 2-{ }:5
X2
1 3 6
A X b
1 1 2
X( |1+ X5]2]=]5
1 3 6
a ap

Hur tar man normalekvationen fram ?

Vi vet att kortaste avstdndet dr vinkelrdt mot planet, dvs.

e Vektorerna &, och &, spdnner upp planet.

n
® & eF=0och aer=0 ellerimatrisform a'F=0<[1 1 1]-|r,|=[0] och
3
I
a,er=0=[1 2 3]-|r,|=[0]=AF=0
3
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o A'Ax=A"D kallas normalekvation

11 2
X o o . . .
Vi soker losningen till |1 2 -Ll}: 5|.Nagon lgsning till detta system finns inte
1 3|52 |6

(kontrollera). Systemet dr overbestdamt. Vi ska losa ekvationen med hjdlp av
minstakvadratmetoden.

Vi ska losa normalekvationen: A'Ax = Alb =

11 2
111 ] 111 3 61 [x] [13
12 3l Ak 1T 2 3P e 14l x| R0
1 3| L™ 6 2
Totalmatrisen ger dé

3 6113 -6 -12|-26 -6 -12|-26
~[rad1-(-2)]~ ~ ~ ~
6 1430 6 14 |30 rad2 +radl 0 2 |4

_ (-6 -12]-26Yradl+rad2| (-6 0]-2) [radl/(-6)] (1 O[L/3
rad2-6| (0 12|24 0 12|24 ) |rad2/12 0 1] 2

[t 1) [2 L 1] [6 71 [6 1

® Residualen: r=AX-b=|1 2 {g]_ sl=1l1 o {6}_ 15112213 |-15]1=1 2
3 3 3

1 3|L2] |6 13 18 19| |18 1

2 2 2
® Minsta - kvadratfelet : |F|=\/[%j +(_—2j +(1 :%JE

1 1] g 1'7 1 1
e Konfroll: r LAX=reAX=0, AX=|1 2 -[5}5 13| och f=§ —2| ger att
1 3| L2] 7|19 1

FeAX="|-2]e 3 13 =é(7—26+19)=0 allts@ 7 L AX och detta medfor att

vara berdkningar ar korrekta
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Exempel: Vid ett forssk har ett antal stédckor uppmdtts vid ndgra tidpunkter

Vi antar att vi kan anpassa matdata m.h.a. andragradskurva s =a+ bt + ct? . Bestdm
s som funktion av t, allts@ bestdm s(t).

Losning:

Insdttning av rspetkive data i s=a+ bt +ct? ger oss féljande ekvationssystem:

ll=a+b+c 11 1 '1’1'
32=a+2b+4c 1 2 4 a 32
69=a+3b+9c Q[ ~*=6]@ 13 9/|,[_|69 alltsa:
128=a+4b+16¢c 1 4 16 128
213=a+5b+ 25¢ 15 25|L% 213
310=a+6b+36¢C |11 6 36] 1310 |

11 1 11

1 2 4 3 32
ot 2 g el 52

15 25 ¢ 213

1 6 36 310

o1 1] 117
1111111236.111111:'3
1234 5 6|73 lb[-{r 22 4 5 6]53]e
13916 25 36) |, o ,lc] (130916 25 3],

16 36 310
6 21 917 [al [ 736 a 128
21 01 441 |-|b|=| 3719 | ... |b|=| 115857 |= s =128 — 115857 -t +1024 -t2
91 441 2275| [c| [19293 ¢ | 1024

svar: $=128-115857 -t +1024-t°
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Exempel: (3.67 i boken) Ett radioaktivt preparat och féljande intensiteter uppmdtts
vid féljande tidpunkter:

Bestim Iy och A i sambandet | =1, e
Léosning:
Bsrja med att skriva om | =1, -e ™' p lijdr form ( anvind logaritmlagarna)

I=1p-e™ <:>l| >0,1q e >OJ<:>|nI zln(lo -e’“)<:> Inl =In(|0)+ln(e’“)<:>

<Inl=In(lg)-A-tine)e=Inl =In(ly)— -t

Insdttning av respektive datai Inl =In(l,)— A -t ger f6ljande ekvationssystem:

In188 =Inly—%-1 1 -1 In188
In147 =Inly —%-2 1 -2 In147 o
- Inl alltsa:
In139:InI0—k-3<:>[A->"(:b]© 1 -3 { x"}: In139
IN130=1Inly —A-4 1 -4 In130
IN100 =1Inly — -5 1 -5 In100
1 -1 In188
1 -2 ni In147
A=|1 _3|, z:{" 0}, b =|In139
1 -4 In130
1 -5 In100

Normalekvationerna A'AX = A'b ges d& av

1 -1 In188
1 -2 In147

1 1 1 1 1 Inl, 1 1 1 1 1
11 =31 = -1 In139

-1 -2 -3 -4 -5 A -1 -2 -3 -4 -5
1 -4 In130
1 -5 In100

Fortsdtt l6sa pd egen hand, du kan behéva minirdknare eller dator
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Exempel: Bestdm den andragradskurva som bdst anpassar sig till punkterna (-1, 1),
0,0),(1,1),(2,8) i minsta - kvadratmening. (gammal tentamensuppgift)

“Minimalt" l6sningsforslag:

Med y=ax® +bx+c fdr vi foljande fyra villkor

a-b+c=1
c=0
a+b+c=1
4a+2b+c=8

-1
0
1
2

I matrisform

N
O T o
Il
® B~ O

A O O

18 8
Vi fér A'A=|8 6
6 2

(ep]

34
och Alb=|16
10

E>NN V]

18

8 34
Normalekvationen A'Ax = A'b ger ekvationssystemet | 8 6
6 2

a
-Ib|=|16].
C 10

B N O

1
Detta ekvationssystem kan l6sas med exempelvis Gausselimination. Det ger a=2, b ==

o 1 3
och c= = Minsta kvadratlgsningen dr allts@ y=2x* + =X - 5

o 1.3
Svar : Minsta kvadratlésningen dr allts@ y = 2x? +§X =



