F6 8: vad handlar den om?

e Determinanten

e Grundldggande egenskaper och geometriska tolkningar
® Radoperationens paverkan pa determinanten

e Berdkning av determinanten for en trapstegsmatris
e Utveckling efter rad eller kolonn

e Kofaktorer

® Multiplikationssaten

Determinant

% Vad krdvs for att ett kvadratiskt linjdr ekvationssystem ska ha exakt en
l6sning?

Vi borjar med 2x 2 falet
{allxl +apX, =d; - [an a12j| {le| :{dli|
Ay X1 +axXy =d, Ay Qx| | X d,
den utokade matrisen blir da féljande:
[an ap
dy; Ap

djpdy;
d, 0 ap-——-

a a
d 1 11 12
2

ayy

Det finns en l6snig om

a,d,

dypdy
[azz - Xy =0, & (311322 _a12a21)' Xy =apdy; & Xy =
ajg ay1dy —apdy;
Uttryck ajja,, —ajpay; kallas for koefficientmatrisens determinant och

a; a :
1 "2 aj,ay, —ag 8, (obs notationen!)

dp; Ay

a;; a
betecknas det A= det{ 1 =1 } =
dy; Ay
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Berdknas m.h.a. ai;  Ago
Hoger ned + g <a,,| T 311822 ~ 12821
Hoger upp -

Exempel:

A

a b :detAza b=ad—bc
c d c d

Observation:om en matris A har en nollrad (nollkolonn) sa ér det A=0.
Geometriska tolkningar

Vektorprodukten kan skrivas som en determinant:

R -

' — . i
/ h=Nl-sing -~
B': P _ g

vy

Area =|U|-h=[£=sinﬁ<:>h=|\7|-sinB = [a]- V| - sinB =]t V|

vl

ajy ap a -0-0-ay 0
UXV: a21 X a22 = O‘alz_all‘o = 0
0 0 ayidy —anayp A1y —apdyp

ajg ><1312
as ay)

|U X \7| = \/02 + 02 i (allazz - 3.218.12 )2 = |a.11a22 - 8.218.12| = =Ar‘€0

a;,; a
det{ 11 A }

dy; Ay
Obs:

e kolonnerna i matrisen bestar av respektive vektorns koordinater

¢ du minns vdl att vektorprodukten dar def. i rummet, darfor
behoévdes z-koordinat!

e tva lika kolonner eller tva lika rader medfor detA=0, vad kan
man sdga om vektorerna om tva kolonner dr lika?
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% Vad krdvs for att ett kvadratiskt linjar ekvationssystem ska ha exakt en

|6sning?

Vi fortsdtter med 3x3falet

a11Xq +a5oXy +ay3Xg =d;
Q1% +apX, +ap3X3 =0,
31Xy +agyXy +ag3Xg =03

Vi gér samma procedur som féregdende...:

agp ajip
ajp ap|dy |
dy; Ap

djpdy;
d, 0 ap-——"W

ag

Det finns en I6snig om
19897833 + 21832813 + 831812893 — 831822813 — 811832893 — 1812833 #0
detta uttryck ajjaj,ass +ay 83853 +a31818y3 — 8318853 — 811837893 — Ap1@5p833

kallas for koefficientmatrisens determinant och betecknas

a1 a1 a3
det A: 3.21 3.22 8.23

dz; ag ags

och berdknas med hjdlp av SARRUS regel ( endats for 3x3)

a1 a2 A3
det A=|ay; \322/323 =8y18833 + 831832813 + 8318712803 — 83182813 — A11838p3 — Ap1877833

a 5 Az
alx a12<a13
a/ a22\%‘23
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Exempel:

1 4 7

N
detA=|2 5 8/=1.5.942.6.7+3-4.8-3.5.7-1.6-8—2-4-9=0
P

3>€6)€9
1/‘4\‘7
2 5 8

Exempel: (geometriska tolkningar)

Vektorprodukten kan skrivas som determinant:

V =[ixV|-h= chosﬁ<:>h=|vT/|-cosB = x V|- || - cos B =|(d x V) e W} =

[

aj; adp ag3

. . I o .
_ |det(u ,V,W) =lay, ay ay Ol::s..Tva lika kolonner eller
tva lika rader medfor att
az; @4z asz Aot=0

R/

< Multiplikation av rad med nollskild konstant

Sats: L4t A varaen nxn matris och B den nxn matris som fas da en
rad ( eller en kolonn) i A multipliceras med ett tal k=0. Da dr

detB=k-detA
Till exempel:
aiq Az ais ajp iz Qiz
kay, kayy, kaps =k |az1 Qzz; Qaz3

asy asz a3z 31 dzp a3z
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Exempel:
[10 20 30 1 2 3
dett 4 5 6 |=10-det|4 5 6
|7 8 9 7 8 9
(1 2 3 1 1 3
detf4 6 1|=2-detj4 3 1
7 8 5 7 4 5

% Spaltning

Sats: L&t nxn- matriserna B,A;,A, har egenskap att A, och A, dr
lika, s@ndr som pa en rad, och elementen i denna rad i matrisen B dr
summan av motsvarande element i matriserna A; och A,.

det B =det Ay +det A,

Till exempel:

agg ap a3 a;; g 3| (811 310 a3
dp + Dy (@5 +Dhyy @3+ Dhos|=|A01 @22 @3 t[Par by by

asy asy as3 dz; Az Qaszz| |31 Az Az
Exempel:

1 2 3 1231 2 3 12 3 12 3

1+x 1+2x 1+3x=1 1 2+[x 2x 3x/=5-1 1 2+x:|1 2 3=5.0+x-0=0
5 5 5| 555 5 5 5 111 55 5

Obs! Tva lika kolonner eller
tva lika rader medfér att
det=0

% Elementdra rdakneoperationer

Multiplicera rad (kolonn) med nollskild konstant = hela
defterminanten multipliceras med konstanten

Byta plats pd tva rader = determinanten byter tecken
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e Addera multipel av en rad till en annan rad = determinanten

dndras ej
Exempel:
4 5 6 4 5 6 4 5 6
1 2 3 =1 2 3 =1 2 3=0
9 12 15 (rad3+rad1(-2)) 123 (rad3+rad1(-1)) 000

e Addera multipel av en kolonn till en annan kolonn = determinanten

dndras ej
Exempel:
6 -1 4 7 11 81 11 8 1
3 4 43 3 4 43 (— 0 1 -20 0
=[rad1 och rad3 byter plats]|= - (rad2erad(=3)) =
1 1 81 6 -1 4 7(rad3+rad<(—6)) 0 -7 -44 1
2 2 2 2 2 2 2 2(rad4+rad<(—2)) 0 0 -14 0
1 -4 1 11 -4 1 11 -4 1
0 10 01 1 0 01 10
=—(-2)- =2 = [rad4 och rad3 byter plats]=-2- =
0 -7 22 UYiuzgragz) P O 92 1 00 7 0 (rassee)
0o o0 7 0o 7 0 0 0 92 1(aga(7))
11 -4 1 11 -4 1 11 -4 1
_ 1 (- 1 1 0 :_z.i.(_l).o 1 1 0 :_2.i.0 11 0_
92 7 00 7.9 0 92 7 [0 0792 0 920 0 792 0
0 0 92:(-7) 1-(-7) (rada+rad3) 00 0 -7 00 0 1
11 -4 1
01 1 O
=-2. =-27=-14
00 7 0
00 0 1
Sats: Om A dr en overtianguldr matris
a;3 a2 a3 1n
0 ap ayg azp
A=l 0 0 as .. ag, | sdgdlleratt detA=aj -ay- ... ay,.
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/7

< Kofaktorer

Huvudidé: att krympa en determinant till en summa av determinanter av en
storlek mindre.

Definition 4.8.1.:

L&t A varaen nxn matris och &t (n—1)x(n—1)- matrisen A; vara den matris

som fas da rad i och kolonn j stryksurA.

Dad kallas M;; =det A; minoren till elementet a;;och

Cij=(=1)"7-M;; =(~1)" - det A; kallas kofaktorn till elementet a;;.

Exempel:
123
A=|4 5 6
7 89
Fori=1, j=1
73 _—
Cp=(-1)""-det{4 5 6|= =-3
a-C0aed s 6|
[ 8 9
For i=2, j=2
133,
Cpp =(~1)**2 - det| 4—5—6 = =-12
7 9
7 49
Sats4.8.3.

L&t A varaen nxn matris. D@ gdller
det A=2a;;C;; +a;,Ci, +...+a;,C;, (utveckling efter rad i)

det A=a,;;Cyj +a,;Cy; +...+ayCp (utveckling efter kolonn j)
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Exempel: Berdkna detA. Utveckla efter rad 1.

tzs3pzs 5 6 4 6 4 5
detA=det|4 5 6|=4 5 6|=1-(-1)". ‘+2-(—1)1*2‘ ‘+3-(—1)1+3- ‘:
8 9 7 9 7 8
7 8 9|7 809
56 46 _|45
=1 -2. +3- =1-(45-48)-2-(36 -42)+3-(32-35)=-3+12-9=0
8 9 "7 9 "7 8
Svar: detA=0

% Rdknelagar

L&t A vara en kvadratisk matris dd gdller f6ljande rdknelagar:
Om tva kolonner/rader i A dr lika s dr det A=0
Om en kolonn/rad bestar av bara nollor sa@ dr det A=0

Om A dr en trianguldr matris sa dr det A=a;; -ay; ... &y,

Om alla element i en kolonn/rad multipliceras med A € R s@ multipliceras ocksd
det Amed A

Om en multipel av en kolonn/rad adderas till en kolonn/rad sa dndras ej det A
Om tva kolonner/rader byter plats sa dndrar det A tecken

det Adr en linjdr funktion av varje kolonn/rad

det A= det(At )



Hej !

Fo 8: vad handlar den om?

Exempel:
2-L 2
Los detA=0 dar A=| 1 3-A
2 2-)
Lésnining:

Forst berdknar vi VL av ekvationen.

2-L 2 1 2-) 2 1

VL=detA=detf 1 3-1 1 |=| 1 3-i1 1 |=[kl+kl1+k3]=
1 2 2-A] |1 22—
50 2 1 1 2 1 1 2 1
=5-% 3-2 1 |=(6-A)-1 3-2 1 [=[r3-r2]=(6-1)-]1 3-1 1 |=
5-1 2 2-X 1 2 2-2 0 0 1-n
1 2

= [utveckla efter r3]=(5-2)-(1-2)-(-1)*". PN

‘:(5—x)-(1—x)-(3—x_2):

=(5-1)-(1-2)-(1-2)=(5-2)-(1-2)
Alltsd detA=0= (5-1)-(1-1)* =0<=(5-2)=0 eller (1-1)=0<r=5ellerr=1

Svar: A=5elleri=1

Multiplikationssatsen

|det(AB ) =|det A - |det B|
det(AB)=det A- det B
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Exempel:
. 4 -1 -1 -1
Lat A= och =
2 1 -2 1
Bestdm 3-detA och det(3A)
Losning:

3-detA=3-‘;1 _11‘=3-(4+2)=18

4 -1\ ., . J4 -1
det(3A) = det| 3- =3% . det =9.6="54
2 1 2 1

Svar: 3-detA =18, det(3A)=54

Bestdm det(AB)

Lé&sning:
4 -1 -1 -1
det(AB)zdetA-dethdet{z 1]det{ : 1}=(4+2)-(—1—2)=6-(—3)=—18

Svar: det(AB) =-18



