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1. Skérningslinjen mellan planen x —2y+z—1=0 och 2x—y+z —2=0 gar inte genom

punkten (4, —3, 0 ). Hur l&ngt ifran punkten ligger linjen?

Losningsskiss:

X-2y+z-1=0 X-2y+z-1=0 ekvl+2-ekv2 3x +z-3=0
= =
2Xx—y+2-2=0 ekv2—ekvl|x+y —-1=0

2=
X+y -1=0
z=-3x+3
=
y=-Xx +1
. . z=-3t+3 o .
lat x=t dar t ¢ R som medfor att {y o1 alltsa skarningslinjens ekvation ges av
=—t +
X t 0 1
y|=| —t+1 [=|1|+t| -1| (dukan snabbt kontrollera att linjen ligger i bada planen)
z -3t+3 3 -3
4
Q=|-3
0
t 1
P=| —t+1 ‘7:{';}
~3t+3 )

4 -t 1

PQLV =PQeV=0=|-3—(-t+1)]e|-1|=0c..c4-t+({t—-4)(-1)+(3t-3)-(-3)=0
0-(-3t+3)) (-3

. 17
S .(fylli).,.ot="—
(fyll'i) m
4 1
11 3
for t:E blir FQE E—4 =...=i — 3| (du kan snabbt kontrollera om )
11 11 11
3-2—3
11

och vidare ‘PQ‘ _9 \/ Y + 22 :@

svar: ‘PQ‘ 9\/_
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2. Bestam minstakvadratldsningen till

X+ y=1
X+2y=2er
X+3y=2
1 1 1
Ange ortogonalprojektionen av | 2 | pa planet (genom origo) som spannsav | 1| och | 2 |.
2 1 3
Losningsskiss:
X+ y=1 11 y 1
X+2y=2 imatrisform A-X=B=|1 2 { }: 2.
X+3y=2 13 y 2

Normalekvationen A'-A-B=A!-B blir

3 et 3 el sl

Vidare blir

N

117,
A-X=12-[é
13| L2

B pa kolonnrummet till A.

7
] = 1 10 | vilket ar ortogonala projektionen av hogerledsvektorn i matrisform
13

34] 1 !
};J,Ortogonalprojektionen av | 2| &r 1 10 |.
2

Svar: Minstakvadratlésningen &r "=
Y 2] %13
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3.

f,=(6 +6,+&), f,=(6, +&)och f,=(8, +&,).
a) Visaatt {f ., fg} &r en bas for rummet samt bestam bashytesmatrisen P for basbytet.
b)  Om V har koordinaterna (3, 7, 2 ) i basen {ﬂ, f,, ﬂ,}, vad ar dess koordinater
i basen {€,,€,,6,}.
¢)  Vilkakoordinater har vektor 36, + 26, +8, + 2T, i basen {f,,f,, | ?

Ldsningsskiss:

110 110
alf, f, ][ & &ll1 0 1]|dr P=[1 0 1].
111 111
110
detP=[1 0 1l=-120 = f,,f, och f, &r linjart oberoende allts& {Fl,fz,F3}éren bas
111

for rummet. (OBS! f,, f, och f; spanner upp en parallellpiped med V =|detP|=|-1|=1v.e.)

3 a a 1 103 10

b) V=7 | =|b| dar X,=P-Y; = |b|={1 0 1|-|7|=|5|alltsd
2), \c), c| [1 1 1]|2]| |12
3 10

V=|7| =| 5| ©vV=3f +7f,+2f, =108, + 56, + 128, ( OBS! kontrollera)
2 12
f
c)

Visoker P
110|100 1001 1 -1 1 1 -1
10 1[0 10f~.~010[0 -1 1flaltsdaP'=0 -1 1
111001 001[-1 0 1 -1 0 1
1 1 -1][5] [4
Y, =P X, =Y, =0 -1 1|[]2|=|1
-1 0 1]|3] |-2
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alltsa
5 4
U=36, +26,+6, +2f, =56, +26, +36,=|2| =| 1 | =4f +f,-2f,
3 e -2 f
Svar
110
ayP={1 01
111
3 10
byv=7| =| 5
2), \12),
) i=4f, +f, -2f,
4. For vilka reella varden pa a har ekvationssystemet
X -y +(a+1l)z= 0
2X -y +az =3-a
X +(a+2)y +(2a+3)z=2a+1
a) exakt en lésning ?
b) o&ndlig manga lésningar, vilken ar denna I6sning?
c) ingen lgsning
Losningsskiss:
1 -1 (a+1) | | x 0
Ekvationssystemet i matrisform AX =Y blir | 2 -1 a ‘lyl=| 3—-a

1 (a+2) (2a+3)| |z 2a+1

Ekvationssystemet har precis en 16sning da det A=0.
1 -1 (a+1) 1 -1  (a+1)
det A=|2 -1 a |=|rad2-2-rad1|=|0 1 —(a+2)=
1 (a+2) (2a+3) rad3 —rad 2 0 (a+3) (a+2) rad3+rad 2
1 -1 (a+1)

| —(a+2)={utveckla efter kolonn 1}:1.(_1)2 1 —(a+2)‘:
(a+4) 0
0 (a+4) 0
=(a+2)(a+4)

det A=0=(a+2)(a+4)=0<=a+2=0 eller a+4=0<a=-2 celler a=-4
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Alltsa har ekvationssystemet precis en losningdd a=—-2 och a=#=—4.

Om det A=0 har systemet antingen ingen I6sning eller s& har den odndligt ménga losningar.
For a=-2blir den utbkade matrisen

1 -1 -1} 0 1 -1 -1 0 1 -1 -1 0
2 -1 -2 5|~-10 1 O 5|~{0 1 0| 5
1 0 -1/-3 0 1 0]-3 0 0 0|-8)=0=-8

Eftersom ekvation 0 =-8 inte ar uppfylld for nagra varden x,y och z saknar det givna
ekvationssystemet l6sning.

For a=—4blir den utdkade matrisen

1 -1 -3/ 0 1 0 -17\= x—z=T<x=7+12
2 -1 -4 7 |~.~|0 1 2|7|=y+2z1=T<y=7-2z
1 -2 -5|-7 00 O0}O
X=7+t X 7 1
Vilj z=t, teR dafarviJy=7-2t alltsd | y |=|7 [+t -2
z=t Z 0 1
Svar:
a) precis en l6sning dd a=-2 och a=-4.
X 7 1
b) oandligt manga I6sningarda a=—-4, | y [=|7 |+t -2 | dar te R
z 0 1

c) ingen l6sning for a=-2

5. Bestam matrisen for den linjara avbildning som definieras av att varje vektor u i rummet
avbildas pa sin ortogonala projektion pa planet x—y=0 och darefter speglas i origo.

Ldsnhingsskiss:

Matrisen for projektionen ar P =

N |
O -
O -
N O O

Matrisen for speglingen S i origo har matris — 1 , d&r | &r enhetsmatrisen
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-1 0 O
S=-1=| 0 -1 0 |,sadensammansatta avbildningen har matris
0 0 -1
-1 -1 ©
S le -1 -1 0
2_0 0 -2
-1 -1 0
Svar: =|-1 -1
0O 0 -2

6. Rita och beskriv kurvan Q(x,,x, )=6x,” +4x,X, +3x,” =1 sa tydligt som méjligt. Bestim
aven de punkter (x,,X, )pa kurvan som ligger narmast origo.

Losningsskiss:

Vi betraktar den kvadratiska formen

Q(x,y) = 6x°2 + 4xy + 3y2
Dess matris dr

6 2
o2 3
— (2 — 1
Vars egenvdrden ér Ay = 7,1 =2. Vektorerna vy = (J och v = (_ 2) dar ortogonala,

men ej normerade, egenvektorer till S.
Normering ger

15 =54

Genom transformationen

W%l 2L

dvs.
x=2y+Ly
J5 B
1 2
5B

Overfors alltsd Q till den kanoniska formen Q(u,v) = 742 + 2v2.( kan kontrollers genom
att insdttning av uttrycken for x och y i uttrycket for Q).
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Kurvans ekvation i koordinatsystemet f;f, 4r alltsd

7ul +2v8 =1
eller
LI2 v2

ERET

Detta dr ekvationen for en ellips med halvaxlarna —

J_ J_
Storaxeln ligger i riktningen I[IJ h lillaxeln i riktningen lm
oraxeln ligger i riktningen f, = — och lillaxeln i riktningen fi = — .
99 gen f2 = | 5 gen fi = 7=| 4
v2 2 1 2
Observera nu att for u=0blir =levei=|—=| ov= +— och respektive for
() g
NF
u? 2
v =0blir = <:>v=i—.
Ol )
J7
1 1
Kortaste avstandet till origo dr — vilket intrdffar da ( J:i J7 | .dvsdé
V7 0
1 1
X 112 — X 1 o
=——= : eller] |=—
M 5{1 —2} Pﬂ M 5[1 —ZH ﬂ
dvs.
x=2 t 2 -1 2
‘/15 ‘/17 eller 15 _71 alltsa (;]zi ‘/:i}_5
NN R AN AN 3 35
Svar: Kortaste avstdndet till origo dr % l.e. De punkter som ligger ndrmast origo
2
ar (XJzi \/ﬁ . ellips
y 1
s






