Losningsforslag
till Ovningstenta pd kursen ETE325: Linjir algebra VT2023

1. Med hjélp av rad /kolonnoperationer och utveckling efter rad /kolonn far vi
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Svar: Ekvationen har fyra l6sningar: z € {—1,0, 1,11}

= —z(x+1)(z—1) ’ ' = —z(z+1)(z—1)(10—(z—1)) = z(z+1)(z—1)(z—11)

2. Vi tar fram skdrningspunkten mellan linjen ¢ och planet 7.
(I+t)+22—-t)+3(14+2t)=5 & 5t+8=—-7 < t=-3
Sa skdrningspunkten dr P = (—2,5, —5).

En riktningsvektor for ¢ 4r v = (1, —1,2) och en normalvektor for planet dr n =
(1,2,3). Eftersom ¢ ska vara vinkelrdt mot bada dessa s kanvitav = u x n =
(=7,—1,3) som en riktningsvektor for ¢. Den nya linjen kan alltsd skrivas som
P+ tv.

Svar: (' : (z,y,2) = (—2,5,-5) + t(-7,—1,3) ddr t € R.

3. (a) Varderummet spanns upp av kolonnerna, sa V(F) = [(1,1,2),(2,1,1)] =
[u1, ug]. For att omvandla dessa till en ON-bas ersétter vi ug med
) 1
UIQ = Uug — U2||ul = Uug — éul = 6(7, 1, —4).
Vi normerar slutligen u; och uj och far:

Svar: (%(1, 1,2), \/%(7, 1,—4)) dr en ON-bas for V(F).

(b) Nollrummet N (F') dr lIosningsrummet till ekvationssystemet
1 21 2 110 010 10]0
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Varur vi far parameterldsningar

(=s—r,—t,s,t,r) =s(—-1,0,1,0,0) + t(0,—1,0,1,0) + r(—1,0,0,0,1)

S& N(F) ir holjet [(0,—1,0,1,0), (—1,0,1,0,0), (=1,0,0,0,1)] = [v1, v2, v3). Vi
anvander Gram-Schmidt for att omvandla dessa till en ON-bas for N(F'). Vi
ser dock att v; redan dr vinkelrdt mot v och v3, sd allt vi behover gora ar att
ersitta v3 med

1 1
’Ué = U3 — U3||v2 = V3 — ZVUy = *(—1,0, —1,0,2).
2 2
Nu &r vy, v9, v3 parvis vinkelrdta och spanner upp N(F'), sa vi normerar och
far:
Svar: En ON-bas for N(F) éir(%(O,—l,O,l,O),%(—170,1,0,0),%(—1,0,—1,0,2)).
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(c) Dimensionssatsen sdger: Om F': U — V édr en linjar avbildning sa géller
dim N(F) +dim V(F) = dimU.

[ vart fall har F : R® — R3 med dim N(F) = 3och dim V(F) = 2 och dim R’ =
5, sd dimensionssatsen sdger for oss att 3 4 2 = 5 vilket stimmer.

4. Vistoppar in (z, y)-virdena for de fyra punkterna i ekvationen ax?+by* = 1 och far
fyra linjara ekvationer i variablerna a och b. Som matrisekvation kan detta skrivas
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Detta ekvationssystem saknar losningar, men per definition ges systemets min-
stakvadratlosning av 19sningen X till A’AX = A'Y. Vi berdknar matriserna A'A
och A'Y och far 2 x 2-systemet

18 2] [a] _[6] _ [a] _[18 2]7"[6] _ L [3 —2][6] _ 1 [6
2 3| [b] |3 bl (2 3] [3] 50 |-2 18] [3] 2521
Sa den sokta ellipsen far ekvation 22 + 21y? = 1, sétter vi y = 0 respektive z = 0

far vi att halvaxlarnas langder dr % respektive \/527 Forsta dr strax over 2 och
andra &r strax over 1. Vi ritar figuren och ser till att alla punkter hamnar pa ratt

sida ellipsen, exempelvis ligger (1, 1) utanfor ellipsen eftersom 12 + 2112 > 1.
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Svar: Ellipsens ekvation blir %xZ + %gf = 1, dess halvaxlar ar % respektive \/%,

och den ser ut som pa bilden ovan.

5. Lat S vara avbildningen som speglar i linjen y = 22 och lat R vara avbildningen
som roterar en kvarts varv medurs. D4 ges den sokta avbildningsmatrisen av pro-
dukten [F] = [R][S] (ddr S star till hoger eftersom denna avbildning sker forst).
For att hitta matrisen [S] tar vi reda pa var standardbasvektorerna avbildas. En
godtycklig vektor v speglas till v — 2v),, ddr n = (2, —1) dr linjens normalvektor, sa

4 1 -2 1
Sle)) = (1,0) = =(2,-1) = (=3,4)  S(e2) =(0,1) - =(2,-1) = =(4,3)
5 5
S(eq) och S(ez) blir kolonnerna i avbildningsmatrisen, sa [S] = £ [_Z g] Rotatio-

nen &r enklare, har géller ju R(1,0) = (0, —1) och R(0,1) = (1,0) sa [R] = [_01 (1)]
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Alltsa far vi

FI= sl =5 |5 3]

For att ge enklaste geometriska beskrivning noterar vi att [F'] &r en ON-mastris, sa
F &r en isometri pd R?, och sédana &r antingen rotationer eller speglingar. Eftersom
det([F]) = —1 ar F' en spegling. For att hitta linjen i vilken vektorer speglas av F'
soker vi egenvektorer med egenvirde 1 till F': dessa ligger i spegellinjens riktning.
[Flv = v < 5[F]v = 5Iv < (5[F] — 5])v = 0 ger systemet [ _21)) _S 8 } vilket
har l6singarna v = ¢(3, 1), sa detta dr den sokta spegellinjen pa parameterform. Pa
normalform kan linjen skrivas = = 3y.

Svar: Avbildningsmatrisen for F' ar % E _ﬂ Geometriskt dr F' en spegling i

linjen z = 3y.

0 2 2
. Den kvadratiska formens kan representeras av matrisen A = |2 —1 0. Dess
2 01
karakteristiska polynom (sekularpolynom) ar
- 2 2
2 2 —A 2
det(A-X)=|2 —-1-X 0 —2‘_1_)\ O‘+(1_)\)'2 _1_/\‘

2 0 1-X

=4A+ D)+ 1 -NAA+1)—4) = =N +9A = -2\ - 3) (A +3).

Matrisens egenvarden dr alltsd —3, 0, 3 och formens signatur ar (1, —1,0). I en an-
passad bas kommer alltsd ytan att kunna skrivas 372 — 3z = 12 i nya koordinater
(Z,9,%), och kurvan beskriver alltsd en hyperbolisk cylinder. For att ta fram punk-
terna pd ytan ndrmast origo anvander vi satsen som séger att Q(u) < Amax|u|? dar
likhet rdder ndr u pekar i egenriktningen motsvarande Amax. For u = (z,y, z) som
ligger pa var yta giller alltsé 3|u|? > 12 < |u| > 2 med likhet d& u ligger pé ytan
och i egenrummet tillhorande storsta egenvérdet 3, alltsd &r kortaste avstand fran
ytan till origo 2. For att ta reda pd i vilka punkter detta avstdnd antas tar vi fram
en normerad egenvektor med egenvirde 3, ekvationssystemet (A — 3I)v = 0 blir

_g _Z 38 [—32 20} [02—10]
5 0 —20 10 -1/0 10 -1]0

vilket har 18sningar v = ¢(2,1,2), vi normerar och fér en vektor v = $(2,1,2) av
langd 1 och som pekar i riktningen i vilken minimalt avstand till origo antas. Vi vet
att minimum antas da |u| = 2, s minumum antas i punkterna +2v = j:(%, %, %)

Svar: Ytan dr en hyperbolisk cylinder, punkterna pa ytan ndrmast origo ar (

och(—%,—%,—%).
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. Eftersom R* dr identitetsavbildningen pa Ms, s& giller att om v dr en egenvektor
(v &r alltsd en matris) till R med egenvektor A giller v = R'v = \v, och eftersom
v # 0 géller \* = 1. De enda méjliga egenvirdena &r alltsd 1 och —1 (eftersom
vi endast tillater reella egenvarden i denna kurs). Vi sdker forst egenvektorer till
egenvardet 1. Om vi véljer matriselementen pd posittioner (1,1),(1,2),(2,2) i v



godtyckligt sa kan resten av matrisen fyllas i pa ett unikt sitt for att R(v) = v ska
gdlla:
a b a b a
v=|*% ¢ x| ~v=1|b ¢ b
x ok a b a

Sa en bas for egenrummet tillhérande egenvirdet 1 &r

10 1] o1 0] [0o0 0
<000,101,010>.
1 01| (01 0] (000

Analogt soker vi for egenvardet —1 matriser v for vilka R(v) = —v. Da maste mitt-
elementet vara 0, och om elementen pa positioner (1,1), (1, 2) viljs godtyckligt sa
kan resten av matrisen fyllas i pa ett unikt satt for att R(v) = —v ska gélla:
a b x* a b —a
v=|* 0 *x[~v=|-b 0 —b
ok % —a b a

Sa en bas for egenrummet tillhérande egenvardet —1 ar

1 0 -1 01 O
( 00 0],|-1 0 -1 )
-1 0 1 01 O

Eftersom inga andra egenvérden forekommer finns det alltsd endast 5 linjart oberoende
egenvektorer, och darfor &r inte R diagonaliserbar - eftersom dim M3 = 9 hade vi
da behovt nio linjart oberoende egenvektorer. Vi ssammanfattar

Svar: Alla egenvidrden och egenvektorer ges av

Egenvirde Egenvektorer
[a b a
1 b ¢ b (a,b,c) # (0,0,0)
a b a)
[ a b —al
-1 -b 0 b (a,b) # (0,0)
—a b a

Avbildningen ar inte diagoﬁaliserbar.

Kommentar 1: Uppgiften kan 16sas genom att vélja en bas i M3 och jobba med
9 x 9-matriser men detta blir ohanterligt.

Kommentar 2: Om man tilldter matriser och egenviarden att vara komplexa blir

10 {
avbildningen faktiskt diagonaliserbar. T.ex. & | 0 0 0| en egenvektor med
-t 0 -1

egenvirde i. Linjdr algebra 6ver komplexa tal och andra kroppar kan man léra sig
mer om i senare kurser.



