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1. a) LatU ={0,1,2,3,4,...,12} och Lat A vara méingden av alla udda tal i & och
B vara mingden av alla tal i I som &r delbara med 3. Vi ska bestimma ANB och
ange antalet delméngder till denna méngd. Ur ovan far viatt A = {1,3,5,7,9,11}
och B ={0,3,6,9,12}. Detta ger:

ANB =11,3,5,7,9,11}n{0,3,6,9,12} = {0,2,4,6,8,10,12} N {0,3,6,9, 12} =
= {0,6,12}

D& denna miingd har tre element sa har den 2-2-2 = 23 = 8 delmiingder enligt
multiplikationsprincipen, da varje element kan vara med eller inte med i en viss
delméngd.

b) Foljande likhet géller inte for alla médngder A, B och C och vi ger dérfor ett
motexempel.

AN(B\C)=(BNnC)\ A4
Lat A ={a}, B ={a}, C = {a} och U = {a,b}. Da blir:

VL= AN (B\ C) = {a} n ({a} \ {8}) = {a} N {a} = {a}.
HL= (BN C)\ A = ({a} N {a}) \ {a} = {a} \ {a} = 0.

Da VL och HL ger olika méngder i exemplet ovan sa géller inte likheten for alla
méngder A, B och C.

Svar: a) AN (B\ C) ={0,6,12}. Denna har 8 delméngder.

b) Likheten giller ej, se motexempel ovan.

2. a) Nedan visas grafen till K5 samt dess komplementgraf K5. Den fullstéindiga grafen
innehaller bagar mellan samtliga par av noder och didrmed innehaller komple-
mentgrafen inga bagar, bara noderna.
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b) En graf har en sluten eulerviig om samtliga noder har jaimnt gradtal enligt sats.
Da alla noder i K5 har gradtal 4 sa finns det alltsd en sluten eulervig. Ett
exempel pa en sadan dr: 1 - 2—-3—-4—-5—-1-3-5—-2—-4—1.

En graf har en 6ppen eulervig om precis tva noder har udda gradtal enligt sats.
Da alla noder i K5 har jamnt gradtal sa finns det ingen 6ppen eulerviag i denna
graf.

Var god vénd!



c) Da grafen dr ett trdd vet vi att N = B + 1, enligt satsen for trad, dir N &r
antalet noder och B &r antalet bagar. Kalla antalet 16v for = (de med gradtal
1). Da &r antalet noder i grafen N =5 + x.

Antalet bagar kan vi f& ur handskakningslemmat som séger att:

summan av gradtalen 5-4+xz-1 20+

2 B 2 2
Vi sétter in uttrycken for IV och B ovan i sambandet for trad och far:
20+

B =

N =B+1 & 5+z = +1 & 10422 =20+2+2 & 1042 =22 & z=12.

Grafen innehaller alltsa 12 stycken 16v.

Svar: a) Se grafen for K5 och dess komplementgraf ovan.
b) Grafen har en sluten, men ej en 6ppen eulervig. Se exempel och motivering
ovan.
c¢) Grafen har 12 stycken l6v.

. Pa en teater kostade biljetterna 200:- for barn och 320:- for vuxna. Totalt fick teatern
in 12 000:- vid en viss forestéllning.

a) Vi anger den diofantiska ekvation
uppgifterna ger upphov till samt
bestdmmer samtliga losningar till den-
na ekvation. Om vi later x vara anta-
let barn och y vara antalet vuxna som
besokte forestillningen sa far vi ekva-
tionen:

20024320y = 12000 & S5z+8y = 300

Ovan har vi forkortat den ursprungliga ekvationen med 40 for att fa den hogra och
vi 16ser den senare ekvationen.

Euklides algoritm ger:

8 = 543 Vi far sgd(8,5) = 1 och da 1|300 sa finns
5 = 3+2 det 16sningar enligt sats.

3 = 2+1

2 = 1-2

Vi bestdmmer en forsta 16sning till ekvationen genom att nysta upp euklides baklinges
och dérigenom uttrycka 1 i 8 och 5. Vi far:

1=3-2=3-(5-3)=2-3-5=2-(8—5)—5=2-8—23-5. Vi har allts&
5.(—3)+8-2=1. Vi forlinger med 300 och far 5 - (—900) + 8 - (600) = 300.

En forsta losning dr ddrmed (xg,yo) = (—900,600) och samtliga 16sningar ges da

r=-900+8-n

y=600—5-n dér n &ar ett godtyckligt heltal.

enligt sats av: {

Var god vand!



b) Bestdm hur manga barn respektive vuxna som var pa teatern om man vet att
det var minst 15 barn och mer &n 20 vuxna.

Vi sétter in dessa krav i uttrycket for samtliga 16sningar och 16ser ekvationssy-
stemet av olikheter. ”Mer &n 20 vuxna ger en strang olikhet pa y. Vi far:

{x:—900+8-n215 {8712915 {n>9é5:114§

y=600—-5-n>20 580 > dn n< B =116

Da n ar ett heltal som ska vara storre &n 114% och strikt mindre &n 116 s& ar
n = 115 enda mojligheten. Detta véirde pa n insatt i uttrycket for alla 16sningar
ger:

z=—-900+8-115 = —900 + 920 = 20
y =600—5-115 =600 — 575 = 25

Det var alltsa 20 barn och 25 vuxna pa forestéllningen.

Svar: a) Ekvationen blir 200z + 320y = 12000 < 5z + 8y = 300. Alla lésningar blir:
x=-900+8 n . ) .
{ y=600—5-n dér n dr ett godtyckligt heltal.

b) Det var 20 barn och 25 vuxna pa forestéllningen.

4. a) —(p A q) &r logiskt ekvivalent med ¢ — —p och vi kan visa det genom en san-
ninsgvardestabell eller genom att skriva vénsterledet till hogerledet med hjalp
av forst De morgans lag, sedan implikationslagen, kontrapositiva lagen och sist
dubbel negation. Vi redovisar 16sning med sanningsvéardestabell nedan.

VL: HL:
pla|phg| ~(pANg | p|g—p
1[1] 1 0 0 0
1{0] 0 1 0 1
0[1] o 1 1 1
0ojlo| o 1 1 1

Da sanningsvérdestabellen for bade VL och HL &r identiska pa alla rader sa ar
uttrycken logiskt ekvivalenta.

b) Foljande slutledning géller och vi kan visas den med deduktion, reduktionsme-
toden eller med sanningsvérdestabell. Vi véljer att redovisa deduktion.

(sVr)Ap—=>qQ NAN—qgA(—p——s) = r

1.) —gq Forutsittning

2) p—gq Forutsiattning

3.) —p 1.), 2.) och modus tollens.

4.) —p — —s Forutsidttning.

5.) —s 3.), 4.) och modus ponens.

6.) svVvr Forutséttning.

7) T 5.), 6.) och disjunktiv syllogism.

Var god vind!



D.

Vi har hérlett slutsatsen r ur forutsdttningarna och slutledningen &r ddrmed
korrekt.

Svar:

a) —(p A q) ar logiskt ekvivalent med ¢ — —p.
b) Slutledningen &r korrekt. Se deduktion ovan.

a) Vi ska bestdmma antalet olika sifferféljder om 8 siffror som vi kan bilda genom
att omordna siffrorna i dagens datum: 20230111.
Vi har 8 siffror som ska omordnas, vilket kan goras pa 8! sétt. Dock finns det tva
2:o0r, tva 0:or och tre 1:or och nér till exempel tva 2:or byter plast med varandra
sa fas inte en ny sifferfoljd. Vi diverderar darfor med 2! for vardera dubblet och
dividerar med 3! for de tre 1:orna. Det ger:
2'2:3' =8-7-6-5=1680 olika sifferféljder med de givna 8:a siffrorna.
b) I hur manga av foljderna i a) star inte tva l:or intill varandra?
Viboérjar med att omordna alla siffrorna utom 1:orna. Vi har fem siffror: 2 2 0 0 3.
Dessa kan med samma resonemang som i a) omordnas pa
2!5‘!2! = % = 30 olika sétt.
Efter att dessa omordnats dras de isér sa att mellanrum skapas mellan talen
samt platser fore och efter, det kan till exempel se ut sa hiar: 0.3 2 0 2
Det finns da 6 platser som 1:orna kan ta utan att tva 1:or hamnar intill varandra.
Bland 6 platser ska vi véilja 3 av dem for 1:or, utan inbordes ordning, vilket ger:

6 6-5-4
pu— — 2 .. 1 1: . '
(3) 3.2.1 0 sétt att placera l:orna pa

Totalt finns da enligt multiplikationsprincipen 30 - 20 = 600 olika sifferfoljder
dér tva l:or inte star intill varandra.

Svar:

a) Det finns 1680 olika sifferféljder som man kan bilda med siffrorna 20230111.
b) 600 av foljderna i a) har inte tva 1:or intill varandra.

Vi ska bestdimma virdena pa konstanterna a och b sa att likheten nedan géller for
n = 3 och n = 4. Vi visar sedan med induktion att likheten géller for alla n > 3 for
dessa virden pa a och b.

n

k(k+1
Z(;>za-n(n—l—1)(n+2)—l—b, n > 3.
k=3
For n = 3 far vi ekvationen: %:a-3-4‘5+b & 6 = 60a + 0.
Férn:4férviekvationen:6—|—%:a-4-5-6+b < 16 = 120a + b.

Vi sétter ihop dessa ekvationer och l6ser ekvationssystemet genom att subtrahera
ekvation 1 tva ganger fran ekvation tva. Vi far:

60a +b=06 60a+b=06
=
120a + b =16 —b=4

Var god vind!



7.

Den sista ekvationen ger att b = —4. Detta insatt i forsta ekvationen ger:

1 1
60a —4=6 & 60a=10 < azé.Viharalltséazaochb:—él.

Vi visar nu med induktion att likheten géller med dessa virden pa a och b for alla
n > 3.
Zn: kE(k+1) n(n+1)(n+2)
2 6

—4, n>3.
k=3

1.) Visa att likheten géller for n = 3:

4.
VL=6. HL= 5 o 4=10—4=6. VL3 =HLg, sa likheten géller for n = 3!
k(k+1 1 2
2.) Antag att likheten giller for ett visst n = p: Z ;— ) _plp+ é(p +2) —4.
k=3
Chk+D)  (p+ D)+ 2)(p+3)
Visa att da géller likheten ocksa for n = p+1: Z 5 = 5 — 4.
k=3
p+1 P
k(k+1) kE+1) (PP +2) o
VLyi1 = ;3 kz 5 = (enligt induktionsantagande)
_pptDp+2) e+ DP+2)  pe+DE+2) 3+ DE+2)
6 2 6 6
_pp++2)+3p+1p+2) ,  (+DE+2)(pP+3)
- - 4= : —4=HL,y,.

1.) och 2.) ovan visar tillsammans att likheten géller for alla n > 3, enligt induktions-
principen.

Svar: Kraven for n =3 och n =4 ger a = % och b = —4. Se induktionsbevis ovan for
att likheten géller for n > 3 med dessa virden pa a och b.

a) Da G har n noder har ett spannande trad till G alltid n — 1 bagar (enl. sats for
trad). Vi har m bagar i den ursprungliga grafen, men vill ha n — 1, sa skillnaden
mellan dessa dr det antal vi maste ta bort, d vs m— (n—1) = m —n+ 1 bagar
maste tas bort.

b) Med n noder blir det i Kruskals algoritm alltid n — 1 bagar som ska véljas,
oavsett hur manga bagar den ursprungliga grafen innehaller. Om antalet bagar
fran borjan dr 2(n — 1) sa kommer vi i kantborttagning bli tvugna att ta bort
n — 1 bagar, d v s lika manga som vi véljer i Kruskals. Om antalet bagar fran
borjan ar farre dn 2(n — 1) sa dr kantborttagning effektivare, da det ar férre vi
tar bort &n de vi ska ha kvar. Om antalet bagar fran borjan dr fler &n 2(n—1) sa
blir det effektivare med Kruskals d& vi behover ta bort fler &n de n—1 bagar som
vi viljer med Kruskals. Kort sagt: Kruskals algoritm &r effektivare om antalet
bagar i den ursprungliga grafen &r storre dn 2(n — 1), dér n dr antalet noder i
grafen.

Svar: a) Vi maste ta bort m —n + 1 bagar (dér n &r antalet noder och m
antalet bagar i G) for att fa ett spinnande trad.
b) Kruskals algoritm &r effektivare om antalet bagar i den ursprungliga
grafen #r storre dn 2(n — 1), dér n dr antalet noder i grafen.



