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1. a) Vi bestdmmer sgd(2250, 1485) med hjilp av euklides algoritm:

2250 = 14854 765
1485 = 765+ 720
765 = 720445

720 = 16-45

Vi far sgd (2250, 1485) = 45.
b) Vi ska l6sa den diofantiska ekvationen 2250x 4 1485y = 1350.

Da sgd(2250, 1485) = 45 och 45 delar 1350 (1350 = 30 - 45) sa finns lsningar
enligt sats och vi kan dessutom forkorta ekvationen med 45 innan vi 16ser den.
Vi far da ekvationen: 50z 4+ 33y = 30.

Euklides algoritm pa 50 och 33 ger:

50 = 33417
33 = 17416
17 = 16+1
16 = 16-1

For att finna en forsta 16sning till ekvationen uttrycker vi 1 i 50 och 33 genom
att nysta upp euklides algoritm bakldnges. Vi far:

1=17-16=17—(33—-17) =2-17—-33 = 2(50 —33) — 33 = 2-50 — 3-33. Vilket
ger 50 - 2 + 33(—3) = 1. Vi forlanger med 30 och far 50 - 60 + 33(—90) = 30.

En forsta 16sning dr darmed (z,yo) = (60, —90) och samtliga l6sningar ges da

enligt sats av: { =60 —33n dar n &r ett godtyckligt heltal.

y = —90 4 50n

Svar: a) sgd (2250, 1485) = 45.
b) Samtliga 16sningar till den diofantiska ekvationen &r

{:)::60—33n

y = —90 + 50n dar n ar ett godtyckligt heltal.

2. a) Vivisar att Modus tollens: (p — ¢) A—g = —p &r en korrekt logisk implikation
med hjélp av sanningsvardestabell.

pla|lp—q|q| (=9 A-q|p|(p=>q9AN>qg—p
1]1 1 0 0 0 1
10| 0 1 0 0 1
01 1 0 0 1 1
0olo] 1 1 1 1 1

Var god vind!



Vi ser att implikationen i sista kolumnen &r sann pa alla rader, alltsa en tautologi,
och dérmed har vi visat att (p — ¢) A—¢ = —p &r en korrekt logisk implikation.

b) Slutledningen nedan &r ej korrekt. Vi ger ett motexempel som visar att alla
forutsdattningar kan vara sanna samtidigt som slutsatsen ar falsk.

(r—=s)AN(p—-1)Ap = —s

Om p ar sann, r &r falsk och s sann sa blir » — s sann, p — —r sann och p
sann, alltsa ar alla forutséttningar sanna for denna uppséttning sanningsvéirden,
men —s blir falsk. Alltsa géller inte denna slutledning da det finns en rad i san-
ningsvéirdestabellen dér implikationen blir falsk. Detta ger alltsa ett motexempel.

Svar: a) Se bevis fér modus tollens ovan.
b) Slutledningen ér ej korrekt, se motexempel ovan.

a) Enligt sats finns det en sluten eulervig om 1
samtliga noder har jamnt gradtal. I den ur-
sprungliga grafen (svarta bagar) har nod 2
och 4 udda gradtal, 6vriga har jimna grad- 7 3
tal, sa nagon sluten eulervig finns ej. Om
bade nod 2 och 4 ansluts med en bage till
nod 1 (en nod som bada saknar forbindelse
till) sa kommer alla noder fa jaimnt gradtal 6
och ddrmed kommer det existera en sluten
1

2
4
eulervig. (Det dr nodvéndigt att ansluta 5 5
/\
2
8
21 3
g 18

noderna 2 och 4 till samma nod for att in-
te skapa nya noder med udda gradtal.) Det
minsta antal bagar som behover liggas till
ar alltsa 2 och dessa maste anslutas till nod
1. Drar man bara en bage till fran nod 2
till 4 sa blir inte grafen ldangre enkel, da
den da har dubbla bagar mellan 2 och 4.

b) I figuren till hoger visas den viktade gra-
fen med kostnader utskrivna i blatt. Vi tar
fram ett billigaste ndtverk med hjalp av
Kruskals algoritm. Starta med noderna ut-
an bagar. De billigaste bagarna &r de med
kostnad 6. Vilj bagen (1-6). Aven bagen
(2-3) med kostnad 6 kan viljas utan att
cykel bildas. Nista billigaste bage &ér (1-7)
med kostnad 7. Viljs, da cykel ej bildas.
Nista billigaste bage &r (2-4) med kostnad
8. Viljs, da cykel ej bildas. Nista billigaste
bagar &r de med kostnad 12. Bagen (3-4)
viljs ej da cykel da bildas, men bage (2-6) vijs, da cykel ej bildas. Nista billi-
gaste bage dr (3-6) med kostnad 18. Viljs ej da cykel da bildas med de tidigare
valda. Nista billigaste bage &r (4-5) med kostnad 20. Viljs, da cykel ej bildas.

Vi har nu valt 6 bagar och har ddrmed ett minimalt spdnnande trid som figuren
ovan visar. Total kostnad blir 6 + 6 + 7 + 8 4+ 12 4+ 20 = 59 tusen kronor.

Var god vind!



4.

VL: HL:

B:1,2,4,6 C:1,3,4,7
C:2,5,6,8 C\B:3,7
BUC:1,2,4,5,6,8 A:1,2,3,5
A:1,2,3,5 HL= A\ (C\ B):1,2,5

a) Vi ska kopa 10 fargpennor i de fyra férgerna

Svar: a) Sluten eulervig finns €] i den ursprungliga grafen men om bagarna (1-2) och

(1-4) ldggs till sa finns det det enligt sats da alla gradtal blir jamna.
b) Se billigaste néitverk ovan. Minimal kostnad blir 59 000 kr.

a) AN(BUC)=A\(C\B)

Vi anvénder ett numrerat venndiagram och gar
igenom operationerna i vinsterled och hogerled
var for sig, en operation i taget, och visar att
likheten géller.

VL=AN(BUC): 1,2, 5

Da VL och HL svarar mot samma omrade i det numrerade venndiagrammet
ovan har vi visat att likheten géller for alla méngder A, B och C.

b) (BNC)\A=(CNA)\B

Likheten giller ej och vi ger ett konkret motexempel.
Lat U = {a,b,c}, A= B = C = {a}. Vi beriknar vinster- och hogerled.
VL= (BN C)\ A= ({a} n{a})\ {a} = ({b,¢} N {a}) \ {b,¢} = 0\ {b,c} = 0.
HL= (C N A)\ B = ({a} n{a})\ {a} = {a} \ {b,¢} = {a}.

Da VL och HL ger olika méngder i vart exempel ovan sa géller inte likheten for
alla méngder A, B och C.

Svar: a) Likheten giller, se bevis ovan.

b) Likheten giller ej, se motexempel ovan.

svart, bla, gron och réd. Da vi far upprepa sam-
ma firg och ordningen ej spelar roll, sa ar det
en kombination med upprepning, alltsa ett sta-
ketproblem. Med fyra farger far vi tre ”staket”.
10 pennor som ska véljas plus 3 staket ger 13
objekt bland vilka vi véljer plats for de tre sta-
keten. Det ger:
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(10;3) _ (133) _ % =13-2-11 = 286.

b) Pa hur manga sétt kan detta géras om du vill ha minst en av varje fiarg och

hogst tre svarta?

Ta forst en penna av varje farg, da aterstar 6 pennor som ska véljas. Vi riknar ut
pa hur manga sétt detta kan goras och drar sedan bort antalet bland dessa som

innehaller fler &n tre svarta. Antalet med minst en av varje blir pa motsvarande
9.-8-7
. 6+3 9 _
sétt som ovan ( 3 ) = (3) =331 =3-4-7=86.

Var god vénd!



For att dra bort dem av dessa som innehaller fler &n tre svarta sa tar vi forst en
av varje farg samt ytterligare tre svarta sa att vi har totalt 4 svarta. Da aterstar
att vélja 3 pennor och alla dessa kombinationer kommer innehalla fler &n 3 svarta

6-5-4
och det kan pa samma sitt som ovan goras pa (3'53) = (g) =3 5.1" 20 sitt.
Sammanlagt fas da 86 — 20 = 66 kombinationer med en av varje fiarg och hogst

tre svarta.

Svar: a) Det finns 286 olika fargkombinationer for 10 pennor bland 4 firger.
b) 66 kombinationer innehaller av av varje firg och hogst tre svarta.

. Vi visar med hjilp av induktion att 4 | 6™ — 2" for alla positiva heltal n.

1.) Visa att 4 delar 6™ — 2" for n = 1: Med n = 1 insatt far vi talet 6! — 2! = 4 och
da 4 delar 4 géller pastaendet for n = 1.

2.) Antag att pastaendet géller for nagot n = p, det vill séiga att 4 | 67 — 2P.
Visa att da giller ocksa pastaendet for n = p + 1, alltsa att 4 | 6P+ — 2P+,

Vi startar med uttrycket for p+1 och visar att det dr delbart med 4 under antagandet
att det giller for n = p. Att 4 | 67 — 2P kan ocksa uttryckas som att 6 — 2P =4 - k,
for nagot heltal k. Detta kan i sin tur skrivas som att 67 = 4k + 2P. Vi far:

6Pt —2Ptl = 6.6P —2.2P = 6-(4k +2P) —2-2P = 24k +6-2°P —2-2P =
24k +4-2P = 4. (6k+2P) och da 6k + 2P &r ett heltal for varje heltal k och p, sa foljer
att 671 —2P*+1 kan skrivas som 4 ganger nagot heltal. Detta r precis definitionen av
att 4 | 6771 — 2P+1 vilket skulle visas.

1.) och 2.) ovan visar tillsammans att 4 | 6™ — 2" for alla positiva heltal n, enligt
induktionsprincipen.

Svar: Se induktionsbevis ovan.

. Vi bildar alla majliga bokstavsfoljder med samtliga sex bokstiver K L R V A O. Det
finns 720 olika sddana bokstavsfoljder. Vi skriver upp dessa foljder i bokstavsordning.
P4 vilken plats i ordningen kommer ordet VARLOK ?

Hogst upp i listan med alla ord finns de som borjar pa K. Antalet ord som borjar pa
K fas genom att permutera de 5 bokstédver som finns efter K, vilket gar att gora pa
5! sétt, d v s 120 sétt. Det finns alltsa 120 ord som borjar pa K. Pa samma sétt finns
det 120 ord som borjar pa L och 120 ord som bérjar pa R. Sammanlagt 360 ord sa
hér langt.

Nista ord (nr 361) &r det forsta som borjar pa V. Bland de som bérjar pa V maste
de forsta borja pa VK och antalet sadan fas genom att omordna de 4 bosktédver som
star efter VK, namligen L, R, A och O, vilket da kan goras pa 4! sitt, sa det finns
41=24 ord som borjar pa VK. Enligt samma idé finns det sedan 24 ord som borjar
pa VL, och 24 som borjar pa VR, totalt alltsa 3 - 24 = 72 som boérjar pa V, innan vi
kommer fram till VA.

De forsta pa VA startar pa VAK och blir enligt samma princip 3!=6 st. Dérefter
foljer de som borjar pa VAL och de ér 3!=6 st.

Hittills har vi alltsa passerat 120+ 120+ 120+ 7246+ 6 = 444 ord. Nu &r vi framme
vid VAR... och vi kan lista orden som bérjar pa VAR i bokstavsordning.

Var god vind!



Vi far:

445 VARKLO
446 VARKOL
447 VARLKO
448 VARLOK
449 VAROKL

Vi ser att ordet VARLOK kommer pa plats 448.

Svar: Ordet VARLOK star pa plats 448 nir alla bokstavsfoljder skrivs i bokstavs-
ordning.



