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1 Begrepp

Ett slumpförsök är ett försök där resultatet ej kan förutsägas deterministiskt. Slumpförsöket
har olika möjliga utfall. Vi l̊ater Utfallsrummet Ω vara mängden av alla möjliga utfall. En
händelse är en delmängd av Ω, dvs en mängd av utfall. Men, alla möjliga delmängder av Ω
behöver inte vara till̊atna händelser. För att precisera detta kräver vi att mängden av alla
händelser (detta är allts̊a en mängd av mängder) är en s̊a kallad σ-algebra. Vi definierar detta
begrepp lite senare.

1. Myntkast: Ω = {Krona, Klave }.

2. Tärning (T-6): Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. A = {1, 3, 5} och B = {4} är exempel p̊a
händelser.

3. Tiden till bilen g̊ar sönder: Ω = [0,∞[ = {x ∈ R : x ≥ 0}. T ex A = [0, 10[ är händelsen
att bilen g̊ar sönder innan 10 tidsenheter g̊att.

Exempel

2 Mängdlära

En mängd M är en samling element utan ordning. Antalet element (kardinaliteten) i mängden
betecknar vi |M |. Om mängden är ändlig är detta allts̊a bara hur m̊anga element som finns
i mängden. Om mängden inneh̊aller oändligt m̊anga element blir begreppet lite kr̊angligare.
En delmängd A ⊂M inneh̊aller endast element fr̊an M (möjligen alla värden i M , eller inga).
Mängder illustreras ofta med Venn-diagram. Nedan är hela rektangeln utfallsrummet Ω och de
skuggade omr̊adena olika delmängder.

A

A∗

A är en händelse och A∗ dess komplement. Komplementet A∗

är händelsen att A inte inträffar. Komplementet A∗ best̊ar av
alla utfall (i Ω) som inte finns i händelsen A.
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A B

Snittet A ∩ B mellan händelserna A,B ⊂ Ω. Händelsen att
b̊ade A och B inträffar.
Om A ∩ B = ∅ (tomma mängden) s̊a kallas A och B för
oförenliga (eller disjunkta). Tv̊a oförenliga händelser kan ej
inträffa samtidigt.
Observera att A ∩ A∗ = ∅

A B

Unionen A ∪ B mellan händelserna A,B ⊂ Ω. Händelsen att
n̊agon av A och B inträffar (eller b̊ada).
Observera att A ∪ A∗ = Ω (hela utfallsrummet).

A B

Skillnaden A \B = A∩B∗. Alla utfall i A utom de som även
ligger i B. Händelsen att A inträffar men inte B.
Observera att A∗ = Ω \ A.

A B
Symmetriska skillnaden: A∆B = (A\B)∪(B \A). Händelsen
att en av A och B inträffar, men inte b̊ada. Exklusivt eller.

3 Händelser

Händelser skulle som sagt vara element i en σ-algebra, vilket är ett objekt som definieras enligt
följande.

Definition. F är en σ-algebra p̊a Ω om F best̊ar av delmängder av Ω s̊a att

(i) Ω ∈ F .

(ii) om A ∈ F s̊a är A∗ ∈ F .

(iii) om A1, A2, . . . ∈ F s̊a är unionen A1 ∪ A2 ∪ · · · ∈ F .

σ-algebra
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Det enklaste exemplet p̊a en σ-algebra är F = {Ω, ∅}, dvs endast hela utfallsrummet och
den tomma mängden. Av förklarliga skäl kommer vi inte s̊a l̊angt med detta. Ett annat vanligt
exempel är att F best̊ar av alla möjliga delmängder till Ω; skrivs ibland F = 2Ω, och kallas
potensmängden av Ω. Denna konstruktion är lämplig när vi har diskreta utfall. Om Ω best̊ar
av ett kontinuum s̊a visar det sig dock att 2Ω blir alldeles för stor.

Vi kastar en 6-sidig tärning och l̊ater utfallen beskrivas av Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Som σ-
algebra F brukar vi normalt sett använda 2Ω som best̊ar av alla möjliga delmängder av Ω:

∅,
{1}, {2}, . . . , {6},
{1, 2}, {1, 3}, . . . , {1, 6}, {2, 3}, {2, 4}, . . . , {2, 6}, . . . , {5, 6},
{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, . . . , {1, 2, 6}, {2, 3, 4}, {2, 3, 5}, {2, 3, 6}, . . . , {4, 5, 6},
{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {1, 2, 3, 6}, . . . , {3, 4, 5, 6},
{1, 2, 3, 4, 5}, . . . , {2, 3, 4, 5, 6},
{1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Exempel

De till̊atna händelserna är allts̊a alla möjliga mängder av utfall vid ett tärningskast. Hän-
delsen A = {1, 3, 5} att f̊a ett udda utfall finns med. Händelsen B = {3, 6} att f̊a en trea eller
sexa finns med. Och s̊a vidare. Alla möjligheter.

4 Sannolikhet

Nästa naturliga fr̊aga är givetvis hur vi introducerar begreppet sannolikhet. Vi söker en funk-
tion P som definierar sannolikheter för alla händelser i F ; detta är allts̊a en funktion definierad
p̊a F . I fallet med tärningen s̊a tror jag de flesta naturligt skulle tycka att

P (A) =
|A|
|Ω|

, A ∈ F ,

är en vettig definition. Den innebär att vi helt enkelt tar kvoten mellan antalet utfall i A och
delar med totala antalet möjliga utfall i Ω (detta är den klassiska definitionen av sannolikhet
som vi återkommer till). Eftersom vi antagit att tärningen är rättvis s̊a borde alla utfall vara
lika troliga, s̊a definitionen ovan vore naturlig. Detta innebär till exempel att sannolikheten att
f̊a ett udda utfall blir

P ({1, 3, 5}) =
|{1, 3, 5}|

|{1, 2, 3, 4, 5, 6}|
=

3

6
=

1

2

och sannolikheten att f̊a en trea eller sexa blir

P ({3, 6}) =
|{3, 6}|

|{1, 2, 3, 4, 5, 6}|
=

2

6
=

1

3
.

Vi ser vidare att

P (∅) =
|{∅}|

|{1, 2, 3, 4, 5, 6}|
=

0

6
= 0 och P (Ω) =

|{1, 2, 3, 4, 5, 6}|
|{1, 2, 3, 4, 5, 6}|

=
6

6
= 1.

De tv̊a sista egenskaperna känns det rimligt att de borde gälla för alla sätt att mäta sannolikhet.
S̊a vilka krav m̊aste vi ställa p̊a P?
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Definition. Ett sannolikhetsm̊att p̊a en σ-algebra F över ett utfallsrum Ω tilldelar ett tal mel-
lan noll och ett, en sannolikhet, för varje händelse som är definierad (dvs tillhör F). Formellt
är P en mängdfunktion; P : F → [0, 1]. Sannolikhetsm̊attet P m̊aste uppfylla Kolmogorovs
axiom:

(i) 0 ≤ P (A) ≤ 1 för varje A ∈ F .

(ii) P (Ω) = 1.

(iii) Om A ∩B = ∅ s̊a gäller att P (A ∪B) = P (A) + P (B).

Kolmogorovs Axiom: Sannolikhetsm̊att

Formellt är det alltid en trippel (Ω,F , P ) när vi diskuterar sannolikhet, men vi l̊ater ofta F
vara underförst̊add.

Masstolkning: Ibland tolkas P (A) som händelsen A:s sannolikhetsmassa. Ger en intuitiv
bild av sannolikhetsfördelning mellan händelser (ofta grafiskt). Rita proportionerliga Venn-
diagram! Följder av dessa axiom innefattar följande.

(i) P (A∗) = 1− P (A);

(ii) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B);

(iii) P (A ∪B) ≤ P (A) + P (B) (Booles olikhet);

(iv) P (∅) = 0;

(v) P (A \B) = P (A)− P (A ∩B).

Egenskaper för sannolikhetsm̊attet

Bevis? Rita Venn-diagram!

4.1 Klassiska definitionen av sannolikhet

Ett försök där varje utfall har samma sannolikhet säges ha likformig sannolikhetsfördelning.
Om Ω är ändlig, säg |Ω| = m, s̊a är P ({ω}) = 1/m för varje utfall ω ∈ Ω.

För en likformig sannolikhetsfördelning p̊a Ω s̊a gäller för en händelse A ⊂ Ω att

P (A) =
|A|
|Ω|

=
”gynnsamma utfall”

”möjliga utfall”
.

Vi kastar tv̊a rättvisa tärningar. L̊at C vara händelsen att poängsumman blir sju. Vad är
sannolikheten för C?

Tv̊a tärningar
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Lösning: L̊at

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} × {1, 2, 3, 4, 5, 6} = {(1, 1), (1, 2), . . . , (6, 6)}.

Vi representerar allts̊a kasten som tv̊a koordinater, den första är fr̊an tärning ett och den andra
fr̊an tärning tv̊a. Det finns 36 st möjliga utfall i Ω: det första kastet ger sex möjligheter, och
för vart och ett av dessa utfall f̊ar vi sex nya möjligheter vid andra kastet. Vi väljer F = 2Ω

(det typiska vid ändliga diskreta situationer).

De ”gynnsamma” utfallen samlas i händelsen

C = {(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)}.

Observera att ordningen i talparen spelar roll. Enligt den klassiska sannolikhetsdefinitionen f̊ar
vi

P (C) =
|C|
|Ω|

=
6

36
=

1

6
.

Detta gäller under förutsättning att alla utfall är lika troliga (med andra ord att tärningarna
är rättvisa).

Det kommer inte vara ett krav att specificera F för att lösa en uppgift utan vi l̊ater det vara
underförst̊att, om inte själva fr̊agan handlar om just σ-algebran.

Vad m̊aste framg̊a i en lösning?

En lösning p̊a föreg̊aende exempel skulle mer kompakt kunna skrivas enligt följande.

Lösning (kort version): Vi representerar utfallet av de tv̊a tärningskasten som (x1, x2),
där x1 är resultatet av det första kastet och x2 resultatet av det andra. Det finns 36 möjliga
s̊adana par. Av dessa är de 7 paren

(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)

de gynnsamma utfallen. Allts̊a ges den eftersökta sannolikheten — enligt den klassiska defini-

tionen av sannolikhet — av
6

36
=

1

6
.

4.2 Frekvenstolkning

Vi upprepar ett försök n g̊anger och räknar antalet nA g̊anger som händelsen A inträffar. Den
relativa frekvensen definieras som nA/n. Om n → ∞ förefaller det rimligt att nA/n → P (A).
Detta kallas frekvenstolkningen av sannolikhet. Som exempel, l̊at oss singla slant m̊anga g̊anger
och räkna antalet kronor (A = {Krona}) och plotta den relativa frekvensen:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

n

nA/n

1
2

Om myntet är symmetriskt förväntar vi oss att nA/n→ 1/2 (eller hur?).

5 Beroende händelser

Definition. Tv̊a händelser A och B kallas oberoende om P (A ∩B) = P (A)P (B).

Oberoende

Observera att denna likhet inte gäller i allmänhet. Ta till exempel händelsen A = {Krona}
och B = {Klave} vid ett myntkast. Klart att A ∩B = ∅ s̊a P (A ∩B) = 0. Men

P (A)P (B) =
1

2
· 1

2
=

1

4
6= 0.

Självklart är A och B inte oberoende. Observera även att om vi pratar om tre eller fler händelser
blir definitionen av oberoende kr̊angligare; se boken.

6 Kombinatorik

Multiplikationsprincipen: Om vi har en tv̊astegsprocess av valmöjligheter, där vi i första steget
har n1 möjligheter och i det andra n2 möjliga val, s̊a finns det totalt sätt n1 ·n2 kombinationer.
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En tre-rätters meny har 2 förrätter, 3 varmrätter, och 4 efterätter. Hur m̊anga olika m̊altider
kan man beställa om man vill ha förrätt, varmrätt och efterätt?

Enligt multiplikationsprincipen blir det 2 · 3 · 4 = 24 olika m̊altider.

Exempel

Man kan illustrera multiplikationsprincipen med hjälp av träddiagram. I figuren nedan
väljer vi p̊a niv̊a 1 mellan tv̊a förrätter (F1 och F2). I nästa niv̊a väljer vi mellan 3 varmrätter
(V1, V2 och V3). I det sista steget väljer vi mellan fyra efterrätter. Varje väg genom trädet
ger en unik m̊altid. Hur m̊anga s̊adana vägar finns det? Det är bara att räkna ihop hur m̊anga
”löv” det finns p̊a den sista niv̊an, vilket blir precis 24 st.

Måltid

F1

V1

E1 E2 E3 E4

V2

E1 E2 E3 E4

V3

E1 E2 E3 E4

F2

V1

E1 E2 E3 E4

V2

E1 E2 E3 E4

V3

E1 E2 E3 E4

N̊agot lite kr̊angligare? Vi utnyttjar multiplikationsprincipen för att reda ut följande sce-
nario.

Inbrottstjuven Ivar försöker öppna 10 st dörrar, D1, D2, . . . , D10, och Ivar har 80% sannolikhet
att lyckas med varje dörr. Vad är sannolikheten att exakt sex st dörrar blir öppnade?

Inbrottstjuven

Lösning: Vi antar att öppnandet av olika dörrar är oberoende av varandra (är det rimligt?).
En viss följd av resultat, t ex D1 = Y , D2 = N , D3 = Y, . . . , D10 = N (med sex st Y , öppna
dörrar, och fyra st N , misslyckade försök), har eftersom händelserna är oberoende sannolikheten

P (D1 = Y, . . . , D10 = N) = P (D1 = Y )P (D2 = N) · · ·P (D10 = N)

= 0.8 · 0.2 · · · · 0.2
= 0.86 · 0.24 ≈ 4.194 · 10−4.

Hur m̊anga s̊adana följder finns det? Vi har tio dörrar och skall välja ut sex st som öppnas:

Dörr 1 Dörr 2 Dörr 3 Dörr 4 Dörr 5 Dörr 6
10 9 8 7 6 5

Dörr 1 kan vi välja p̊a 10 olika sätt. När vi sedan väljer dörr 2 finns det bara 9 kvar att välja p̊a.
Och s̊a vidare. Ordningen p̊a dörrarna är nu fixerad, och vi f̊ar (fr̊an multiplikationsprincipen)

10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 = 151200

s̊adana val.
När de sex dörrarna är valda kan vi variera ordningen mellan dessa 6 p̊a 6! olika sätt:
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Dörr 1 Dörr 2 Dörr 3 Dörr 4 Dörr 5 Dörr 6
6 5 4 3 2 1

Vi kan nu ta bort ”multipla” dörrval (de kombinationer som bara skiljer sig åt med i vilken
ordning sex st specifika dörrar ligger):

10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5
6!

=
10!

6! · 4!
=

(
10
6

)
.

Vi f̊ar allts̊a en binomialkoefficient!
Eftersom de olika sekvenserna av dörrval är oförenliga händelser (tv̊a olika val ger olika

dörrsekvenser) f̊ar vi sannolikheten(
10
6

)
0.860.24 ≈ 0.088.

Det är allts̊a ungefär 8.8% chans att exakt sex stycken dörrar blir öppnade.

7 Betingad sannolikhet

Tänk om vi skulle vilja räkna ut sannolikheten för en händelse A men att vi i förväg redan
vet att en händelse — som p̊averkar sannolikheten för A — inträffar. Tänk om vi vill veta
sannolikheten att ett tärningskast blev en 3:a men att vi av n̊agon anledning vet att utfallet är
udda innan vi behöver svara p̊a fr̊agan. Hur hanterar vi den här typen av information?

Definition. L̊at P (B) > 0. Den betingade sannolikheten P (A |B) för händelsen A, givet att

händelsen B inträffar, definieras som P (A |B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Betingad sannolikhet

Om A och B är oberoende och P (B) 6= 0 ser vi att

P (A |B) =
P (A ∩B)

P (B)
=
P (A)P (B)

P (B)
= P (A).

Rimligt?

Alla som lyssnar p̊a h̊ardrock i n̊agon form har säkert funderat över vilken av Slayer-l̊atarna
Angel of Death och Raining Blood som är bästa. Examinator funderade över detta och samlade
in följande siffror p̊a internet:

Angel of Death Raining Blood Summa
Returntothepit.com 199 173 372
MetalStorm.net 47 43 90
Summa 246 216 462

aSjälvklart är Angel of Death den bästa av dessa tv̊a, men det är inte poängen!

Exempel
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L̊at A = Angel of Death och B = Returntothepit.com. Fr̊an tabellen erh̊aller vi

P (A) =
246

462
, P (B) =

372

462
och P (B ∩ A) =

199

462
.

Vi kan direkt beräkna P (B |A) genom att titta enbart i första kolumnen (det vi menar med

sannolikhet betingad p̊a A = första kolumnen): P (B |A) =
199

246
. Använder vi definitionen

istället blir det

P (B |A) =
P (B ∩ A)

P (A)
=

199/462

246/462
=

199

246
.

7.1 Lagen om total sannolikhet

Ibland hjälper det att dela upp ett problem i mindre bitar där vi enklare kan finna sanno-
likheterna. Lagen om total sannolikhet ger oss en enkel möjlighet att pussla ihop dessa bitar
igen efter̊at.

Sats. L̊at A,B1, B2, . . . , Bn ⊂ Ω vara händelser s̊adana att:

(i) B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn = Ω;

(ii) P (Bk) 6= 0 för alla k = 1, 2, . . . , n;

(iii) Bi ∩Bj = ∅ om i 6= j.

D̊a gäller lagen om total sannolikhet:

P (A) =
n∑

k=1

P (A |Bk)P (Bk).

Lagen om total sannolikhet

Figuren nedan visar ett exempel p̊a hur situationen skulle kunna se ut.

A

B1

B2

B3 B4
B5

B6

B7

Beviset? Ganska enkelt:
n∑

k=1

P (A |Bk)P (Bk) =
n∑

k=1

P (A ∩Bk)

P (Bk)
P (Bk) =

n∑
k=1

P (A ∩Bk) = P (A),

där vi använt definitionen av betingad sannolikhet samt Kolmogorovs tredje axiom. Hän-
delserna A ∩Bk är disjunkta för k = 1, 2, . . . , n eftersom Bi ∩Bj = ∅ om i 6= j.
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7.2 Bayes sats

Sats. Med samma villkor som för lagen om total sannolikhet gäller

P (Bi |A) =
P (Bi)P (A |Bi)∑n

k=1 P (A |Bk)P (Bk)

för varje i = 1, 2, . . . , n.

Bayes sats

Bayes sats är en följd av lagen om total sannolikhet samt definitionen av betingad sanno-
likhet.

Anmärkning. Satsen är även sann om vi har uppräkneligt m̊anga händelser B1, B2, . . . som
uppfyller kraven i satserna. Beviset fungerar som skrivet.

Tre maskiner tillverkar prylar. Maskin 1 st̊ar för 60%, M-2 för 25% och M-3 för 15%. Av de
tillverkade prylarna är 5, 3 respektive 2% felaktiga fr̊an de olika maskinerna.

Hur stor är sannolikheten att en p̊a m̊af̊a vald enhet är trasig? Om en enhet visar sig vara
trasig, hur stor är sannolikheten att den kommer fr̊an maskin ett?

Exempel

Lösning: Enligt lagen om total sannolikhet f̊ar vi

P (trasig pryl) = P (M1) · P
(
trasig | M1

)
+ P (M2) · P

(
trasig | M2

)
+ P (M3) · P

(
trasig | M3

)
= 0.6 · 0.05 + 0.25 · 0.03 + 0.15 · 0.02 = 0.0405.

Den andra fr̊agan kan vi svara p̊a mha Bayes sats:

P
(
M1 | trasig

)
=
P (M1) · P

(
trasig | M1

)
P (trasig)

=
0.6 · 0.05

0.0405
≈ 0.741.

Ett forensiskt test för narkotivap̊averkan har sensitivitet 0.9999 (positivt utslag vid p̊averkan)
och specificitet 0.995 (negativt utslag om inte p̊averkad). Antag att den forensiska analytikern
f̊ar tillbaka beskedet ”positivt utslag”vid en undersökning. Vad är sannolikheten att personen
i fr̊aga faktiskt var p̊averkad?

Betrakta tv̊a grupper. Om personen kommer fr̊an grupp ett bedöms sannolikheten att
personen är p̊averkad till 20%, och i grupp tv̊a bedöms motsvarande sannolikhet till 0.1%.

Sensitivitet och specificitet
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L̊at A vara händelsen att testet är positivt och B sannolikheten att personen är p̊averkad.
Vi l̊ater P (B) = p. Bayes sats medför att

P
(
B | A

)
=

P (B)P
(
A | B

)
P (B)P

(
A | B

)
+ P (B∗)P

(
A | B∗

) =
p · 0.9999

p · 0.9999 + (1− p)(1− P
(
A∗ | B∗

)
)

=
p · 0.9999

p · 0.9999 + (1− p)0.05
=

1

1 +
(

1
p
− 1
)

0.05
0.9999

Här har vi utnyttjat att P (A ∩B∗) = P (A)− P (A ∩B).
Om p = 0.2 s̊a är P

(
B | A

)
≈ 0.83 och om p = 0.001 s̊a är P

(
B | A

)
= 0.020.

Observera att det allts̊a inte är 99.999% chans att positivt utslag innebär p̊averkan. Vad
skulle krävas för att detta skulle gälla?
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