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1 Endimensionella stokastiska variabler

Nar vi arbetar med slumpforsok sa introducerar vi ofta nagot som brukar kallas for en stokastik
variabel (eller slumpvariabel). Detta gor att vi slipper arbeta direkt med det underliggande ut-
fallsrummet (som kan vara abstrakt eller bokigt) och den dér konstiga o-algebran. Sa vad ar da
en stokastisk variabel? En lite handviftande definition f6ljer (se sista avsnittet pa foreldsningen
for en mer ordentlig definition &ven om den biten faller utanfér denna kurs ramar).

Stokastisk variabel

Definition. En stokastisk variabel dr en reellviard funktion definierad pa ett utfallsrum €.
Funktionen X avbildar alltsa olika utfall pa reella tal; X : 2 — R.

Q

Vi sammanfattar nagra foljder och gor ett par foljddefinitioner.

(i) Uttrycket X (w) (funktionsvirdet for X i punkten w) dr alltsa det siffervirde vi sétter pa
ett visst utfall w € Q.

(ii) Bilden av en delméngd A av Q) betecknas med X (A), sa med andra ord:
X(A)={zr eR: X(w) = x for nagot w € A}.
(iii)) Méngden X (A) ar alltsa viardeméngden for X pa méngden A. Av tradition brukar
vi anvanda stora bokstdver for att beteckna stokastiska variabler. Termen variabel ar

egentligen lite olycklig da vara stokastiska variabler &r funktioner, men det &r en gammal
tradition som lever kvar.

(iv) Om X(Q) ar #ndlig, eller bara har upprikneligt manga virden, sa kallar vi X for en
diskret stokastisk variabel. Annars kallar vi X for kontinuerlig.

Ett par exempel kan vara pa sin plats.



@ Exempel
(i) Kasta en tarning. Utfallsrummet Q = {{J, (3, (3,63 & 69}, Lat X vara antalet 6gon vid
ett tdrningskast. X antar viardena 1,2,3,4,5,6, sa X ar diskret.

(ii) Handla tacosas pa mafa. Q = {Het, Medel, Mild}. Lat X =1 om sasen ar mild, X =5
om sasen dr medel och X = 10 om sasen dr het. X &ar diskret.

(iii) Lat X vara livslingden for ett kylskap. Da kan X (teoretiskt) anta alla vérden i
intervallet [0, oo[, sa X &r kontinuerlig.

(iv) Lat Q besta av alla mojlig fiarger pa griset. Lat X = A vara motsvarande vaglingd for
fargen (kontinuerlig variabel). Lat Y = 1 om fargen &r gron och Y = 0 annars (diskret
variabel).

Definitionen ovan ar av ganska teknisk karaktér, sa vad maste man ta med sig for att kunna
tillgodogora sig resten av denna kurs?

/-‘ Vad maste jag forsta av all matematiska?
e En stokastisk variabel dr en sndll funktion fran €2 till R.

e Utfallsrummet  kan vara abstrakt, e.g., Q = {Krona, Klave}.
e Det dr méangden X (£2) som bestar av siffror.

e Ibland finns en naturlig koppling mellan © och X (2), ség om vi kastar en térning och
rédknar antalet 6gon vi far.

e En héndelse ar en sndll delméngd av €.

e Om A &r en héndelse sa dr X (A) vdardemdngden for funktionen X med A som defini-
tionsméngd. Speciellt sa dr X (Q2) alla mojliga varden vi kan fa fran variabeln X.

2 Diskreta stokastiska variabler

Om X (Q) ar andlig eller upprakneligt oéndlig sa kallade vi X for diskret. En sadan variabel
kan vi karaktérisera med en sa kallad sannolikhetsfunktion.

%7 Sannolikhetsfunktion

Definition.  Sannolikhetsfunktionen px: X(Q) — [0,1] for en diskret stokastisk variabel
definieras av px (k) = P(X = k) for alla k € X (Q).

Den vanligaste situationen vi stoter pa ar att utfallsrummet &r numrerat med heltal pa
nagot sétt sa att py dr en funktion definierad for (en delméngd av) heltal (nér det finns en
naturlig koppling mellan 2 och X(€2)). Ibland &r vi slarviga och tanker oss att px (k) = 0 for
siffror k som ej &r mojliga (px(—1) = 0 om X &r antal 6gon vi ett térningskast till exempel).
Vissa egenskaper géller for alla alla sannolikhetsfunktioner:



<>

e Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen
(i) px(k) >0 for alla k € X(Q).

) 3 px(k)=1.

kEX(Q)

(i) Om A C X(Q) saéir P(X € A) =) _px(k).
keA

En sannolikhetsfunktion ar alltsa aldrig negativ, om vi summerar 6ver alla mojliga varden
(alla k € X(Q2)) sa maste summan bli ett, och om vi &r ute efter sannolikheten att fa vissa
viarden pa X sa summerar vi sannolikheten fér vart och ett av dessa vérden!

Fordelningsfunktion

Definition. Fordelningsfunktionen Fy(x) for en stokastisk variabel X definieras av for alla
tal z € R av sambandet Fx(z) = P(X < x).

Det foljer fran definitionen att foljande pastaenden géller.

<>

g Egenskaper hos férdelningsfunktionen
® Fxl@) - {

0, — —o0,
1, z— +o0.

(ii) Fx(x) ar icke-avtagande och hogerkontinuerlig.

(i) Fx(@)= Y  px(k).

{keX (Q):k<z}
(iv) P(X >z)=1- Fx(x).
(v) Fx(k) — Fx(k—1) =px(k) for k € X(Q).

Exempel pa hur en sannolikhetsfunktion och motsvarande férdelningsfunktion kan se ut:

px (k) Fx(x)
11 11 —_—

091 091 —o

0.8 | 0.8 1

0.7 1 0.7 1

0.6 1 0.6 1 —o

051 0.51 —o

041 041

031 031 e—o

0.2t ‘ 0.2 4

0.1 | l 0.1 &0
\ \ I \ . I k } } } } } } } €T
1 2 3 4 5 6 1 2 3 45 6 7

Sannolikhetsfunktion px (k) = P(X = k). Fordelningsfunktion Fx(z) = P(X < x).



3 Vanliga diskreta férdelningar

Det riacker med sannolikhetsfunktionen for att karakterisera en diskret variabel, sa vi samman-
fattar nagra av de vanligaste fallen. Vi antar genomgaende att 0 < p < 1. En av de enklaste
fordelningarna vi stoter pa ar Bernoulliférdelningen, eller 2-punkts férdelningen.

Tvapunktsférdelning (Bernoulliférdelning)
Den stokastiska variabeln X kan anta tva virden: a och b. Vi kallar X for tvapunktsforde-
lad, X ~ Be(p), om px (a) = p och px () = 1 — p.

N

5% Exempel
Slantsingling med osymmetriskt mynt. Lat X = —1 vid krona och X = 1 vi klave. Till
exempel kan vi ha px(—1) = P(X = —1) = 0.4 och px(1) = P(X = 1) = 0.6.

Vad hander om vi betraktar summan av oberoende Bernoullivariabler?

o

Q Exempel

En héindelse har 30% sannolikhet. Vi upprepar forsoket 10 ganger, oberoende av varandra.
Vad blir sannolikheten att:

1. Héndelsen intraffar exakt k ganger;

2. Héndelsen intraffar hogst 1 gang;

3. Héndelsen intréffar minst 2 ganger.

Losning: Lat X vara antalet ganger hdandelsen intréaffar. Da dar X =0, 1,...,10 mgjliga varden.

1. Enligt exemplet fran foregaende foreldsning (inbrottstjuven) maste

P(X =k)= ( 113)0.3’“-0.710’2 k=0,1,...,10.

Observera att P(X = k) = px(k), sa uttrycket ovan &r sannolikhetsfunktionen for X.

1
2. P(X<1)= pr(k) = ( 100 ) 0.3°-0.7% + ( 110 ) 0.3'-0.7° = 0.149.
k=0

3. P(X>2)=1-P(X<2) =1-P(X <1)~0851.

Vi séger att X ar binomialférdelad med parametrarna n = 10 och p = 0.3.

Generellt sa kallar vi en stokastisk variabel foér Binomialférdelad om vi oberoende upprepar
ett experiment med tva mdojliga utfall ett forutbestamt antal ganger n och raknar antalet ganger
ett av utfallen intraffar (vilket vid varje forrsok sker med konstant sannolikhet p).



Binomialfordelning
Vi kallar X for binomialférdelad med parametrarna n och p om X har sannolikhetsfunktionen

n

px(k) = ( I )pk(l—p)"_k, k=0,1,...,n,

och vi skriver X ~ Bin(n, p).

Antag att vi har en storre méngd med N element dar N = v + s bestar av tva olika sorters
element. Lat p = v/N vara andelen v-mérkta element. Om vi pa mafa plockar ut n stycken
element fran N, hur manga ar v-mérkta? Svaret kommer i form av den Hypergeometriska
fordelningen.

Hypergeometrisk fordelning
Vi skriver X ~ Hyp(N,n,p) om

px(k) = ( ]Zp )((NNélkp) ) k=0,1,2,..., min{Np, n}.

Vi kallar X for Hypergeometriskt fordelad.

Varfor blir det sa? Det ar bara multiplikationsprincipen in action. Vi véljer k stycken av
de Np v-méirkta kulorna och n — k stycken av de N(1 — p) s-mérkta kulorna (vilket ger de
gynnsamma utfallen). Totalt sett viljer vi n stycken kulor fran de N som finns (det totala
antalet). Vi réknar allt utan ordning och anvénder den klassiska definitionen av sannolikhet.

N

Q Exempel

Ur en grupp bestaende av 100 studenter véljer vi 20 pa mafa. Den stora gruppen bestar
till 60% av kvinnor. Vad ar sannolikheten att vi har precis elva kvinnor i den mindre gruppen?

Losning: Lat X vara antalet kvinnor i den mindre méngden. Det foljer att X ~ Hyp(100, 20, 0.6),
sa sannolikheten vi soker kan beréknas enligt

P 1D

_ (=)

W Likformig (rektangel-) férdelning

1
Om X antar dndligt manga vérden, sig X € F = {1,2,...,m}, och vi definierar px (k) = —
m

for varje k = 1,2,...,m, sa kallar vi X for likformigt fordelad (pa méngden E).




L

Q Exempel

Lat Q = {0,1,2,...,9} och lat X vara likformigt fordelad pa Q. Vidare, lat Y () = 0 om x
ar jamnt delbart med 3, annars &r Y = 1. Bestdm px och py.

Losning: Vi har px(k) = 1/10 om k£ = 0,1,2,...,9 och px(k) = 0 annars. Vi later
méngden A = {0,3,6,9} besta av de tal som ar delbara med 3 och B = {1,2,4,5,7,8} de som
inte dr delbara med tre. Klassiska definitionen pa sannolikhet ger P(A) = 4/10 och P(B) =
6/10. Variabeln Y blir Bernoulliférdelad med p = 2/5 (med a = 0 och b = 1).

(/ For-forsta-gangen-fordelning

Vi skriver X ~ Ffg(p) om px(k) = (1 —p)*'p, k=1,2,.... Vikallar X for For-forsta-
gangen-fordelad.

Ett slumpforsok har tva olika utfall, sig A och B, med sannolikheterna p respektive 1 — p.
Vi upprepar forsoker oberoende tills dess att héndelsen A intréaffar for forsta gangen. Antalet
forsok X till och med att A intraffar for forsta gangen ar Ffg(p)-fordelad. Om X = k innebér
det att A intraffade for forsta gangen vid den k:te upprepningen, och att i de £ — 1 forsta
forsoken intriiffade B. Alltsa maste P(X = k) = P(B)* 1P(A) = (1—p)*~!p eftersom forsoken
ar oberoende.

N

@ Exempel

Lat oss kasta en 6-sidig téarning tills dess att vi for forsta gangen far en 1:a eller 3:a. Lat X vara
antalet kast. Handelsen att fa en 1:a eller 3:a vid ett kast d&r p = 2/6 = 1/3 (gynnsamma/mojlig

Da blir alltsa X ~ Ffg(1/3)-férdelad. Vad dr sannolikheten att det tar fyra eller fler kast
innan vi far en 1:a eller 3:a for forsta gangen?

Losning: Som bekant dr X ~ Ffg(1/3), sa

P(X24):1—iP(X:k):1_(%Jr%éJr(g)?.

Alternativt (om man tidigare arbetat med geometriska serier),

TSN 2\ 23 /2\" 23 1 8
PX>4)= PX=k)=- 2 —Z Z) =2 .
(Xz4)=) P ) 32(3) 34k0(3) 34 1-2/3 27

k=4 k=4

En néra besldktad fordelning dr den geometriska. Vi kan tédnka oss att vi rdknar antalet
misslyckade forsok innan en héndelse intréiffar for forsta gangen.

ﬁf Geometrisk fordelning

Vi skriver X ~ Geo(p) om px (k) = (1 —p)*p, k=0,1,2,.... Vi kallar X for Geometriskt
fordelad.

En annan diskret férdelning vi kommer att stéta pa framover dr Poissonfordelningen.

~



MR Poissonfordelning

k
Vi skriver X ~ Po(p) om px(k) = %e”‘, k =0,1,2,... och p > 0. Vi kallar X for
Poisson-fordelad. '

For vissa fordelningar och parametervirden har vi tabeller av sannolikheter att tillga,
speciellt for Poisson- och Binomialférdelning. Studera formelsamlingen! Se till att ni lar er
kédnna igen och skilja de olika férdelningarna at. De flesta kommer dyka upp i andra samman-
hang och andra kurser senare i utbildningen.

4 Kontinuerliga stokastiska variabler

Vi kommer nu att utveckla teori for kontinuerliga stokastiska variabler som motsvarar den vi
tog fram i det diskreta fallet. Atminstone i de fall déar det finns en sa kallad téathetsfunktion.
Sa vi borjar med att definiera detta begrepp.

Tathetsfunktion

Definition. Om det finns en icke-negativ integrerbar funktion fx sa att

P(a<X<b):/be(x)d:v

for alla intervall (a,b) C R, kallar vi fx for variabelns téthetsfunktion.

Y Y

/a ; v /a

Skuggad area: P(a < X <b). Skuggad area: P(X > a) = [ fx(z)dx.

Det &r inte pa nagot sitt sjéalvklart att det finns en téathetsfunktion &ven om variabeln inte
ar diskret. Men i de fall denna funktion existerar sa géller alltid vissa egenskaper.

X

<>

e Egenskaper hos tithetsfunktionen
(i) fx(z) >0 for alla x € R.

(ii) /: Fx(@)de = 1.

(iii) fx(z) anger hur mycket sannolikhetsmassa det finns per lingdenhet i punkten z.




8\ Strikt olikhet eller inte?

Om X é&r en kontinuerlig variabel, sa & P(X < z) = P(X < z). Detta foljer fran att
integralen inte gor nagon skillnad pa om &ndpunkten dr med eller ej. Vi kan till och med
definiera om funktionen i upprikneligt manga punkter (dven mer, men det kriver lite matt-
teori for att definiera) utan att dndra sannolikheten. Detta géller dock absolut inte i det
| diskreta fallet.

Vi definierar férdelningsfunktionen Fx(x) pa samma sétt som i det diskreta fallet, och
finner att

FX(:c):P(ng):/_x fx(t)dt, z€R.

Fordelningsfunktionen uppfyller (i)—(iii) fran det diskreta fallet, och i alla punkter dar fx(z)
ar kontinuerlig giller dessutom att F' (z) = fx(z). Det sista dr i princip analysens huvudsats.
Man kan fundera 6ver hur pass diskontinuerlig fx skulle kunna vara, men som exemplet ovan
visar finns det inte sa mycket begrdnsningar pa det. I denna kurs kommer dock de flesta
kontinuerliga fordelningar ha tathetsfunktioner som &r kontinuerliga for det mesta.

Exempel pa hur en téthetsfunktion och motsvarande fordelningsfunktion kan se ut:

fx(2) Fx(x)

0.9 1
0.8 1
0.7 +
0.6 T

0.5 1

4
s + + t } t t t t X

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Téathet: Hur “sannolikhetsmassan” ar forde- Fordelningsfunktionen &r  vixande och
lad. Skuggad area ar P(X < 2) = Fx(2). gransvardena mot +oo verkar stimmal

L

@ Exempel

Lat fi(z) = z* 4+ bz och fy(z) = c¢(z® + ) bada for z € [0,2]. Om det gar, bestim kon-
stanterna b och ¢ sa dessa blir tathetsfunktioner och berdkna sannolikheten att respektive
variabel ar < 1.

Losning: Vi borjar med fi:
? 8
1:/ (:L’2+bx)da::§+26 = b=-5/6.
0

Men om b dr negativ kommer f;(z) att vara negativ fér x nira noll (z? termen gar mot noll
snabbare &n z). Detta kan alltsa inte vara en téthetsfunktion. Vi testar fs:

2
1:c/ (2 +2)de=6c = c=1/6.
0

8



Det &r dven klart att fo(z) > 0 for alla = € [0,2]. Med ¢ = 1/6 &r alltsa f, en tdathetsfunktion.
Den eftersokta sannolikheten kan berdknas enligt

"1 1
P(Xgl):/ — (P +a2)de = <.
. 6 8

5 Oberoende stokastiska variabler

Precis som nér vi pratade om oberoende héandelser kallar vi tva stycken stokastiska variabler X
och Y for oberoende om

P(X<zochY <y)=PX <z)P(Y <y) forallaz,yecR.

Vi betraktar ett exempel med kontinuerliga variabler. Det fungerar analogt i det diskreta fallet.

-@’- Exempel

Lat X vara en s.v. med téthetsfunktionen fx(z) = 2¢”**, z > 0 och lat Y vara en s.v. med
tathetsfunktionen fy(z) = 3¢™3", > 0. Antag att X och Y #r oberoende och stéll upp ett
uttryck for P(X <z, Y <y).

Lésning. Vi har tathetsfunktionerna sa for x,y > 0:

P(X <z)= / 2 dt = [—e ] =1—e*
0

och

y
P(Y <y) = / et dt = [—e_St]y =1—e%,
0

Eftersom X och Y ar oberoende sa géller att
PX<z, Y<y)=PX<z)PY <y)=(1—-¢*) (1)

om x,y > 0. Om z < 0 eller y < 0 blir sannolikheten 0. Hur skulle man kunna rdkna ut
sannolikheten om X och Y &r beroende? Omgjligt att svara pa utan att veta hur beroendet
ser ut!

Om vi har flera stokastiska variabler sa utvidgar vi begreppet oberoende variabler naturligt.
Vi kallar X1, X5, ..., X, for oberoende om

P(X; <z och Xy <zyo0ch--- och X,, <x,)=P(X; <z1)P(Xs < x3)--- P(X,, < )

for alla x1,xs,...,x, € R. Vi aterkommer till karaktérisering av oberoende variabler senare i
kursen.



6 (%x)Vad dr mer exakt en stokastisk variabel?

For att kunna precisera vad for slags funktion (for det &r en funktion) en stokastisk variabel
ar, behover vi diskutera 6ppna méngder pa den reella axeln R.

Definition. Den minsta (minst antal element) o-algebran pa R som innehaller alla 6ppna
intervall betecknar vi med Z. Denna algebra brukar kallas for Borel-o-algebran pa R.

Algebran # innehaller alltsa alla méngder av typen (a,b) C R, (—o0,¢) U (d,0) C R,
komplement av sadana méngder, samt alla upprikneliga unioner av méingder av foregaende
typ. Detta dr ganska tekniskt, och inget vi kommer att arbeta med direkt. Men for att fa en
korrekt definition behévs begreppet.

Stokastisk variabel

Definition. En stokastisk variabel &r en reellvird funktion definierad pa ett utfallsrum €.
Funktionen X avbildar alltsa olika utfall pa reella tal; X: 2 — R.

Mer precist sa kriver vi att X~ 1(B) € F for alla B € 8. Mingden X ~'(B) definieras
som X 1(B) = {w € Q: X(w) € B} och kallas for urbilden av B. Mingden bestar alltsa av
|alla w € Q som avbildas in i B.

Varfor kravet att urbilden X ~!(B) skall tillhora de tillitna hindelserna? Det faller sig
ganska naturligt, da X ~!(B) #r precis de utfall i  som avbildas in i méngden B. Saledes vill vi
girna att denna samling utfall verkligen utgér en héndelse, annars kan vi inte prata om nagon
sannolikhet for denna samling utfall.

Det viktigaste att ta med sig fran denna definition &r att urbilden X ~!(B) av en delméngd B C
R bestar av alla utfall w € Q sa att siffran X (w) ligger i médngden B och att om B &r en snéll
mingd sa maste X ~1(B) ocksa vara en snill méngd.

7 (%)Kontinuerliga s.v. med tithetsfunktion

Definitionen kanske ser oskyldig ut, men hér finns det bade hundar och ugglor begravda i
mossen (som séikert ligger i Danmark). Problemet ligger i integralbegreppet och hur generella
héndelser vi vill tillata. I grundanalysen introducerar man Riemann-integralen, men tyvérr
riacker den inte riktigt till for allt. Betrakta foljande funktion: f(z) =0 om x < 0, x > 1, eller
om z &r rationell (dvs ett brak p/q av heltal p och ¢). I 6vriga punkter ar f(z) = 1 (dvs pa
alla irrationella punkter i intervallet [0, 1]).

Man kan tédnka sig den stokastiska variabeln X som indikerar om ett slumptal mellan noll
och ett dr irrationellt eller inte. Kanske skulle tathetsfunktionen da ges av f(z) ovan, men
ar detta verkligen en téithetsfunktion? Den &ar icke-negativ, sa den biten &r OK. Men har den
"area” ett??

Av nédvindighet kommer alla undertrappor till f(x) pa [0, 1] att vara identiskt lika med noll,
och pa samma sétt ar alla 6vertrappor identiskt lika med ett. Vi kan alltsa aldrig approximera
funktionen med 6ver- och undertrappor. Saledes #r f(z) inte Riemann-integrerbar. Sa hur
16ser man detta? Med ett nytt integralbegrepp (Lebesgueintegralen) smidigt nog, dér det visar
sig att integralen av f mycket riktigt blir ett.

10



Lebesgueintegralen konstrueras pa ett annorlunda sétt i jamforelse med Riemannintegralen.
Istéllet for att bara stycka upp definitionsméngden (dvs z-axeln) i finare och finare likadana
bitar och forsoka approximera integralen med arean av rektanglar (éver- och undertrappor),
sa styckar vi istéllet upp vardeméngden. Genom att approximera funktionen med sa kallade
enkla funktioner — funktioner som &r konstant pa ett dndligt antal métbara méngder och lika
med noll annars — sa kan man komma at betydligt fler funktioner. Métbarheten hér blir i en
sadan hér kurs med avseende pa det sannolikhetsmatt man ar intresserad av, sa sannolikheten
kommer in pa ett vildigt naturligt sétt. Detta ligger dock utanfér ramarna for denna kurs.
Men termen integrerbar i definitionen syftar pa denna "nya” typ av integral.

For sndlla funktioner (funktioner som till exempel bara har uppriakneligt manga diskonti-
nuiteter) sa sammanfaller de bada integralbegreppen. Vi kommer alltsa inte att fundera sa
mycket mer pa detta.

8 (% % x)Singuléra stokastiska variabler?

Vi har delat upp klassen av stokastiska variabler i tva delar. En del vi kallat diskret, déar
vi anvént oss av en sannolikhetsfunktion P(X = k), och en kontinuerlig dir vi krdvt att det
finns en tdthetsfunktion. Detta krav dr emellertid inte alltid uppfyllt. Det finns icke-diskreta
stokastiska variabler som inte har nagon tathetsfunktion. Variabler av denna typ brukar sdgas
vara singuldra. Ibland sa krédver man till och med definitionsméssigt att en stokastisk variabel
ska ha en tathetsfunktion for att kallas kontinuerlig. Sa vad gér man at situationen att det
verkar finnas andra djur i djungeln? Dessa blir tyvérr svara att hantera med den teori vi har
tillgang till just nu, men lat oss titta pa ett vilkdnt exempel som atminstone visar pa troligheten
att singulédra fordelningar finns.

N

Q" Cantormiingden

Lat oss borja med nagot kul, ndmligen en tdmligen sonderstyckad delméngd av interval-
let [0,1]. Processen fungerar enligt foljande. Vi delar C; = [0, 1] i tre delar och tar bort den
oppna mittersta delen. Vi kallar de punkter som &r kvar (dvs [0,1/3] U [2/3,1]) for Cy. Vi
delar nu de tva intervallen i Cj i tre likadana delar vardera och tar bort mittensegmenten.
Kalla den nya méngden C3. Sen upprepar vi processen gang pa gang och kallar médngden som
ar kvar vid steg k for CY.

- - - o= oo -- --p=5

- - - — - = —n=1

n=3
n=2
n=1
t T
0 3 2 1

Vi noterar att C; D Cy D C3 D - -+ och definierar C' = N2, Cy. Detta &r Cantorméngden.
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Sa vad ska vi med denna méngd till? Givetvis att konstruera nagot intressant motexempel.
o

Man kan se att om vi representerar ett tal x € [0,1] i basen 3, dvs vi skriver z = kai%*k

k=1
dar varje x; = 0,1 eller 2, sa kommer x; # 1 for alla k om x € C. Vi tar hela tiden bort
mittendelen, vilket gor att vi aldrig far motsvarande siffra i expansionen i basen 3. Den sa
kallade Cantorférdelningen erhaller vi nu om vi definierar férdelningsfunktionen enligt féljande:

0o

=323
k’

k=1

For x < 0 definierar vi F(x) = 0 och for « > 1 definierar vi F'(z) = 1. Vi tépper till halen
vi lamnat i [0, 1] genom att observera att F(x1) < F(xg) for x; < xq, sa F' ér vixande. Vi
later F'(z) = sup{F(y) :y € C, y < z} for x € [0,1] \ C, vilket definierar F(x) for alla x € R
sa att I dr kontinuerlig. Observera att denna definition innebér att F'(z) dr konstant pa de
linjesegment som vi tog bort ndr vi konstruerade C. Vi ser ocksa att F(z) — 1 dax — 1
och F(z) — 0 da  — 0. Denna funktion brukar ga under namnet the Devil’s staircase —
Djavulens trappa — just for att den har ett par roliga egenskaper som gar lite mot intuitionen.

l\JIr—t

0.8 |- —

0.6 [~ |

0.4 |- _

0.2 |- _

| | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Detta &r alltsa en fordelningsfunktion. Sa vad var poangen med detta? Jo, podngen &ar den
att en stokastisk variabel X med fordelningsfunktionen F' inte dr diskret men saknar tathets-
funktion! Yikes. Att X inte ar diskret foljer av att F' &r kontinuerlig (det blir alltid hopp i ' om
variabeln &r diskret). Sa varfor finns ingen tathetsfunktion? Det foljer av att F'(z) &r konstant
nastan overallt. Nar vi konstruerade C' sa tog vi hela tiden bort tredjedelar av linjesegment,
sa om vi tittar pa figuren ovan dér vi konstruerade Cantorméngden sa ser vi att vi tar bort

langderna
1 1 1
—4+2-—+4- ==
3 - 9 i Z ( ) 31— 2/3

Huh? Da ar ju inget kvar? Nja, inte direkt. Dels ar argumentet ovan lite handviftande och dels
sa kan vi fortfarande har kvar en synnerligen sonderstyckad méangd déar varje punkt &ar hyfsat
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isolerad sa att det inte blir nagra intervall. Faktum &r att Cantorméngden faktiskt inte &r
upprakningsbar (sa betydligt storre &n till exempel [0, 1] N Q). Men viktigast for oss, derivatan
av fordelningsfunktionen maste vara noll néstan overallt eftersom funktionen &r konstant dar.
Dérfor kan vi inte ha nagon téthetsfunktion.

Sa vad var poidngen med allt det dar? En poéng ar att vi egentligen borde stréva efter att
formulera saker utan att explicit vilja summa eller integral av tathetsfunktion. Kan vi formulera
och bevisa resultat ddr vi endast anvéinder sannolikhetsmattet (och fordelningsfunktionen) sa
far vi resultat som géller generellt.
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