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1 Vintevirde

Véantevérde
Definition. Vantevirdet E(X) av en stokastisk variabel X definieras som

E(X) = /00 zfx(z)dx respektive E(X) = Z kpx (k)

—00

for kontinuerliga (om téthetsfunktion finns) och diskreta variabler.

Andra vanliga beteckningar: p eller py. Véntevirdet dr ett ldgesmatt som anger var sanno-
likhetsmassan har sin tyngdpunkt (jamfor med mekanikens berdkningar av tyngdpunkt). Om
fordelningen dr symmetrisk blir det i mitten, men &ar fordelningen skev blir det annorlunda. I
figuren nedan ser vi tre tédthetsfunktioner som har samma form men olika vianteviarden. De &r
helt enkelt translationer av samma funktion i detta fall.
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@ Exempel
Vid tillampningar tolkas ofta vantevéirdet som just det férvdintade vdrdet for en stokastisk
variabel.

(i) Om X &r koncentrationen i en flaska salpetersyra sa dr E(X) den koncentration vi
forvantar oss nar vid tar ned flaskan fran hyllan.

(i) Om X dr antalet kast med en térning innan vi far en 6:a for férsta gangen sa dr E(X)
det forvantade antalet kast innan vi ser den forsta 6:an.

Observera att vantevirdet ar ett reellt tal, sa det kan mycket vil vara sa att en variabel (da
oftast en diskret sadan) inte kan anta sitt vintevérde.
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Q Exempel
Kasta en 4-sidig térning och lat X vara utfallet 1,2, 3 eller 4. Berdkna E(X).

Losning. Vi antar att tdrningen ar érlig sa px (k) = 1/4 for k = 1,2,3,4. Da blir

4
1+2434+4 5
E(X)=> kpx(k) = — =5
k=1

Det forvantade resultatet ar alltsa 2.5. Knappast ett resultat vi forvantar oss vid ett enskilt
kast!

N

Q Vad ar egentligen ett vantevirde?

Vi har gjort en definition av begreppet vintevéirde ovan, sa det &r den som géller. Men
atminstone foljande tolkningar eller alternativa definitioner finns.

(i) Ett sannolikhetsviktat medelvéirde av de varden X kan anta.
(ii) Integralen av X med avseende pa sannolikhetsmattet: / X(w)dP(w) (vad nu detta
Q
betyder).

(iii) Masscentrum for sannolikhetsfordelningen.

(iv) Det véirde X hamnar pa i snitt vid vildigt manga upprepningar.

Vad punkt (ii) betyder kraver mer analys &n vi har tillgang till.

1.1 Funktioner och vantevirden

Vad hénder om vi har en funktion av en stokastisk variabel, sig att Y = ¢g(X), dér vi kénner
till fordelningen for X och hur funktionen g ser ut? Om g &r snéll sa ger detta upphov till en
ny stokastisk variabel och ibland kan man explicit hérleda fordelning for denna (vi aterkommer
till detta senare), men faktum &r att vi kan hantera funktioner av stokastiska variabler pa ett
smidigare sétt om vi endast behover vintevérdet.

Foljande sats (ofta kind som the law of the unconscious statistician) visar hur detta fungerar,
men resultatet behover egentligen lite diskussion (samt ett bevis).

@ Viantevirde och funktioner av stokastiska variabler

Sats. Lat Y = g(X) dér g ar snéll. Da géller

(e.9]

B(Y) = / T i@fx@de  och  E¥) =Y g(kpx(k)
- k

for Y kontinuerlig (med téthetsfunktion) respektive diskret.
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Lat X vara utfallet vid ett tirningskast med en symmetrisk 4-sidig téirning. Berikna E(X?).

Exempel

Losning. Vi soker E(X?), sa g(t) = t* &r funktionen som transformerar Y = g(X). Enligt
satsen ovan blir da

4

124+224+32+42 15

E(X?) =Y kpx(k) = . ==
k=1

Notera speciellt att F(X?) # E(X)? = (5/2).

2 Varians och standardavvikelse

(/ Varians och standardavvikelse

Definition. Lat X vara en stokastisk variabel med |F(X)| < co. Variansen V(X)) definieras
som V(X) = E((X — E(X))?). Standardavvikelsen D(X) definieras som D(X) = \/V(X).

Andra vanliga beteckningar for standardavvikelsen: o, ox, o(X).

Variansen dr ett spridningsmatt. Stor varians (eller standardavvikelse) betyder att san-
nolikhetsfordelning har stor spridning. Manga vérden &r troliga. Liten varians betyder att
fordelningen &r centrerad, hog sannolikhet att hamna kring en viss punkt; se figuren nedan.

Yy Yy
y=Fx(x)
y=Fx(x)
| ) //l\ )
" "
Litet D(X) = 0. Stort D(X) = o.
@ Steiners sats

Sats. V(X) = E(X?) — E(X)%

N

@ Exempel
Lat X, anta viardena {—1,1} med px, (—1) = px, (1) = 1/2 och lat X, anta virdena {—10, 10}
med pyx,(—10) = px,(10) = 1/2. Berikna V(X;) och V(Xs).




Losning: Det &r klart att E(X;) = E(X3) = 0 (varfor?), sa

V(X)) = B(X}) - BE(X;)? = %(—1)2 + %12 —-0=1

och
1 1
V(X2) = B(X3) — E(X,)* = 5(—10)2 + 5(10)2 — 0 =50+ 50 = 100

Tydligt att X5 har mycket storre varians dven om férdelningarna kan tyckas se snarlika ut, men
sannolikheten &r mycket mer utspridd for Xs.

3 Riknelagar

For vantevardet géller bland annat foljande regler.

<>

e Linjaritet och oberoende produkt
Lat X och Y vara stokastiska variabler. Da géller

(i) E(aX +b) =aF(X)+0 for alla a,b € R;

(ii) E(aX +bY) =aE(X)+bE(Y) for alla a,b € R;

(iii) Om X och Y é&r oberoende géller E(XY) = E(X)E(Y).

Vi visar dessa riakneregler genom att sétta in allt i definitionen och sedan utnyttja att bade
integralen och summan &r linjéra operationer (sa vi kan dela upp éver plus-tecknet och bryta
ut konstanter).

For variansen kan vi visa istéllet visa foljande. Hér blir beviset lite bokigare pa grund av
att vi inte langre arbetar med en sa kallad linjdr operator, men tanken &r snarlik (sétt in i
definitionen och se vad som hénder).

[

Lat X och Y vara stokastiska variabler. Da géller
(i) V(aX +b) = a*V(X) for alla a,b € R;
(i) V(aX £bY) = a®V(X) + 6>V (Y) + 2ab(E(XY) — E(X)E(Y)) for alla a,b € R;

(iii) Om X och Y &r oberoende giller V(aX 4 bY) = a®V(X) + 0*V (Y).

, 8\ Varianser adderas alltid!

Observera att det alltid blir ett plustecken mellan varianserna for linjér-kombinationer:

V(aX £bY) = a®V(X) + b’V (Y).

Vi kommer aldrig att bilda skillnader mellan varianser!




Det foljer att standardavvikelsen for en linjarkombination aX + bY av tva oberoende

. . _ 2 2
stokastiska variabler ges av o,xpy = 1/ a%0% + b%05..

4 Vanliga kontinuerliga fordelningar

Analogt med diskreta variabler definieras de kontinuerliga ofta fran sina respektive tédthets-
funktioner. Vi definierar nagra av de vanligaste. Det finns manga andra fordelningar som ofta
anvénds, men dessa dr de vi kommer att anvéinda mest. Se boken for fler exempel (Gam-
maférdelning, Weibullférdelning, y?-fordelning, t-férdelning mfl.)

Likformig fordelning
Variabeln X kallas likformigt fordelad (eller rektangel-), X ~ U(a,b) eller X ~ Re(a,b), om

1
_ b—a’ a S x S bu
fx(@) = { 0, ovriga x

-@’- Exempel

Ubbe héller upp Whisky i sitt glas. Vétskenivan ar likformigt fordelad mellan tva och fem
fingrar. Vad ar sannolikheten att Ubbe héller upp mindre &n 3.2 fingrar?

Losning: Lat X ~ Re(2,5) vara vitskenivan. Vi soker P(X < 3.2):

1 1
dr — = (3.2 —2) = 0.4.
5o =3l )

P(X <3.2) = /23'2

Exponentialférdelning
Variabeln X kallas exponentialférdelad med parametern A > 0, X ~ Exp(}), om

Aexp(—Az), x>0,
fX(’C):{o P z < 0.

Parametern A tolkas ibland som intensiteten.

N

5% Exempel
Lat X vara véntetiden i en telefonkd (minuter). Av nagon anledning har det visat sig att X
har en tithetsfunktion fx(x) = ce %% for > 0, dér ¢ dr en konstant.

(i) Bestam c sa att fx blir en téathetsfunktion.
(ii) Vad &r sannolikheten att fa vénta i mer &n 50 minuter vid ett samtal?

(iii) Om man ringer 10 olika (oberoende) samtal, vad &r sannolikheten att hogst ett av dessa
har en véntetid pa éver 50 minuter?




Losning:

(i) 1= / fx(z)de = c/ e 005 gy = [6_0'05:0}80 = %, sa ¢ = 1/20.
—0o0 0

o) 1 —0.05x
(ii) P(X > 50) =/ fx(z)dr = %0 { } =72 % 0.082.
50

(iii) Varje samtal har sannolikheten e~2 att ha mer #n 50 minuters vintetid. Antalet YV

av tio stycken samtal som har mer &n 50 minuters vintetid blir alltsa Binomialférdelad
med n = 10 och p = e~*/2. Vi erhéller

L

@ Exempel
En komponent (som inte aldras) antas ha en livslingd 7' som ar Exp(1/100)-fordelad (enhet:
dagar).

(i) Vad &ar sannolikheten att komponenten gar sonder innan 80 dagar?

(ii) Givet att komponenten overlevt 80 dagar, vad &r sannolikheten att den klarar 100
dagar?

Losning:

80 1 80 1 [ e—=/100 780

(i) P(T <80) = fx(x)de = 100 e~ /100 g — 100 [m] —1— e %5 Sanno-
—c0 0 - 0

likheten blir alltsa ca 55.1%.

(ii) Hér anvénder vi definitionen av betingad sannolikhet och erhaller

P({T > 100} N {T >80})  P(T > 100)
P(T 2100 | T 2 80) = P(T > 80) ~ P(T > 80)

1 [ __2/100 -
100 f100e 1% d _ ¢ 1007100 — e /% ~ (.8187.

1 (o ,—z/100 T 5—80/100
105 Jso € dr e

Detta ér ett exempel pa en betingad fordelning. Observera éven att denna sannolikhet ar
densamma som

P(T > 20) = Wlo/ —a/100 o _ /5
20

Detta giller generellt f6r exponentialférdelningen. Sannolikheten att komponenten klarar 20
dagar ar oberoende av hur linge den levt tidigare. Kanske inte alltid rimligt fér kompo-
nenter?

5 Median

Ett annat ldgesmatt &n vintevirdet dr medianen.



Median

Definition. En median for en stokastisk variabel X ar ett tal m € R sa att

P(XSm)zP(XZm):%.

Observera att medianen inte behover vara entydig!

L

Q Medianen fér en Exponentialfordelning
Lat X ~ Exp()\). Berdkna medianen och vantevirdet for X.

Losning: Vi rdknar ut férdelningsfunktionen for X. Om x > 0,
Fx(z) = / fx(t)dt = / e Mdt =1— e
—00 0

Medianen finner vi ur ekvationen Fx(m) = 1/2, dvs

Jamfor detta med vantevardet for X:

o0 . o Az ® 1
E(X):/ zhe Mdr = [—ze ] +/ e N dr =0—04 |2 —_—
0 0 0 Al A
Medianen och vantevardet behover alltsa inte vara samma sak!
Yy
>\ i
y=Fx ()
: : T
m t

Ett annat exempel, dér medianen inte ar entydigt definierad:

Y

y = fx()

Var ar medianen??



6 Normalférdelning

Normalf6érdelning
Variabeln X kallas normalférdelad med parametrarna p och o, X ~ N(u, o), om

o) = — exp(—M), feR.

o 202

Om p = 0 och 0 = 1 kallar vi X for standardiserad, och i det fallet betecknar vi tédthets-

funktionen med
@)= e (-5). ceR
)= —exp|——), =z )
¥ = p 5

Fordelningsfunktionen fér en normalfordelad variabel ges av

2
exp( —M)> du, x€R,

F
x(@) = 202

oV 2T

och dven hér doper vi speciellt den standardiserade fordelningsfunktionen till

u2
d(x) ex du, x € R.
\/27r/ p( )

Ar det nagon som kommer ihdg vad som hinde nir man forsokte integrera e*” i envariabel-
analysen? Man kan visa att det inte gar att uttrycka den primitiva funktionen i elementéra
funktioner, utan man definierar helt enkelt en ny funktion utifran den bestdmda integralen
(sla upp erf-funktionen i nagot matematiskt uppslagsverk). Vad detta innebér for oss dr att
vi kommer att anvéanda tabell for att berikna numeriska virden for uttryck som innehaller
funktionen .

Vi kommer visa att F(X) = p och V(X) = 0% om X ~ N(u,0).

Y

0.40 +




Standardavvikelse eller varians?

I kursboken (Blom et al) anvénds beteckningen X ~ N(u, o), sa precis som i vart fall ovan &r
den andra parametern ir alltsa standardavvikelsen o, inte variansen o2. Varfor ta upp detta?
I mycket av litteraturen sa anvinds variansen som andra parameter. Var forsiktig nér ni slar
upp saker eller anvander fardiga formler!

@ Bruk av tabell for ¢(z)
Lat X ~ N(0,1). Da giller

(i) P(X <z)=®(x) for alla z € R;
(ii) Pla < X <b)=®(b) — ®(a) for alla a,b € R med a < b;

(iii) (—x) =1— ®(x) for alla z € R.

P(x) O(b) — ®(a) O(—z)=1—(2)
-@’- Exempel

Lat X ~ N(0,1). Bestdm P(X <1), P(X <1), P(X <—1),samt P(0 < X <1).

Losning. Direkt ur tabell, P(X < 1) = ®(1) ~ 0.8413. Eftersom X &r kontinuerlig kvittar
det om olikheterna é&r strikta eller inte, sa P(X < 1) = P(X < 1) = ®(1) igen. Vidare har vi

P(X <—1)=®(—1)=1—®(1) = 0.1587

och P(0 < X < 1) = ®(1) — ®(0) = 0.8413 — 0.5 = 0.3413.



7 (%x)Vintevirde for geometrisk férdelning

Foljande avsnitt kraver att man arbetat en del med potensserier (kapitel 10 i envariabelboken).

N

5% Exempel
Lat X anta virdena 0, 1,2, ... med sannolikheterna py (k) = 27571, Beriikna E(X) och V(X).

Losning: Till att borja med kan vi kontrollera att px verkligen &r en sannolikhetsfunktion.
Klart att px(k) > 0, och summan nedan dr geometrisk sa

iPX(/f) = i2’” =271 iz’“ S
k=0 k=0 k=0 1- 1/2

Vi beriknar viintevirdet. Lat q €]0,1[ sa px(k) = (1 — ¢)¢" med ¢ = 1/2. Vi kan beriikna
summan av k¢* genom foljande mandover:

2 ha" =D ki q;kq 12 4" 04y 20 T T g

Alltsa blir

> 1
E 1— h E(X)=1 = -
q; q oc (X) om ¢ 5

For att beridkna F(X?) kikar vi pa motsvarande kalkyl for andraderivatan:

[e.9]

;;_ qzz(kz_ Z k)q _Zkz k_ q)2'

= k=0 k=0

Saledes,

Zk“ — Z -+ 2
- q d2 q - (1_q)37

vilket medfor att

2 - 2 k q 2(12
BX") = (-3 K¢'=1_+

sa
q q q
+ = .
l—q (1-¢? (1-¢q)p?
och med ¢ = 1/2 far vi V(X) = 2. Den observante ldsaren kanske kénner igen sannolikhets-
funktionen vi arbetar med da det &r den geometriska fordelningen X ~ Geo(1 — ¢). Sa vad vi
visat ovan ar féljande:

V(X)=E(X? - E(X)?=

<>

e Geometrisk fordelning
Sats. Om X ~ Geo(p) sa dr E(X) = L= P P och V(X) = 1p—2p‘

10
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