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Vi kommer nu fortsétta att studera normalférdelningen. Detta dr en mycket viktig fordel-
ning i tillimpningar och vi kommer i avsnittet med centrala gransvérdessatsen (CGS) att
belysa fenomenet att i princip alla summor av manga stokastiska variabler tenderar att bli
normalférdelade.

1 Normalf6érdelningen (forts)

Eftersom det #r bokigt att hantera integraler av uttryck som innehaller exp(—x?) sa fokuserar
vi istéllet pa hur vi kan transformera problemet till N (0, 1)-fallet och dér helt enkelt anvénda
tabell for att berdkna sannolikheter.

@ Standardisering av variabel

Om X &r en stokastisk variabel med F(X) = p och V(X) = 02, sa éir Z = (X — pu)/o en
stokastisk variabel med E(Z) =0 och V(Z) = 1. Vi kallar Z for standardiserad.

Beviset for att E(Z) = 0 foljer direkt fran linjariteten hos véantevérdet. Variansen kan ses
genom foljande argument:
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= (B(X?) - B(X)?) = % —1
@ Standardiserad normalférdelning

Sats. Om X ~ N(0,1) sa &r E(X) =0och V(X) = 1.

Eftersom e /2 gar mot noll vildigt snabbt, s kommer

/_OO lzp(z)| do < oo.
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eftersom = — xp(x) dr en udda funktion. Pa liknande sétt ser vi att

ELY%:iK:xgﬂ ) dz ¢2_7%/ xﬂ)dx
:\/%_W ([x(—e_‘” /2)}_Oo+/_26‘”32/2dx) —O+—/ e " dy =1,

dér vi partialintegrerat och utnyttjat att ¢(x) ar en téthetsfunktion sa den sista integralen blir
ett.

Ett korollarium av satsen ovan (gor ett variabelbyte i integralerna) ar foljande.

% N(u,0)
Om X ~ N(u,0) sa &r E(X) = u och V(X) o2
@ Standardisering av normalfordelning
Sats. X ~N(uo) © Z=2"H N0,1).
g

Bevis. Antag att Z ~ N(0,1). Eftersom

== (552 550 550 o 5

g

och ®'(z) = p(x) da ¢ ar kontinuerlig, sa foljer det att
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vilket dr precis hur vi definierat N(u, o) tidigare.
Omvént, om X ~ N(u,0) sa &r

Fp(z)=P(Z <z)=Pp+oZ <p+oz)=Fx(p+oz),

sa

f2(2) = fx(p+ oz)o = ¢(2),
dvs Z ~ N(0,1). O
-@’- Exempel

Lat X ~ N(1,2). Bestdm P(X <1), P(X < -1), P(0 < X <1), samt P(|X — 2| < 3).




(i) P(X§1)2P<X2_1§1;1)

(ii) P(Xg_l):P(X—1<_1_1)

2~ 2
(i)
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2 S 2
—1/2— (1= B(1/2)) = —1/2 + (1/2) ~ 0.1915.

= 3(0) — B(—1/2)

(iv)

P(]X—Q\<3):P(—3<X—2<3):P< <y <

= B(2) — B(—1) = D(2) — 1 + D(1) ~ 0.8186.
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Q Exempel
Lat X ~ N(0,1). Hitta ett tal a sa att P(|X]| > a) = 0.05.

Situationen ser ut som i bilden nedan. De skuggade omradena utgor tillsammans 5% av
sannolikhetsmassan, och pa grund av symmetri maste det vara 2.5% i varje "svans”.

)

Om vi soker talet a, och vill anvinda funktionen ®(z) = P(X < x), maste vi soka det tal
som ger ®(a) = 0.975 (dvs de 2.5% i vénstra svansen tillsammans med de 95% som ligger i den
stora kroppen). Detta gor vi genom att helt enkelt leta efter talet 0.975 i tabellen 6ver ®(z)
vérden. Dar finner vi att a = 1.96 uppfyller kravet att P(X < a) = 0.975.

2 Linjirkombinationer av normalférdelade variabler
Det &r inte pa nagot sétt uppenbart att summan av tva likaférdelade variabler har samma

fordelning. Oftast &r det inte ens sant. Men, just normalférdelningen har precis denna trevliga
egenskap!



@ Summa av normalférdelade variabler

Sats. Lat X7 ~ N(uq,01) och Xy ~ N(psg,02) vara oberoende och lat a,b € R. Da géller att

aXy + bXy ~ N(ap + bug, \/a?0} + b203).

Beviset ér inte trivialt. Att E(aX; + 0X5) = auy + bug och V(aXs + bX,) = a®o + b*03 ar
enkelt att se. Detta géller oavsett vad variablerna har for slags fordelning (enbart egenskaper
for vantevérde och varians). Det faktum att summan blir normalférdelad kréiver ett djupare
argument; se boken (man anvéinder faltningssatsen).

Satsen ovan generaliserar direkt till flera variabler. Vi har féljande anvéndbara specialfall.

@ Summor och medelvirde

Sats. Lat X, Xs,..., X, vara oberoende och X; ~ N(u,0) for £k = 1,2,...,n. Da géiller
foljande:

n _ 1 n
X =) Xy~N(np,ovn) och X:= - > Xy~ N(u,0/v/n).
k=1 k=1

Den sista likheten &r intressant, da det innebér att ju fler "likadana” variabler vi tar med
i ett medelvirde, desto mindre blir variansen. Till exempel far vi alltsa sdkrare resultat ju
fler métningar vi gor (nagot som kdnns intuitivt korrekt). Det &r dock mycket viktigt att
variablerna &r oberoende. Annars giller inte satsen! Vi bildar aldrig heller nagra skillnader
mellan varianser, utan det som gor att variansen minskar med antalet termer &r faktorn 1/n i
medelvérdet:

2

— 1 — 1 - ] — no? o
ViX)=V | — X, | ==V X. | == V(X)) = — = —

eftersom variablerna dr oberoende och V(X}) = o2 for alla k.

N

5% Exempel
Lat X ~ N(10,3) och Y ~ N(21,6) vara oberoende. Vad &r sannolikheten att Y &r mer &n
dubbelt sa stor som X7

Losning: Lat W =Y — 2X ~ N(21 — 20, /62 + 4 - 32) = N(1,1/72). Vi soker alltsa

P(Y>2X)—P(Y—2X>O)—P(W>O)—1—P(W§O)—1—<I><L\/7_21>

=1—(1—®(0.12)) = 0.5478.



:@’.

Lat T vara livslingden for en viss sorts lysrér (enhet: manader) och 7' ~ N(20, v/8).

Exempel

(i) Vad &r sannolikheten att man klarar 43 manader om man har tva (oberoende) lysror
och byter direkt det forsta gar sénder?

(ii) Hur manga lysrér maste man skaffa for att medellivsldngden ska vara mer én 19 manader
med sannolikhet 95%7

Losning:

(i) Vi har tva lysror, T} och Ts. Vi soker sannolikheten att T} + 75 > 43. Satsen ovan visar
att T1 + T2 ~ N(40,4), sa

Ty + Ty —40 43 — 40
P(T1+T2243):1—P(T1+T2<43):1—P( L )

<
V16 V16
=1—®(3/V16) ~ 1 — ®(0.75) ~ 0.2266.

(ii) Lat T vara medelvirdet av n stycken lysrér. Det foljer att T ~ N(20,v/8/y/n). Vi vill

att
— T-20_19-20
095 =PI >19)="P > =1-P(Z<-1//8/n
( ) (\/8/—” \/8/_n> (Z < =1/v/8/n)
—1-®(—1/\/3/n) =1~ <1 - @(1/\/8/71)) — ®(\/n/8),
, T—20 . :
dir Z = ~ N(0,1). Ur tabell finner vi da att /n/8 = 1.645, eller ekvivalent,

V8/n
att n &~ 21.6. Saledes behovs atminstone 22 stycken lysror.

3 De stora talens lag

Vi kommer nu betrakta en fundamental situation i sannolikhetsliara. Vi later X;, X5, ... vara
en odndlig foljd av oberoende och likafordelade stokastiska variabler. Vi later E(X;) = u
och V(X;) = ¢? (sa vi antar att variansen &r dndlig just nu). I vanlig ordning definierar vi det
aritmetiska medelviirdet X,, av de n forsta variablerna i foljden som

_ 1 <
X, =- X;.

@ De stora talens lag (svag formulering)

Sats. For varje e > 0 giller att

P(|X,—pl <e)—1dan— .




En tolkning av satsen ar att det aritmetiska medelvérdet av en f6ljd oberoende och likaférde-
lade variabler kommer att ha sin sannolikhetsmassa koncentrerad kring vantevérdet p:

Variansen for X,, ar som bekant

2 2

— 1 — 1 — no o
Xn: — Xz - 5 Xi:_:_7
V(X,) V(nZ ) HQ;W =5 ="

eftersom variablerna &r oberoende (och vi antagit dndlig varians). Sa da n — oo ser vi att
variansen for medelvirdet gar mot noll. Konvergensen i de stora talens lag forefaller alltsa
rimlig. Ett mer ordentligt bevis foljer fran kénda olikheter, sa lat oss formulera dessa.

@ Markovs olikhet
Sats. Om X ér en icke-negativ stokastisk variabel med &dndligt vantevirde sa giller att
E(X
Pxza<ZX) o5y
a

Bevis. For det kontinuerliga fallet med téthetsfunktion, eftersom a > 0 och fx(z) > 0,

E(X):/Ooxfx(x)dxz/Ooa:f(x)dmZa/:ofx(x)dx:aP(Xza),

F(X
sa foljer att P(X > a) < ( ) Det diskreta fallet hanteras analogt (gor det!) O
a
@ Tjebysjovs (Chebychevs) olikhet

Sats. Lat X vara en stokastisk variabel med &ndligt véntevirde E(X) = p och éndlig
varians V(X)) = 02, och 1at k > 0. DA géller att

P(IX = p| = ko) <

1
@.




Bevis. Eftersom (X — p)? dr en icke-negativ stokastisk variabel och F(X — u) = 0, sa giller
enligt Markovs olikhet att

E(X —p)?)
P(|X — | > ko) :P((X_N)Q > k202) < T g2
VIX—p) 1
e
dar den nast sista likheten 4r Steiners sats. O

En f6ljd av denna olikhet &r att vi far en direkt uppskattning av hur mycket sannolikhets-
massa som finns i intervall av typen (u — ko, p + ko). Vi kan till exempel se att det finns
minst 50% av sannolikhetsmassan om k = \/5, minst 75% om k = 2 och minst 96% om k = 5.

@ Vanligt missférstand
Lat oss (oberoende) kasta en sex-sidig balanserad tarning 1800 ganger. Vi forvéntar oss att
medelvirdet ligger néra 3.5. Antag att medelviardet blev 4.0. Betyder detta enligt satsen
ovan att vi kommer att fa fler resultat 1,2,3 &n 4,5,6 om vi kastar tarningen 1800 ganger
till? Svaret ar nej. De olika kasten anses oberoende, och kan dérfor inte paverkas av tidigare
utfall. Sa hur kan da satsen ovan gélla? Faktum &dr att det inte behtver vara fler laga resultat
vid kommande upprepningar, det racker med att medelvirdet av de nya resultaten dr mindre
an 4.0 for att vi ska hamna ndrmare 3.5 totalt sett.

Det lonar sig alltsa inte att satsa mer pengar bara for att man forlorat sa manga ganger
pa rad (om héndelserna &r oberoende, annars kan lite vad som helst intréffal).

Bevis av de stora talens lag. I princip foljer detta direkt av olikheterna ovan. Lat ¢ > 0.
Vi ser direkt att

— V(X,) o2
(X2 < L) T

da n — oo. O

4 Centrala gransvirdessatsen

Alla végar leder till Rom. Eller atminstone: alla fordelningar leder till normalférdelning?
Faktum é&r att det &r precis det den centrala grinsvirdessatsen sidger: summan av ett stort
antal oberoende och likaférdelade stokastiska variabler ar approximativt normalférdelad.

Vi betraktar ett exempel. Lat oss utfora det klassiska experimentet med slantsingling och
rikna antalet X kronor vid ett visst antal, sdg n, kast. Fran tidigare exempel (inbrottstju-
ven) sa vet vi att X ~ Bin(n,p), dir p = 1/2 om myntet &r réttvist. En binomialférdelad
variabel kan ses som en summa av oberoende Bernoulli-férdelade variabler X, en variabel for
varje forsok (slantsingling), dér X; = 0 om forsok nr k& “misslyckas” (klave), och X = 1 om

forsok k lyckas (krona). Alltsa kan vi skriva X = ZX’C' Varje X} har sannolikhetsfunktio-
k=1
nen pyx, (1) = p och px,(0) = 1 — p. Med andra ord, binomialférdelningen kan ses som en

summa av oberoende och likaférdelade variabler. Om bara n ar tillrdckligt stort borde vi i
sa fall ndrma oss normalférdelningen. Hur stort? Vi skisserar nagra fall nér n blir stérre och
storre och p = 0.5.



Med n = 1. Med n = 10. Med n = 25.

Ll e

Med n = 100.

Héar ser vi ganska tydligt att ju storre n blir, desto mer lik blir sannolikhetsfordelning en
normalfordelningskurva. Foljande sats verkar alltsa rimlig (atminstone i Binomialfallet).

B

Sats. Lat Xy, X,,..

Centrala grénsvérdessatsen (CGS)
. vara en odndlig foljd av likaférdelade och oberoende stokastiska vari-
abler. Vidare, lat E(X}) = p och V(Xy) = o? for k = 1,2,.... Da giller att Y, = ZX’C

k=1
konvergerar i fordelning enligt

X —
P<a< nﬂ<b)—>q>(b)—<b(a)dén—>oo
a\/n

for alla a,b € R med a < b. Vi séiger att X &r asymptotiskt normalfordelad.

Den kanske vanligaste situationen (atminstone i denna kurs) kommer att vara att den summa
vi ar intresserade av ar ett medelvérde, sa vi formulerar detta specialfall separat.
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— 1<
Sats. Med samma forutsattningar som ovan sa uppfyller medelvardet X = — Z X} att
n
k=1

X —yp .
P(a< J/\/ﬁ<b>—><I>(b)—<I>(a)dan—>c>o

for alla a,b € R med a < b.

Beviset for satsen faller utanfér ramen for denna kurs. Se, till exempel, Rick Durret: Prob-
ability: Theory and Examples eller Allan Gut: An Intermediate Course in Probability.
Sa hur anvénder vi CGS?

@ Approximation via CGS

Med samma beteckningar och forutsattningar som ovan sa &r

T —nu — T —
PX<z)=® h P X<z)=®|—— eR
weama(t) o mwzne(f) e
om n &r stort. Oftast brukar n > 30 duga, men skeva fordelningar kréver storre n. Vi
skriver X "~ N(nu,+/no) och X "~ N(u,0/y/n); variablerna fr approximativt nor-
| malfordelade.

N

5% Exempel ]

Vad &r sannolikheten att summan av 50 stycken slumptal mellan 0 och 2 &verstiger 537

Losning: Vi antar att slumptalen ar likformigt fordelade, sa varje slumptal X ~ Re(0, 2),
och att slumptalen &r oberoende av varandra. Det rader likformig fordelning, sa E(Xj) =
och V(X}) = 1/3. Varfor? Enkelt att se fran definitionen:

21 22]?
EX):/x—dx:{—} =1
(X o 2 4,

och

2 1 ZES 2
V(Xk)—/ w2§dx—12: [E] —1=1/3.
0 0

Sa vi har en summa av 50 stycken likformigt fordelade variabler X, med samma vantevirde
50

och varians. Lat X = Z X}. CGS implicerar att X "~ N(50, 1/50/3). Alltsa erhaller vi
k=1

P(X >53)=1—P(X <53)~1—®(3/1/50/3) = 1 — ©(0.7348) ~ 0.2312.

Det &r alltsa ca 23% chans att summan overstiger 53.
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Q Exempel

Antag att samtalstiderna till 71177 &r oberoende och exponentialférdelade med véntevéirde 15
minuter. Om en sjukskoterska forviantas svara pa 28 samtal under ett atta-timmars pass, vad
ar sannolikheten att hon lyckas?

Losning: Lat X, ~ Exp(1/15) vara tiden for samtal k, k = 1,2,...,28. Den totala tiden
28

for 28 samtal ges av X = Z Xj. Faktum dr att man kan visa att X blir gamma-fordelad (se
k=1
Blom et al.), men den fordelningen &dr ganska bokig att arbeta med. Vad sidger CGS? Vi har

kring 30 stycken samtal, sa X "~ N(28 - 15,/28 - 15) = N(420,/6300). Alltsa ér
480 — 420
6300

Nistan 80% chans alltsa! Hur bra stdmmer da detta? Man kan hirleda att X i sjdlva verket
har fordelningen X ~ I'(28,1/15), sa P(X < 480) = 0.7838 (MATLAB, gamcdf).

P(X <8-60) = ® ( ) ~ B(0.76) = 0.7764.

5 Approximation av binomialférdelning

Vi har redan stott pa denna fordelning flera ganger. Situationen dr att ett slumpforsok har
tva mojliga utfall, ett med sannolikhet p och det andra med 1 — p. Vi upprepar foérsoket
oberoende n ganger, och rédknar antalet X ganger det forsta utfallet intriffar. Vi kallar X for
binomialférdelad med parametrarna n och p, och skriver X ~ Bin(n, p).

<>

e Binomialfordelning

Sats. Om X ~ Bin(n,p), sa dr E(X) = np och V(X) = np(1 — p). Vidare géller att vi kan
approximera X "~ N(np,/np(1 — p)) om np(1 — p) > 10.

Bevisskiss. Vi skriver X som en summa av n oberoende Bernoulli-variabler X ~ Be(p), sa
vintevirdet E(X) = > 7| E(Xg) = np, eftersom E(X;) =0-(1 —p)+1-p=p. Pasamma
sitt, V(X) = np(1 — p) eftersom V(X;) =0*- (1 —p) +12-p—p* =p(1 — p).

Néar det géller approximationen till normalférdelning sa foljer detta av CGS. Att just
kravet np(1 — p) > 10 ger en bra approximation kriver en lite djupare analys av pa vilket
sitt sannolikheterna konvergerar.

o

Q Exempel

Vi sar 1000 stycken fron som har en grobarhet pa 80% (sannolikheten att ett fro gror). Vad
ar sannolikheten att hogst 180 stycken inte gror?

Losning. Lat X vara antalet fron som inte gror. Vi antar att olika fron &r oberoende av
varandra. Da &r X ~ Bin(1000, 0.2). Eftersom

ap(1 — p) = 1000 - 0.2 - 0.8 = 160 > 10,
sa dr X "~ N(200,v/160). Vi beréiknar
P(X < 180) ~ ®((180 — 200)/v/160) = &(—1.5811) = 1 — B(1.5811) = 0.057.

Det é&r alltsa ca 6% sannolikhet. Verklig sannolikhet (MATLAB binocdf (180,1000,0.2))
ar 6.02%.

10



5.1 Poissonapproximation

I vissa lagen sa fungerar det daligt med normalapproximationen (ofta da sannlikheten &r néra 0
eller 1). Ibland kan da foljande approximation fungera (se avsnittet i slutet av foreldsningen
for argument kring varfor detta &r sant).

@ Approximation: Binomial till Poisson

Sats. Om X ~ Bin(n,p) med n > 10 och p < 0.1, sa d&r X "= Po(np).

N

@ Exempel

Sagaren Sverker sagar ut bridor som har normalférdelad lingd L ~ N(200,/50) (o2 = 50),
enhet: cm. Om Sverker en vacker dag sagar upp 300 brador (oberoende av varandra), vad &r
sannolikheten att farre &n 5 stycken ar kortare &n 185 cm?

Losning: Vi rdknar forst ut sannolikheten p att en briada &r kortare &n 185 cm:

L—-200 15
=P(L<185) =P < =P(-2.12) =1 — ¢(2.12) = 0.0170.
p=r<iss) = p (P20 < T8 —a(-212) <1 0212

Lat X vara antalet brador av 300 som &r kortare &n 185 cm. Det foljer att X ~ Bin(300, p).
Sannolikheten p dr alltsa liten, och 300p(1 — p) = 5.01 &r betydligt mindre &n 10, sa normalap-
proximation fungerar antagligen inte. Men Poissonapproximation borde fungera bra da p < 0.1
och n = 300 > 10. Alltsa &r X "~ Po(300 - 0.0170) = Po(5.10). Ur tabell (interpolation mel-
lan Po(5.0) och Po(5.2)):

4405 + 0.4061
P(X < 4) ~ 22200 ‘; 04061 _ ) 4233

Alltsa ungefar 42% chans. Verklig sannolikhet blir 42.15%. Normalapproximation skulle i fallet
ge 31%, vilket &r alldeles for lagt.

6 Approximation av Poissonférdelning

@ Approximation av Poissonférdelning

Sats. Lat X ~ Po(u) med p > 15. Da ér X "~ N(u, /i) (V(X) = p).

L

Q Exempel

Lat X vara antal paket i en datakté under en sekund. Méatningar har visat att en vettig modell
dr X ~ Po(250). Berdkna approximativt P(X < 240).

11



Loésning: Eftersom véntevirdet pu = 250 > 15 sa kan vi normalapproximera. Da blir
239 — 250

P(X <240) =P(X <239)~ d

) = $(—0.6957) = 1 — ®(0.6957) = 0.2433.

Exakt varde: 0.2552.

7 (x)Poissonfordelning

Antag att vi har en situation dér héndelser intraffar oberoende av varandra med en konstant
intensitet A\, det vill sdga, pa t tidsenheter intraffar i genomsnitt At handelser. Denna typ
av situation brukar ofta moduleras med hjilp av Poisson-fordelningen. Om X (t) &dr antalet
héndelser i tidsintervallet [0, ¢], sa siger vi att X (¢) &r Poissonfordelad med vantevarde p = At.
12 3 4 5 6 7 8 9 10
: t

t=0 t1 ta t3 ta ts te tr ts tg tio

Héndelser (markerade med kryss och numrerade) i tidsintervallet [0,¢]. Tiderna ¢; &r tid-
punkten for héndelsen k.

@ Poissonférdelning

Sats. Vi kallar X for Poissonfordelad med parametern p, X ~ Po(u), om sannolikhetsfunk-
tionen ges av

_ phe”
kN
Variabeln X har E(X) = V(X) = p (samma véntevirde som varians, parametern ).

px(k) = P(X = k)

k=0,1,2,....

Hur hénger situationen ovan ihop med definitionen av px? Vi fixerar tiden ¢ och delar in
intervallet [0,¢] i n lika stora delar, ddr vi véljer n sa stort att det hogst finns en héndelse i
varje delintervall. Vi introducerar en sannolikhet p som &r sannolikheten att ett visst delin-
tervall innehaller en héndelse. Det &r samma p for alla delintervall och sambandet np = At
maste gélla. Eftersom héndelserna &ér oberoende maste X (t) ~ Bin(n,p). Egenskaper for
binomialférdelningen medfor att E(X (t)) = np = At.

Viborjar med att betrakta fallet med noll hiandelser i intervallet [0, ¢], det vill sdga, hiandelsen
att X (t) = 0:

P(X(t) =0) = ( g >p0(1 —p) 0 = (1 - %)n = exp (nln (1 - %)) e

da n — oo. Hir har vi utnyttjat standardgrinsvirdet s ' In(1 +s) — 1 da s — 0.
I det allménna fallet kan vi visa att

P(X(t) = k) — ()Z!)ke_)‘t, n — oo,

For att se detta, lat k vara fix och betrakta

:n(n—l)---(n—k—i—l).()\t)’“‘(1—%) _)1.()\t)’“.£ s e
nk k! (1_&)’c k! 1’
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Vad detta innebir ér att om X, ~ Bin(n, A/n), sa kommer X,, —+ X ~ Po()\).
Detta ger oss dven en anvandbar approximationssats for binomialférdelningen.

@ Approximation: Binomial till Poisson

Sats. Om X ~ Bin(n,p) med n > 10 och p < 0.1, sa ir X "= Po(np).

Att px verkligen &r en sannolikhetsfunktion féljer fran Maclaurinuteckling av e*:

ok

pr(k‘):e_“ %ZB_M-€“:1.

k=0

Lat oss aven hirleda vantevarde och varians. For vantevardet:
—p — et o
S ) = ST LA o !
k=0 k=1 -0

Variansen ér lite bokigare. Vi kan inte direkt rikna ut F(X?), utan tar till omskrivningen

BE(X*) =E(X(X —-1))+E(X).

Alltsa,

E(X(X —1)) =Y k(k—1)px(k) = (Z (k;li 2)!) =utey (kﬂ—z)'
=2 ’ k=2 )

sa E(X?) = p? + p, vilket medfor att V(X) = B(X?) — E(X)? = u.

@ Addition av oberoende Poissonfordelade variabler

Sats. Lat X ~ Po(u1) och Y ~ Po(uz) vara oberoende. Da dr X + Y ~ Po(uy + u2).

Satsen forefaller intuitivt att vara rimlig. Vi ldgger helt enkelt ihop héndelserna fran tva
liknande processer, det forvantade antalet blir nu p; + pe, och pa grund av beteendet hos var
och en tippar vi att summan fungerar pa samma sitt. Formellt kan vi visa satsen medelst den
sa kallade faltningssatsen. Den simultana sannolikhetsfunktionen for (X,Y) ges av produk-
ten px (i)py(j), och vi soker sannolikhetsfunktionen for Z = X + Y. Alltsa,

k

pz(k) =P(X+Y =k) = ZZPX i)py (J Z px (1)py (k — ).

i+j=k =0
Dubbelsumman blir en enkelsumma eftersom vi bara summerar 6ver "diagonalen” (nér k ar fixt
ochi+j=k). Sen dr px(i) =0dai < 0och py(k—i) =0dai >k sa det ricker att summera
fran i = 0 till ¢« = k. Vidare,

k k—i —(p1tuz) k;l
Ml — Ho € i, k—i
k) = —m B1 —po —
—(u1tp2) P —(p1+p2)
e k i ki €
e (e
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dar vi utnyttjat binomialsatsen i sista steget. Detta uttryck &r inget annat &n sannolikhets-
funktionen for en Po(uy + ug)-fordelad variabel, vilket var precis det vi ville visa!

Denna sats kan vi anvénda for att dela upp en Po(u) fordelad variabel i |u| stycken
oberoende variabler med vintevirde ett, och en liten svans (med lingd p — |[p©]). Pa detta
siatt kan man visa foljande sats.

@ Approximation av Poissonférdelning

Sats. Lat X ~ Po(u) med p > 15. Da dr X "~ N(u, /i) (V(X) = p).
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