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1 Flervariabelanalys

Precis som i linjar algebra sa betecknar vi vektorer enligt ® = (x1,2,...,2,) € R". Har
vi bara tva eller tre variabler anvinder vi ofta uttrycken (z,y) respektive (z,y, z) istéllet av
tradition.

1.1 Funktioner av flera variabler

Sa vi behover en gnutta flervariabelanalys for att kunna hantera det som komma skall. For att
komma at de bitar vi behdver sa maste vi generalisera integralbegreppet till hogre dimensioner.
Som exempel betraktar vi situationen med en funktion som beror pa tva variabler (sig x och y)
och som ger ett reellt tal som "utdata.” Mer kompakt uttryckt sa skriver vi att f : R? — R.
Typiskt for oss ar att vi ténker oss att z = f(x,y), dér vi tolkar funktionsvirdet som hojden
ovanfor (eller under om vi har negativt tecken) zy-planet. Skulle man forsoka rita en figur
skulle vi kunna fa nagot enligt nedan.

Det graa omradet didr z = 0 (under sjélva grafen) ar det omrade dér (z,y) varierar over.
Generellt sett sa behover inte detta vara en rektangel utan kan vara i princip vilket hyfsat
snéllt tva-dimensionellt objekt som helst. I varje punkt (x,y) i detta omrade har vi alltsa en
"héjd” z = f(z,y). Héar kan vi givetvis analysera hur denna funktion beter sig och introducera
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begrepp som kontinuitet, derivata etc i flera variabler, men det blir lite for omfattande. Vad vi
déremot kommer behova dr ett volymsbegrepp. Tanken &r att vi skulle vilja rdkna ut volymen
mellan zy-planet och ytan z = f(z,y).

1.2 Integration av funktioner av flera variabler

Om vi jamfér med det endimensionella fallet, dar y = f(x), sa approximerade vi arean av
ett omrade 0 < y < f(z) med rektanglar och summerade arean av dessa for att konstruera
Riemannintegralen av f(z) (bladdra tillbaka till kapitel 6 i envariabelboken). Man kan goéra
motsvarande mandver i hogre dimensioner, men istéllet for rektanglar far vi nu summera voly-
men pa ritblock (staplar) som far mindre och mindre tvérsnittsarea. For en funktion av tva
variabler, dir z = f(z,y), sa ter sig detta ganska naturligt rent geometriskt. Vi staplar in
legobitar under ytan sa hogt som mojligt utan att sticka ut for mycket fran ytan z = f(z,y).
Vi betecknar denna volym med

/ flx,y)dxdy

dir D C R? ér det omrade som vi later (z,y) variera over.

Detta generaliserar sedan naturligt till R™ (med skillnaden att det nu blir aningen svarare
att visualisera). Konstruktionen kriver egentligen en hel del bevis (samt egentligen ett annat
integralbegrepp da Riemannintegralen &r lite problematisk), men vi skippar det och fokuserar
istallet pa hur vi rent analytiskt hanterar integralerna om vi vill rdkna ut "volymen.”

1.3 Iteration i 2D

Lat oss fokusera pa fallet i tva dimensioner.

z= f(z,y)

Den funktion som integreras ligger i en dimension ovanfor (tdnkt att du har en z-axel som pekar
rakt upp ur sidan och att hojden ovanfor sidan ar funktionsvirdet z = f(x,y) i puntken (z,y)).
Typiskt skulle det kunna se ut enligt ovan. Volymen mellan ytan z = f(z,y) och zy-planet

nér (x,y) € D betecknar vi nu med
V= // f(x,y) dzdy.
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Hur rdaknar vi ut detta? Generellt sa kan det vara svart att hitta ett analytiskt uttryck, men
om D uppfyller vissa krav kan vi iterera integralerna och rékna ut en i taget. Betrakta foljande
specialfall dér vi kan sténga in y-koordinaten mellan funktioner av z:

D={(z,y) eER*:a<a<h flzr) <y<g(a)}

Y
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Vi tankar oss nu att vi styckar upp D i "stolpar” som &r parallella med y-axeln, sa att
om a <z < b sa ticker dessa stolpar precis omradet D (se den blaa linjen i figuren ovan). Det
gar i detta fall att visa att

[ = | b < /f (()) f(z,9) dy> a1

Motsvarande kan goras om omradet har formen

D={(z,y) eR*:c<y<d, f(y) <z <gy)}

[ oty = [ d ( /f (()) F,) dx) ay.

Stolparna &ar nu parallella med z-axeln istéllet.

sa

z=g(y)

Notera speciellt att det ar konstanter i granserna pa de yttre integralerna i bada fallen. Vi
far inte ha nagra x eller y 16st hingande nér vi ar fardiga. Skulle det inte ga att fa till ett av
fallen kan man behova stycka upp omradet. Det fungerar utan problem: om D = Dy U D5 sa

géller att
//D f(@,y) dxdy:/ . fla,y) dwdy+/ D2f(x,y) dzdy,

sa vi kan hantera en del av omradet i taget.



:@’.

Beriikna // (xy 4+ 2)dxdy om D &r den del av rektangeln med hérn i (0,0) och (2,3)
D

Exempel

dér y > .

Losning. Lat oss borja med att rita en figur sa vi ser vad D ér.

Det skuggade omradet ar det omrade D vi vill integrera 6ver. Vi har tva alternativ. Endera
sa itererar vi med de roda linjerna eller lings de bla. Vi stéller upp bada fallen som 6vning (de
kommer alltid att ge samma svar).

Alternativ 1. Om vi viljer de roda linjerna ser vi att ldngden pa dessa beter sig olika
beroende pa om 0 <y < 2ellerom 2 <y < 3. Om 0 < y < 2 sa stracker sig x fran 0 till
linjen y =z, 0 <z <y. Om 2 < y < 3 stricker sig x fran 0 till 2. Déarfor delar vi upp i tva
delar:

//D(xy+2)dxdy:/02 (/Oy(xy+2)dx> dy+/: (/02(xy+2)d:v) dy

2

2 ZE2 ) 3 [EQ
:/ {?y+2x} dy—l—/ {?erQx} dy
0 =0 2 =0
2 y3 3 22
:/ (—+2y—0> dy+/ (—y+4—0> dy
0o \2 2 \ 2
y4 2 3 94
= [§+y2} + [P +4y), = §+22+32+12—(22+8) = 15.
0

Alternativ 2. Om vi viljer de blaa linjerna ser vi att for 0 < x < 2 sa stracker sig y fran
linjen y = x till y = 3. Vi behover alltsa inte dela upp integralen:
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//D(xy—l—Q)dxdy:/: (/:(xy+2)dy) dx:/: {xy;my]“ da
e [ (75

522 gt 290
— | T 46| =2 2412 =15
{4 8+ 40 4 i

Vilket alternativ var enklast?



2 Flerdimensionella stokastiska variabler

Vi fokuserar pa tva-dimensionella variabler. Det ér steget fran en dimension till tva som &r det
svaraste. Generaliseringar till hogre dimensioner foljer utan problem i de flesta fall.

Stokastisk variabel

Definition. En tvadimensionell stokastisk variabel &r en reell-vektorvird funktion (X,Y)
(tva komponenter) definierad pa ett utfallsrum Q. Alltsa avbildar (X,Y") olika utfall pa reella
vektorer; (X,Y): Q@ — R% Om (X,Y) bara antar dndligt eller upprékneligt manga virden
sa kallar vi (X,Y) for en diskret stokastisk variabel. Om varken X eller Y &r diskret kallar
vi (X,Y) for kontinuerlig.

Definitionen &r analog med envariabelfallet. Observera dock féljande: en situation som
kan uppsta dr att vi far “halvdiskreta” variabler med ena variabeln diskret och den andra
kontinuerlig! Intréffar inte ofta i denna kurs, men det kan vara véart att beakta.

N

5% Exempel
(i) Lat (X,Y) vara vikten X och lingden Y hos en person. Variabeln &r kontinuerlig
och © = (X(2), Y/(©)) = [0, 00)” = [0,00) X [0, 00).

(i) Lat (X,Y) vara resultaten av ett tarningskast (X) respektive ett myntkast (), dér vi
representerar krona med 1 och klave med —1. Variabeln ar diskret och:

Q= {0,669} x { Krona, Klave },
(X(),Y() ={1,2,3,4,5,6} x {-1,1}.

I det 2-dimensionella fallet &r vi nu intresserade av delméngder i planet. For att kunna
prata om en fordelningsfunktion introducerar vi méngden

C(z,y) = {(u,v) € R* :u <z och v <y}

Viser att P((X,Y) € C(z,y)) = P(X <z,Y <y) och gor foljande definition.

gf Fo6rdelningsfunktion

Definition. Funktionen Fxy(z,y) = P(X < z,Y < y) kallas fordelningsfunktionen f6r den
stokastiska variabeln (X,Y).

Om (X,Y) ar diskret later vi
pxy (k) = P(X =j,Y = k).

Detta ér sannolikhetsfunktionen for (X,Y"). Fordelningsfunktionen ges da av

Fxy(z,y) = Z ZPX,Y(ja k).

Jj<x k<y

Om det finns en icke-negativ integrerbar funktion fxy sa att
x oy
Fxy(z,y) :/ / fxv(u,v) dudv,
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sa kallar vi fxy for variabelns simultana téthetsfunktion. Detta dr typfallet for att (X,Y") &r
en kontinuerlig tvadimensionell stokastisk variabel.

Sannolikheten Fyy(z,y) och sannolikheten fér en mer generell delmingd A C R? kan
grafiskt illustreras genom figuren nedan. Observera att sannolikheten inte &r den skuggade
arean, utan volymen som uppstar nar vi har en funktionsyta definierad ovanfor det skuggade
omradet. Arean symboliserar alltsa ett integrations- eller summationsomrade. Vi "summerar”
(via en integral eller summa) sedan sannolikhetsvirden for de intressanta virdena for variabeln.

v
v
B (‘Ta y) /\
" u
A
C(z,y)
- P((X,Y) € A) ar sannolikheten att fa ett re-
Den halvoéndliga rektangeln C'(z,y). sultat (z,y) som ligger i mingden A.

@ Egenskaper hos sannolikhetsfunktionen

(1) pX’y(j, k) Z 0 for alla (], k))

(i) 2> pxyv(ik) =1

(iii) Om A C R?sa ér P(X € A) = ZZPXY];
(j,k)EA

<>

g Egenskaper hos den simultana téithetsfunktionen
(i) fxy(z,y) >0 for alla (z,y) € R?.

ii) /_Z /_Z fxy(z,y)dedy = 1.

(iii) Om A C R? &r sndll sa ir P((X,Y) € A) / Ixv(z,y) dxedy.

(iv) Talet fxy(x,y) anger hur mycket sannolikhetsmassa det finns per areaenhet i punk-
ten (x,y).




Exempel pa hur en tvadimensionell tédthetsfunktion kan se ut. Det &r nu volymen, inte
arean, som ska vara ett.

5.1072|

L

Q Exempel

Det enklaste exemplet pa en 2D-tédthetsfunktion ar den likformiga fordelningen. Lat A vara
rektangeln med hérn i (0,0) och (2,3) och lat (X,Y) vara likformigt fordelad pa A. Da
ges fxy av fxy(x,y) =1/6 om (z,y) € A och fxy(x,y) = 0 for 6vrigt. Hitta sannolikheten
latt X >Y.

Losning. Det ar alltid bra att forsoka rita en figur, sa vi gor detta parallellt med att vi
betraktar arean av de delar vi &dr intresserad av.

Vi finner alltsa denna sannolikhet genom
att titta pa hur stor del av A dar detta
villkor (dvs att @ > y) ar uppfyllt, vilket &r
triangeln med hérn i (0, 0), (2,0) och (2, 2).
Vi erhaller alltsa

area triangel 2 1 $

P(X>Y)= N 7
(X>7) area rektangel 6 3 N

Testa att stélla upp en integral. Blir svaret . :
detsamma? 9




Definition. De marginella tidthetsfunktionerna fx och fy for X och Y i en kontinuerlig
stokastisk variabel (X,Y") ges av

fX(x):/ Ixy(z,y)dy och fr () :/ fxy(z,y)dz.

Motsvarande giller om (X,Y") &r diskret:

px(j) = ZPX,Y(ja k) och py (k) = ZPX,Y(ja k).

Man kan &dven definiera marginella fordelningsfunktioner genom
Fx(z) = 3}5{}0 Fxy(z,y)  och  Fy(y) = lim Fxy(z,y).

Sa vad ar egentligen dessa marginella funktioner? Det vi gor ar att vi summerar alla
mojligheter for den variabel vi inte &r intresserade av och pa det sittet skapar nagot som bara
beror pa en variabel. Detta leder ocksa till féljande sats.

<>

%@ Oberoende variabler

Sats. Om (X,Y) &r en stokastisk variabel med simultan téthetsfunktion fxy géller att X
och Y dr oberoende om och endast om fxy(z,y) = fx(x)fy(y). For en diskret variabel &r
motsvarande villkor px .y (j, k) = px (j)py (k).

Det ar @ven sant att (i bada fallen) X och Y &r oberoende om och endast om

Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y).

N

5% Exempel
Lat (X,Y’) ha sannolikhetsfunktionen pxy(j, k) = c(jk + k%) for j = 0,1,2,3
och £ =0,1. Annars &r pxy = 0.

(i) Vad ar ¢?

(ii) Bestam px(j) och py (k). Ar X och Y oberoende?

(iii) Beriikna P(X < 2,Y > 0.5).

Losning:

(i) Vi maste vilja ¢ > 0 for att px y ska kunna vara en sannolikhetsfunktion. For att finna c
summerar vi 6ver alla 5 och k:

DD ek +E) =D c(i+1)=c(l+2+3+4) = 10c,

j=0 k=0 7=0

sa ¢ = 1/10 ar nodviandigt och tillrackligt.

8



(ii) De marginella sannolikhetsfunktionerna fas ur definitionen enligt
1
px(j) =Y _clik+ k) =c(j+1), j=0,1,2,3.
k=0
3

py(k) =Y c(jk+ k) =c(k® +k+ k> + 2k + k> + 3k + k%) = 2¢(3k + 2k%), k=0,1.

=0
Vi testar dven att

pr c(14+2+3+4) =1,

Z py (k) =2¢(342) =1,
sa px och py ar sannolikhetsfunktloner. Vi undersoker oberoendet:
px (9)py (k) = 2¢%(7 + 1)(3k + 2k7).
Hér kan man kanske direkt tro att X och Y &r beroende, men det skulle vara en gissning.

Vi undersoker explicit:

pxy |j=0 j=1 j=2 j=3 pxpy | j=0 j=1 j=2 j=3
k=20 0 0 0 0 k=0 0 0 0 0
k=1 k=1

125 225 325 425
1/10 2/10 3/10 4/10 Too o0 T S0

Vi ser hir att alla siffror matchar varandra och att ddrmed pxy (j, k) = px(j)px (k) for
alla j och k. Detta trots att uttrycken sag véldigt olika ut fran borjan. Var forsiktiga
med att dra slutsatser utan att undersoka ordentligt!

(iii) Vi kan numrera de tillatna vérdena (dir X = j < 2 och Y = k > 0.5) pa (j,k):
(0,1), (1,1), (2,1). Sannolikheten blir da

P(X <2,Y >05) = pxy(0,1) + pxy(1,1) + pxy(2,1) = c(1 + 2+ 3) = 6/10.

N

5% Exempel
Lat (X,Y) ha den simultana téthetsfunktionen

c(x®y +ay?), 0<x<1,0<y<l,

Ixy(z,y) = {O

, annars.

Los foljande problem.
(i) Bestam c;

(ii) Vad ar sannolikheten for hiandelsen att X > 1/2 och att Y < 1/2? Det vill séga,
berékna sannolikheten P(X > 1/2, Y < 1/2);




Losning:

(i) Vi rdknar ut foljande

1 1 1 Y y2 c
= [ ssteisas= [ [ cotrs sy —c [ (245 -
R2 ’ 0 0 0 3 2 3

sa ¢ = 3 ar nodvandigt for att fa en téathetsfunktion.
(ii) Vi har

1 12 5
P(X >1/2 ochY<1/2):/ / 3(z?y + xy?) dydr = —.
120 32

@ Exempel

Med samma tdthetsfunktion som i féregaende exempel, 16s foljande problem.

(i) Berdkna P(X > 1/2);

)
(ii) Berdkna P(Y <1/2 | X > 1/2);
(iii) Berdkna fx(x) och fy(y). Ar X och Y oberoende?
)

(iv) Berdkna Fxy(x,y).
2

(v) Vad blir 2.0,

FX,Y(xa y)7

Losning:
(i) Vi har endast ett krav pa x, sa vi integrerar éver alla y:

1 1 13
P(X >1/2) = / / 3(z%y + xy?) dydr = —.
12Jo 16

(ii) Enligt definitionen av betingad sannolikhet,

CP(X>1/2,Y<1/2) 5/32 5
P <12 X>1)2) = =5 o= = 13716~ %'

(iii) De marginella tdtheterna berdknas direkt fran definitionen:
1
fule) = [ 3y +aty)dy=s+ 5a 0<a<l
0

1
fr(y) = / 3(xy? + 2y)de =y + §y2, 0<y<l.
0

Vi ser tydligt att fx(x)fy(y) # fxy(z,y) for manga val av punkter (z,y); ta till exem-
pel (z,y) = (1,1). Variablerna &r beroende.
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(iv) Lat (z,y) € [0,1] x [0,1]. DA blir

Fxy(xz,y) = // uv+uvdvdu—xy+my

Om z < 0 eller y < 0, maste Fxy(z,y) = 0, och om z > 1 och y > 1, sa maste
Fxy(z,y) = 1. Ovriga fall técks av

y2_|_y3

2 )
3 2
Fx,y(xay)Zx ;33 , 0<z<lochy>1

Fyy(z,y) = 0<y<lochz>1,

(v) Om0<z<loch0<y<lI,

0? Fyy(2.) 0 ([ 223y + 3z%y? 62%y + 6xy? Fer(ey)
D0y xy\Z,Y o 9 5 x,y\Z, Y
2
Ovriga kombinationer av  och y kommer att ge Fxy(xz,y)=0.

0x0y

3 Vinteviarden

Vintevarden av funktioner av flerdimensionella stokastiska variabler fungerar analogt med tidi-
gare. Lat oss formulera en sats.

<>

g@ Vianteviarde och funktioner av stokastiska variabler
Sats. Lat Y = g(X) och W = h(U, V). I de kontinuerliga fallen blir

E(Y)= /_00 g(x) fx(z)dx och EW) = //R2 h(z,y) fuv(z,y) dedy,

o0

och om X, U, V ar diskreta:

= gkpx(k)  och  E(W)= Z > h( k)puy (G, k).

Det kontinuerliga fallet (med téthetsfunktion) kommer vi inte at pa nagot annat sitt &n
att egentligen ta satsen ovan som definition. Om vi tdnker pa punkt (ii) i rutan foregaende
satsen, sa forefaller det ganska rimligt. Sammanséttningen g(Y") till exempel dr en ny stokastisk
variabel och da skulle

E(g(Y)) = / 9(V)(w) dP(w),

vilket dr precis hur satsen tolkas. I det diskreta fallet kan vi faktiskt producera ett bevis:

:ZkP(g( Zk Z P(X =m)

m:g(m)=k
_Z Z EP(X =m) =) _ P(X =m) Z k= Zg m),
m k:g(m)=k m k:g(m)=

om vi antar att serien dr absolutkonvergent i det odndliga fallet sa vi kan byta summationsor-
dningen. Rent praktiskt kan berdkningarna ga till pa foljande sétt.
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Q Exempel

Lat fxy(z,y) = 2om 0 < y < z < 1 och fxy(z,y) = 0 for 6vrigt. Bestdm vénte-
virdet E(XY + Y?2X).

Losning: Vi anvédnder satsen ovan:

Y
E(XY +Y?X) = / (zy +y°x) fxy (2, y) dedy
11 .
= 2/ / (zy + y*r) dydx
o Jo
§ it 1 T2 31"
7 =9 oty
; ]
1 4
= :/ (x3+ —) dz
0 3
X 1,22
415 60
-@’- Exempel
Lat X och Y vara oberoende med E(X) = 2, E(X?) = 8, E(Y) = -1, V(YV) = 2.

Berikna F(XY), E(X?Y?) och D(2X — 3Y).

Losning. Hér behover vi inte anvédnda satsen direkt. Eftersom variablerna dr oberoende
blir B(XY)=E(X)E(Y)=2-(—1) = -2, och

E(X?*Y?) = E(X>)E(Y?) =8E(Y?)=8(V(Y) + E(Y)*) =8-3 =24.
Vidare erhéller vi
V(2X —3Y) =22V(X) + (=3)>V(Y) =4(8 —2*) + 9 - 2 = 34,
sd D(2X —3Y) = v/34.

N

5% Exempel

Lat X och Y vara oberoende likaférdelade variabler med px (k) = py (k) = 1/4 om
k =1,2 och px(k) = py(k) = 1/2 om k = 0. Bestdm sannolikhetsfuntionen for

Z =X +Y, vanteviardet F(X +Y') samt variansen V(X +Y).

Losning. Vi borjar med att bestdmma pz (k).

Z=X+Y =n|Par (j,k) sa j+ k =n | Total sannolikhet
1 -

. N
_|_ NN

»th—l",;hi

NN N T
L Ll L
o= &= ||

= .
&=

L = W N = O
~— — ~— ~— ~—
~—~
—_

—_
~—
—~
N
(==}
~
O = N N N O
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Tva satt att berdkna vantevardet:

1 2\ 3

E(Z) = E(X +Y) = E(X) + E(Y) = —QkaX (o+ . +z> -3
Z’f L1003, 4 24 3
pz(k T st 16 2

Mojligen kan man tycka att det andra alternativet ser enklare ut, men da har man glomt bort
allt arbete som gick at till att skapa tabellen ovan. Det forsta alternativet ar néstan alltid det
enklaste. Variansen berdknar man enklast enligt foljande

1
V(Z) = V(X +Y) = [oberoende variabler] = V(X) 4+ V(Y) =2V (X) = 3
eftersom vi vet att
2
9 1 4 9 1
2\ _ 2 _ 2 2 Loy _ 24
V(X)=E(X?) - E(X)” =) kpx(k) G <o+ i 4> T

4 Kovarians

Vi har betraktat variansen for stokastiska variabler, men kan man séga nagon om variationen
mellan tva variabler utan att stirra sig blind pa sannolikhets- eller tathetsfunktionen? Visst
kan man det, och svaret kommer i form av kovarians eller korrelation

Definition. Lat X och Y vara tva stokastiska variabler sadana att E(X) = ux, V(X) = 0%,
E(Y) = py samt V(Y) = of. Kovariansen C'(X,Y") definieras enligt

CX,Y) = E((X = ux)(Y — py))
och korrelationen mellan X och Y enligt

C(X,Y)

p(X,Y) =
Ox Oy

Bade kovarians och korrelation dr ett matt pa linjart beroende mellan X och Y déar korre-
lationen dr normerad sa det gar att jamfora olika fall.

Okorrelerad
Definition. Om C(X,Y) = 0 kallas X och Y for okorrelerade.

Kovariansen uppfyller foljande egenskaper.
(i) C(X,Y)=E(XY)—- EX)E(Y).
(i) Om X och Y &dr oberoende sa ar C'(X,Y) = 0.

(iii) [p(X,Y)| < 1 med likhet om och endast om det finns ett linjért samband mellan X och Y.
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(iv)
(v)

C(X,X)=V(X).

m n

C <(J,O + ZaiXi, bo + Z[%Y}) = Z ZCLJ%C(XZ, Y)
i=1 j=1

i=1 j=1

Bevis.

(i)

Detta foljer fran i princip samma argument som Steiners sats. Lat oss expandera definition
av kovarians:

C(X,Y) = E(X—px)(Y —py)) = E(XY)=ux E(Y)—py E(X)+puxpy = E(XY)—pxpy,
vilket ar precis vad vi ville visa.

Eftersom X och Y &r oberoende, sa foljer det att E(XY) = E(X)E(Y). Detta leder
givetvis med foregaende punkt i tanken till att C'(X,Y") = 0.

Vintevirdet av en kvadrat édr givetvis icke-negativt, sa

0<E ((X;,UX iY;,UY>2>
= B — ) + o B — ) 2T )

—2(1+p(X,Y)).

Alltsa maste |p(X,Y)| < 1. Dessutom ser vi pa kopet att om p(X,Y) = 41 sa maste
vantevardet av kvadraten vara lika med noll, sa

X — Y — X —
Px 270 & Y:Wi—w( 1x)
Ox Oy ox

& Y =aX +0.

Saledes ér beroendet mellan X och Y i form av en rét linje. En lite kvalifikation ar
nodvandig: det ar en integral som blir noll och vi drar slutsatsen att integranden &r noll.
Detta ar inte helt sjalvklart. Nu rakar vi veta att integranden &r icke-negativ, sa vi har
ingen negativ area som spokar. Men vi kan fortfarande modifiera integranden hér och
dér utan att dndra integralen, sa viss forsiktighet dr nodvandig. Formellt heter detta att
likheten géller ndstan dverallt. Men vi &r tillbaka till Lebesgue-integralen nu, sa lat oss
lamna omradet kvickt.

Vi ser direkt att
C(X,X)=E(X?) - EX)*=V(X)

vilket &r variansen enligt Steiners sats.

Ohyggligt abdke som lamnas som 6vning.. skidmt asido sa kommer ni stéta pa detta
igen, men da med metoder fran linjir algebra i bagaget sa saker och ting faktiskt gar att
hantera utan tarar.
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Observera att C(X,Y) = 0 inte nédvandigtvis innebér oberoende. Lat till exempel X vara
rektangelfordelad enligt X ~ Re(—1,1) och definiera Y = X?. Uppenbarligen beroende
variabler, men
!
C(X,Y)=E(XY)-EX)EY)=E(X*-0-EY)=E(X? = / z? - 5 dr =0,

-1

ksé X och Y ar okorrelerade.

5 Vad innebir korrelationen grafiskt?

Korrelation anvands ofta for att avgéra om det finns ett linjiart samband mellan x och y-varden
nir vi pa nagot sétt fatt en samling data (z1, 1), (T2, %2), - .-, (Tn, yn). Aven detta aterkommer
i ndsta del av kursen!

p =~ 0.01 p~0.5
T T T T T T
x x
X X
2 < X . x - 2+ x N x*(x*i & n
x x XX x ¥ x
w1y xx Xox X » x ,?(; o &)Qtf x
X % x, XX x % X g X xR %5 Xx X w X
L AR
&&&xmwx* X% x ol X X okt x%x &xx N
0 g(><>< %y x‘(;&xxx ¥ xxxx§><“ N N x xx%x x % % el T
x
>s): Lx x)&’(‘ x!?‘ x x x x % X
x X x X &;»(x% x x x XXX"%(XX* x X x <
X x % x % % x x}‘ﬁx :éﬁ x,:( x
X x X % X X
x X x N —9] x x X xXx x N
9 x % %X x X
x
_ L x X — x x
x X X
x x
| | | | | | | | | | | |
-2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2
pr —0.5 p ~ 0.99
T T T T
x x 4+ x |
21 N XX |
X ); x " x
x x x xx xx %
i g i 2] ¥ 1
* x ’§<x<xxxx’§< )e;:x - X
P x
0 | x&;&)§<%”‘x*x xx >§<§xx B }%ﬁ(
y x X yx’& xxXx& < x
x % XX XX xx X X x x X 0 [ N
—1F xx Xyex xg‘xxmx’&‘( x x |
*
x x% 3
X xx x XX ’Q‘*
x
—o| ) S ¥ |
x o
x x
_3 L | | | | | - | | | |
-3 -2 -1 0 1 2 3 —2 0 2 4
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p~—0.7
T
x
x
2 [ X x n
»*
x
X X
x e e i x
KL
X X% x x X x
0 * x"yx,%* ,;:;'}m xx
Xx x X)ﬁ“)?&x X
zxxy xX x x,z‘
X x* X &x
® xxX
X " x%x xx x
%y X xx xxxx
_2 [ xx ig x
x
| | | | | |
-3 -2 -1 0 1 2
p =~ 0.2 (wtf?)
T T T
2%
L X
1 2 z 2
x % X X *%
x : x ’>‘< X x
0.5 x ¥ * % <
X X x p N
b3 x x x
X X X
OF x x ,i % x X
x X
x * x 4 §><< x
x x % x N : x
—0.5 % % x ¥ % x ’f(
% : x % x %
% X x % X X
x & % X
1 g ¥ 2
| |
—2 —1 0 1

T T
X x
27 x X x %
X% % x % X
< x:x x X
10 X xx X x : .
%y 25 m} x X< x
x xx xxxxxx§ x
ol " L X Exx *?s:‘xx K xxk x
x X X x % X%
x % x %% xx*k;& x X
x % XM Rp R % x ¥y
,&xx& 5 X x x
-1+ x X x s x§ x: X ox o X
x * x
x K Xy
X x x % N
x
» X x x
-2 . 5
|
-3 -2 -1 0 1 2
p=0
T
41+ % x
*x g
3| X
B
X 0l
XX
2| X% o
x X% x X%
x
Xx{& X
1} x g
’S<xx>§’<‘xx;“ < ’S\°§f§“
% % x X %
e o X
0 Rl O
XXX
X&
—2 —1 0 1 2

6 Funktioner av stokastiska variabler

L

&

Exempel

Om X ~ Exp(\), vad far Y = ¥ for tithetsfunktion?

Losning: Vad blir fy? Vi ser att Y > 0 fran definitionen sa fy(y) = 0 for y < 0. Vi stéller

upp Fy(y) for y > 0:

Vi deriverar fram fy(y) = Fy(y) = i - fx(logy). Vi vet att fx(z) = e ™ for > 0 och

Fy(y) = P(Y <y) = P(e* <y)=P(X <logy) = Fx(logy),

om x < 0 blir fy(z) =0. Eftersom logy < 0da 0 <y < 1 far vi tva fall:

fr(y)

Ae—/\logy7
Y
0,

y>1,
y <1,
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L

Q Exempel
Om X ~ Re(—1,2), vad far Y = X? for téithetsfunktion?

Losning: Om y < 0 sa maste Fy(y) = P(Y < y) =0 (Y = X? kommer aldrig att vara
negativ). Lat oss anta att y > 0. Vi berdknar

Fy(y)=PY <y)=P(X*<y)=P(—/y< X <)
= P(X <y) — P(X < —y) = Fx(\/y) = Fx(—=/Y).

Vi antar att fy &dr kontinuerlig och deriverar fram ett uttryck:

o) = ) = { mal VI v

Vidare vet vi att fx(z) =1/3 om —1 <z <2 och fx(z) = 0 annars, sa

0, y <0,

1

— <
pw={ % S0

6\/?7 —y Y

0, y >4

Om vi har den simultana téathets- eller sannolikhetsfunktionen sa kan vi hitta fordelningar
for funktioner av flera stokastiska variabler. Lat oss betrakta ett par vanliga exempel.

N2

Q Exempel
Lat X ~ Exp(1) och Y ~ Exp(2) vara oberoende. Berdkna téithetsfunktionen for Z = X 4+Y.

Klart att fyy(z,y) = fx(@)fy(y) =2-1-e* 2 f6r x > 0 och y > 0 (annars fxy = 0).
Vi soker fz(z). Det ar klart att om z < 0 sa dr fyy(z,y) = 0. Antag att z > 0. Vi stéller
upp fordelningsfunktionen Fz(z) for Z, och for det behover vi ha klart for oss vilket omrade vi
integrerar Gver:

z

r+y==z

X

17



Fordelningsfunktionen blir nu, fér z > 0,

o) = P(X+Y < 2) = // Py (@, y) dyda

= 2/ / 2 dydx = / e?(1— e 2t72)) dg
0
— / —e Y dr =1+ e —2e77,
0

och vi kan derivera fram fz(z) = Fj(z) = 2¢ % — 2¢7?*. Kontrollera att fz(z) > 0 samt

att/ fz(z)dz = 1.
0

-
<>

e Faltningssatsen

Sats. Om X och Y &r oberoende kontinuerliga stokastiska variabler sa ges tathetsfunktio-
nen fy for Z =X +Y av

z) = /OO fx(@)fy(z —x)dz, z€R.

Motsvarande géller for diskreta variabler:

k) = pr(j)PY(k —J).

N

@ Min och max

Vad blir fordelningsfunktionerna for maximum respektive minimum av tva oberoende stokastiska,
variabler?

Lat Y = max(X;, X3). Da blir
Fy(y) = P(max(X,, Xy) <y) = P(X; <yoch X, <y) = P(X; <y)P(X; <y)
= Fx, (y) Fx, (y).
For Y = min(X7, X5) sa erhaller vi
Fy(y) = P(min(X1, X3) <y) =1— P(min(X;, X3) >y) =1— P(X; >y och Xy > y)
— - P(X, > ) P(Xs > y) = 1— (1= P(X, < 9)(1 — P(X < )
=1—(1-Fx,(9)(1 - Fx,(y)).

En vanlig situation dar dessa uttryck dyker upp é&r i parallell- och seriekoppling av system.
Schematiskt kan man beskriva dessa situationer med blockscheman.

- s
—-

Seriekoppling. Bada kanalerna maste fungera. Parallellkoppling. Récker att en kanal
Ger minimum av livslangderna. fungerar. Ger maximum av livsldngderna.
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7 (%x)Formell definition av 2D-stokastisk variabel

[ R? ir Borelfamiljen 2 den minsta o-algebra som innehaller alla éppna rektanglar (a, b) x (¢, d).

W( Stokastisk variabel

Definition. En tvadimensionell stokastisk variabel &r en reell-vektorvird funktion (X,Y)
(tva komponenter) definierad pa ett utfallsrum . Alltsa avbildar (X, Y") olika utfall pa reella
vektorer; (X,Y): Q — R?. Vi krédver att (X,Y) ! (B) € F for alla B € 4. Algebran F &r
méngden av alla tillatna héndelser. Om (X,Y’) bara antar &ndligt eller upprékneligt manga
vérden sa kallar vi (X,Y") for en diskret stokastisk variabel. Om varken X eller Y &r diskret
kallar vi (X,Y) for kontinuerlig.

8 (x)Bokigt exempel

Tva sitt att rikna ut F(g(X))
Lat © ~ Re(0,7/4) vara likformigt fordelad och definiera Y = cos ©. Vad blir E(Y)?

Losning: Det enklaste séttet dr att anvinda satsen fran borjan av foreldsningen:

E(Y) = E(cos9) —/OO cos@f@(ﬁ)de—é/()ﬂ/40089d9— 4 <£—0) :&.

T T 2 T

— 00

Den andra varianten borjar med berdkning av tathetsfunktionen for Y = cos ©. Vi stéller upp
fordelningsfunktionen forst:

Fy(y) = P(Y <y) = P(cos© < y) = P(O© > arccosy) = 1—P(O < arccosy) = 1—Fg(arccosy).

Hér har vi utnyttjat att cosf &r avtagande for 6 € [0, 7/4]. Vi kan nu derivera fram fy (y):

-1 fo(arccos y)
fr(y) = Fy(y) = —Fo(arccosy) - == >

l—vy l—y

T P<y<l

i

0, for ovrigt.

{ 4_1 0 < arccosy <
s

Vi kan nu beriikna F(Y) enligt definitionen:

mm:/mwwwwzﬁﬂmiﬁi—@zip-Lwﬂ§:59

o T 0 T

Vilket metod tycker du ar enklast?

9 (x%x)Normalfordelning

Téthetsfunktionen ¢ foreslagen for normalférdelningen N(0, 1) &r en tdthetsfunktion. Beviset
ar sa roligt att jag inte kan lata bli, men det kraver lite flervariabelanalys. Vi behover visa att

/ e /2 dy = V2.
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Sattet vi kommer at det hela dr genom att titta pa kvadraten och tolka denna som en
itererad dubbelintegral:

</ eIQ/de> (/ x2/2dx) (/ e ymdy) // w4y’ /dedy
—00 0o _ R2

00 2
/ re "2 40 dr = 2r [ *’"2/2}
0 0

0
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