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Vi ér nu redo for att dyka ned i statistisk inferensteori! I sedvanlig ordning borjar vi med
att definiera lite begrepp sa vi ar éverens om vad det ar vi diskuterar.

Stickprov
Definition. Lat de stokastiska variablerna X;, Xs,..., X, vara oberoende och ha samma
fordelningsfunktion F'. Foljden X, Xo, ..., X, kallas ett slumpméssigt stickprov (av F'). Ett
stickprov x|, xs,..., x, bestar av observationer av variablerna X;, X,,..., X,,. Samtliga
mojliga observationer brukar kallas populationen. Vi séiger att stickprovsstorleken &r n.

L

@ Exempel
Antag att vi kastar en perfekt téarning 5 ganger och att dessa kast dr oberoende. Fore kasten
representerar den stokastiska variabeln X} resultatet vid kast k dér alla X} har samma fordel-
ning; vi vet dnnu inte vad resultatet blir, men kédnner sannolikhetsférdelningen. Foljden X,
k=1,2,...,5 ar det slumpmdssiga stickprovet.

Efter kasten har vi erhallit observationer x,x», ..., x5 av det slumpmaéssiga stickprovet.
Detta ar vart stickprov och bestar alltsa av utfallen vid kasten. Dessa observationer tillhor
populationen. Stickprovsstorleken &r 5.

Virt att notera ar att sprakbruket ibland &r slarvigt dér bade stickprov och slumpméssigt
stickprov anvénds for att beskriva bade foljden av stokastiska variabler och f6ljden av observa-
tioner (utfall). Det viktiga &r att halla koll pa vad ni sjélva menar nér ni genomfor analyser.

1 Representation av stickprov

Man kan representera statistiska data pa en hel dros olika siatt med allt fran tabeller till stolp-
diagram till histogram till ladplottar. L&s avsnittet i boken om detta. Vi nojer oss med att
titta lite ndrmare pa de verktyg vi kommer anvénda oss av i kursen. Ett mycket vanligt satt
att visualisera fordelningen for en méngd data dr med hjélp av histogram. Vi genererar lite
normalfordelad slumpdata i MATLAB och renderar ett histogram.



>> U = normrnd(10,3,500,1); >> U = normrnd(10,3,500,1);
>> histogram(U) ; >> histfit(U)
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Om vi testar med exponentialférdelning istéllet blir resultatet enligt nedan.

>> U = exprnd(10,500,1);
> histogram(U);

Ett ladagram (boxplot) representerar ocksa materialet, kanske pa ett enklare sitt for den
oinsatte i sannolikhetsfordelningar. Ladan innehaller 50% av resultaten och den vénstra lad-
kanten &r den undre kvartilen (25% till vénster om den) och den hiogra dr den 6vre kvartilen
(med 25% till hoger om den). Medianen markeras med ett streck i ladan. Maximum och mini-
mum markeras med sma vertikala streck i slutet pa en horisontell linje genom mitten pa ladan.
Vérden som bedéms vara uteliggare markeras med kryss ldngs samma centrumlinje.



>> U = exprnd(5,500,1); >> U = normrnd(10,3,500,1);

>> boxplot(U, ’orientation’, ’horizontal’); >> boxplot(U, ’orientation’, ’horizontal’);
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Vi kan tydligt se skillnad pa hur métvéirden &r spridda. Jamfor d&ven med motsvarande
histogram ovan.

1.1 Tva-dimensionell data

Vi kan #ven ha métvéirden i form av punkter (z,y) och den vanligaste figuren i dessa samman-
hang &r ett spridningsdiagram (scatter plot) dar man helt enkelt plottar ut punkter vid varje
koordinat (z;,y;).

>> U = normrnd(10,3,500,2);
>> scatter(U(:,1), U(:,2), ’x’);
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Vi ser fran figuren att vérdena verkar vara centrerade kring (10,10) och att det verkar
foreligga nagon form av cirkuldr symmetri. Stdmmer det for den bivariata normalférdelningen
nar komponenterna ar oberoende? Vi kan édven rendera ett tva-dimensionellt histogram.



>> hist3(U);

Vad giller om variablerna i den bivariata normalfordelningen inte dr oberoende?

>> mu = [10 10]; rho = 0.90; s1 =1; 82 = 1;
>> Sigma = [sl*sl sl*s2*rho; sl*s2*rho s2%s2]
>> R = chol(Sigma);

>> z = repmat(mu, 200, 1) + randn(200,2)*R;
>> scatter(z(:,1),z(:,2), ’x’);
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Virdena verkar fortfarande vara centrerade kring (10, 10) (i nagon mening) men symmetrin
verkar nu utdragen diagonalt. Stédmmer det for en bivariat normalférdelningen med korrelatio-

nen 0.907 Ett histogram kan genereras som ovan.

>> hist3(z);

Nagot konstigare? Visst.

>> x = (-10:0.05:10); y = sin(x) + normrnd(0,0.25,size(x));
>> scatter(x,y,’x’);
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Vi kan tydligt urskilja sinus-termen och nagot slags brus som gor att det inte blir en perfekt
linje. Kan man fa bort bruset?



2 Punktskattningar

Antag att en fordelning beror pa en okédnd parameter 6. Med detta menar vi att fordelningens
tathetsfunktion (eller sannolikhetsfunktion) beror pa ett oként tal 6, och skriver f(x; 6) respek-
tive p(k; @) for att markera detta. Om vi har ett stickprov fran en férdelning med en okénd
parameter, kan vi skatta den okédnda parametern? Med andra ord, kan vi gora en "gissning” pa
det verkliga viardet pa parametern 67

gf Punktskattning
Definition. FEn punktskattning 0 av parametern @ ar en funktion (ibland kallad stickprovs-
funktion) av de observerade virdena x1, s, ..., T,:

g = g(x1,Ta, ..., xy).

Vi definierar motsvarande stickprovsvariabel &) enligt

O =g(X1, Xs,..., X,).

Det ar viktigt att tdnka pa att 0 éir en siffra, berdknad fran de observerade véirdena, medan &)
dr en stokastisk variabel. Som vanligt anvénder vi stora bokstdver for att markera att vi syftar
pa en stokastisk variabel. Sambandet mellan 6 och © &r alltsa att 6 &r en observation av den
stokastiska variabeln ©. Férutom detta dras vi fortfarande med det okénda talet 6, som inte
ar stokastiskt, utan endast en okénd konstant.
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@ Exponentialférdelning

Betrakta en exponentialférdelning med oként vintevirde. Formeln &r vélkand: for alla x > 0
giller att f(z; p) = p~texp(u~'z). Parametern 0 #r alltsa vinteviirdet u i detta fall. Ibland
anvander man exponentialférdelningen for att beskriva elektriska komponenters livsléngd, och

genom att betrakta ett stickprov kan man da uppskatta livslangden for en hel tillverkning-
somgang.

N Stokastiskt eller ej?

Var noggran med att tydligt visa och gora skillnad pa vad som &r stokastiskt eller inte i din
redovisning! Vi har tre storheter:

(i) 6 — verkligt viarde. Oként. Deterministiskt.

(i) 6 — skattat viirde. Ként (beriknat frén stickprovet). Deterministiskt.

~

(iii) © — stickprovsvariabeln. Denna &r stokastisk!

Sannolikheter som beréiknas bor anvénda sig av © da © beskriver variationen hos 8 for olika
stickprov. Om bara 6 och 6 ingar dr sannolikheten alltid noll eller ett (varfor?).

Sa om vi har ett stickprov fran en fordelning som beror pa en okénd parameter, hur hittar
vi skattningsfunktionen ¢? Fungerar vad som helst?
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@ Exempel

Vid fyra dagar pa en festival gjordes ljudnivamétningar vid lunchtid. Foljande métdata er-
holls: 107dB, 110dB, 117dB, 101dB. Vi antar att métningarna &dr observationer av oberoende
och likaférdelade variabler med oként véantevirde p. Hur hittar vi en skattning z?

(i) = 100dB &r en skattning.

(i) # = 107dB (den forsta dagen) &r en skattning.

(i) @ = (1074 110+ 117+ 101)/4 = 108.75dB (medelvérdet) &r en skattning.
) B=

min{107,110,117,101} = 101dB &r en skattning.

(iv

Sa svaret dr i princip ”ja,” alla varden f som ir tillatna i modellen vi betraktar &r punkt-
skattningar. Hur véljer vi da den bésta, eller atminstone en bra, punktskattning? Stickprovs-
variabeln © #r en stokastisk variabel, sa normalt sett har den en téthetsfunktion (alternativt
sannolikhetsfunktion). Vi skisserar en ténkbar tathetsfunktion for o (tank dock pa att o typisk
dr en flerdimensionell stokastisk variabel da © = 9(X1, Xa, .., X))

Y

E(I(:)) 6

) T+

Vi vet att § beriiknas fran observerade siffror, sa f kan hamna lite var som helst. Dessutom
vet vi inte om véintevirdet £(O) sammanfaller med det okénda vérdet 6. Sa hur kan vi da avgora
om en punktskattning &r bra eller inte? Det finns tva viktiga kriterier: vdantevdrdesriktighet och
konsistens. Vi aterkommer till dessa nésta foreldsning.

(f Vintevirdesriktig skattning
Definition. Stickprovsvariabeln © kallas véntevéirdesriktig (vvr) om E(©) = 6.

Om en punktskattning inte dr véintevérdesriktig pratar man ibland om ett systematiskt fel.
Vi definierar detta som skillnaden F (@) 0. En vintevardesriktig skattning O har allts inget
systematiskt fel; i "medel” kommer den att hamna rétt (tdnk pa de stora talens lag).

W Systematiskt fel; bias
Definition. Om F (C:)) — 0 # 0 s& séiger vi att © har ett systematiskt fel (ett bias).




2.1 Vanliga punktskattningar

Vissa punktskattningar &r sa vanliga att de ha fatt egna namn. Vi vill ofta skatta medelvirdet
som positionsmatt och stickprovsstandardavvikelsen dr ett vanligt matt pa spridningen.

%7 Stickprovsmedelvirde
1 « - 1
Definition.  Stickprovsmedelvirdet T = — le 4r en observation av X = — ZXi som
= Wi
| skattar vantevardet.

W( Stickprovsvarians och stickprovsstandardavvikelse
1 n
Definition.  Stickprovsvariansen, definierad av s* = 1 g (z; — Z)?, &r en observation
n—1%&
. n =1
av % = ] E (X; — X)? som skattar variansen. Stickprovsstandardavvikelsen s = v/s2
n JR—

i=1
ar en skattning av o.

Varfor n — 17 Vi aterkommer till det nésta foreldsning.

3 Vilka skattningar &r bra?

Nér vi har ett stickprov fran en fordelning som beror pa en okédnd parameter sa fungerar alltsa
i princip vad som helst som skattning pa parametern. Funktionen g &r saledes godtycklig. Vi
vet att 0 berdknas fran observerade siffror, sa # kan hamna lite var som helst. Dessutom vet vi
inte om véntevirdet £(O) sammanfaller med det okénda vérdet 6. Sa hur kan vi da avgéra om
en punktskattning ér bra eller inte? Det finns tva viktiga kriterier: vdntevdrdesriktighet som vi
sag ovan och konsistens.

Om en punktskattning inte dr véntevérdesriktig pratar man ibland om ett systematiskt fel.
Vi definierar detta som skillnaden F(©) — 0. En véintevardesriktig skattning © har alltsa inget
systematiskt fel; i “medel” kommer den att hamna ratt (tdnk pa de stora talens lag). Vi vill

ocksa girna ha egenskapen att en punktskattning blir battre ju storre stickprov vi anvénder.

gf Konsistent skattning

Definition. Antag att vi har en punktskattning én for varje stickprovsstorlek n. Om det for
varje € > 0 géller att R
lim P(|6, — 0| >¢€) =0,

n—o0

sa kallar vi denna punktskattning for konsistent.

Teknisk definition, men innebérden bor vara klar. Nér stickprovsstorleken gar mot oédnd-
ligheten sa dr sannolikheten att skattningen befinner sig néra det okédnda vardet stor. Villkoret
for konsistens kan vara lite jobbigt att arbeta med sa foljande sats &r ofta anvéndbar for att
kontrollera konsistens.



<>

g Ett kriterium for konsistens
Om E(6,) = 6 for alla n och lim V(6,,) = 0 sa ér skattningen konsistent.
n— o0

Bevisskiss: Héar anvédnder vi Tjebysjovs olikhet: om a > 0 och X &r en stokastisk variabel

1
sa att E(X) = pu och V(X) = 0? < oo, sa giller P(|X — p| > ao) < —. Om vi later a = /o,
a
2
for fixt € > 0 sa erhaller vi P(|© — 0| > ¢) < 0—; — 0 dan — oo, eftersom 02 = V(0,) — 0
€

da n — oo. O

0.40 1

Mindre varians for © medfér att sannolikhetsmassan &r mer centrerad kring véantevardet
(vid symmetrisk fordelning).

L

Q Exempel
Betrakta exemplet med ljudnivaerna igen, vi hade foljande méatdata: 107dB, 110dB, 117dB,
101dB. Vi undersoker skattningarna lite ndrmare.

(i) = 100dB &r en fix siffra och kan varken vara véntevardesriktig eller konsistent. Dalig
skattning.

(ii) Den forsta siffran dr en observation av den forsta variabeln X i stickprovet. Alltsa
ar M = X;. Eftersom E(M) = E(X;) = p sa dr skattningen véntevirdesriktig. Med
konstant varians oavsett stickprovsstorlek kan den dock inte vara konsistent.

(iii) Medelvérdet dr bade véntevirdesriktigt och konsistent; se nésta avsnitt!

Nér det galler det sista forslaget sa blir det lite klurigare nér vi bildar minimum av obser-
vationerna. Om vi undersoker ett specialfall dér variablerna &r exponentialfordelade, ség till
exempel att X; ~ Exp(u), sa kan man faktiskt visa att (inte sjalvklart)

M = min{X1, X, X3, X4} ~ Exp(p/4).

9
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Saledes erhaller vi att E(M) = p/4 # u. Alltsa ér inte detta en vintevirdesriktig skattning
av u. Notera att vi hiar behovde anvinda fordelningen for variablerna X; for att kunna svara pa

fragan dessutom. Gar det att korrigera skattningen (sa att den blir vintevirdesriktig) i detta
fall?

3.1 Effektivitet — jimforelse mellan skattningar

Sa om vi har tva olika stickprovsvariabler © och ©*, hur avgor vi vilken som ar "bast”? Om
bada ar vantevardesriktiga och konsistenta, kan man séga att en &dr béattre?

W Effektivitet
Definition. En skattning © kallas effektivare in en skattning ©* om V((:)) < V(OY).

Den stickprovsvariabel med minst varians kallas alltsa mer effektiv, och med mindre varians
kénns det rimligt att kalla den skattningen béttre (om den &r nagorlunda véntevérdesriktig).

4 Momentmetoden

Sa kan man systematiskt finna limpliga skattningar pa nagot sdtt om man kénner till viss
information om fordelningen? Svaret &ér ja, det finns manga sadana metoder. Bland annat
momentmetoden, MK-metoden (minsta kvadrat), och kanske den vanligaste, ML-skattningar
(maximum likelihood). Vi bérjar med att betrakta momentmetoden.

ﬁf Momentmetoden (fér en parameter)

Definition. Lat E(X;) = p(0) for alla i. Momentskattningen 6 av 0 fas genom att l6sa

ckvationen p(0) = 7.

L

@ Exempel
Lat 21, Ty, . .., T, vara ett stickprov fran en fordelning med tiithetsfunktionen f(x; ) = fe=%
for z > 0. Anvind momentmetoden for att punktskatta 6.

Losning: Vi borjar med att berdkna vintevérdet, det vill sdga funktionen pu(6). Alltsa,

o) —0x ] ® e
w(0) = / e dr = [x@e 1 +/ e =971,
0 —0 0 0

~

Vi l6ser nu ekvationen p(6) = Z, och erhaller da att

0'=7 o 0=

Y

S

sa lange T # 0. Momentskattningen av 6 ges alltsa av = (z)~'. Vad hinder om T = 07?

Om man har flera parametrar da? Har visar det sig varfor metoden ovan kallas for just
momentmetoden.

10



Moment

Definition. Lat X vara en stokastisk variabel X. For k = 1,2, ... definierar vi momenten my,
for X enligt my = E(X*).

Det forsta momentet m; ar alltsa inget annat dn vintevirdet for X.

W Momentskattning med flera parametrar

Definition. Lat X ~ F(x; 61,6,,...,60;) bero pa j okédnda parametrar 6;,6,,...,60; och
definiera m;(0y, 0o, . ..,0;) ;== E(X"), i = 1,2,... Momentskattningarna fér 6, k = 1,2, ..., j,
ges av l6sningen till ekvationssystemet

~ ~ 1=
mi(6’1,92,...,6’j)zﬁ E ZEZ, Z:1,2,7j
k=1

Observera att det inte ar sidkert att en losning finns eller att l6sningen &r entydig i de fall
den existerar. Vidare kan det &ven intriffa att 16sningen hamnar utanfér det omrade som &r
tillatet for parametern (i vilket fall vi givetvis inte kan anvénda den).

L

@ Exempel
Lat Xy ~ N(u,0%), k = 1,2,...,n vara ett stickprov. Hitta momentskattningarna for p
och o2

Losning. Vi vet att F(X) = p och E(X?) =V(X) + E(X)* = 0%+ 12, sa

W=7z,
PN
oo+ u :—Zxk
L
Saledes erhaller vi direkt att 7 = 7. For o2 dr
1 ¢ 1
~2 Zz 2 —\2
or=—) x;—T =--=—Y (xp—7)°.
e "=

Néstan stickprovsvariansen alltsa.

Vektornotation for parametrar
Definition. Nér vi har en férdelning som beror pa flera parametrar, sig 61,6,,...,0;, sa
skriver vi ibland @ = (61,65, ...,6;) € R’ som en j-dimensionell vektor. Notationen blir da
mer kompakt. Bokstédver typsatta i fet stil indikerar oftast en vektor i denna kurs.
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