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1 Vanliga punktskattningar

Vi stotte pa medelvardet och stickprovsvariansen under foregaende foreldsning. Dessa skat-
tningar ar vettiga skattningar av viantevardet och variansen i meningen att de ér vantevéardesrik-
tiga och konsistenta.

@ Medelvarde

— 1
Medelvardet X = — g X, ar en véantevardesriktig och konsistent skattning av véntevardet.
n
i=1

Bevis: Variablerna X ér oberoende och likaférdelade. Lat F(X;) = p och V(X;) = o2 for
alla 7. Eftersom vantevirdesoperatorn &r linjar sa géller att

— 1 & 1 & N
EX)=FE| - X; | =-— E(X;,))=—=p.
-5 (23 x) =13 m) - 2 -
Alltsa ar X en vintevirdesriktig skattning av pu.
Da variablerna ar oberoende kan vi gora en liknande kalkyl for variansen:
2 2

— 1 <& 1 <& no o
ViX)=V |- Xl =— V(iX,)=—=—.
) (Z)Z()

Hir ser vi att V(X) — 0 da n — oo, sa enligt satsen fran foregaende foreldsning ér skattningen
konsistent.

@ Stickprovsvarians
1 n
Stickprovsvariansen §* = 1 Z(Xz - X )2 ar en vantevardesriktig skattning av variansen.
n —

=l




Bevis: Detta bevis ér lite bokigare, men foljer samma princip.

1 — — 1 u — =
E X, — X)? | = E X2 -2X. X +X

i=1

n

T i 1 Z(E(Xf) —2E(X.X) + E(X)).

Vi vet att E(X) = p och att V(X) = 02/n. Steiners formel siger att E(Y?) = V(Y) + E(Y)?
for en stokastisk variabel Y, vilket vi kan utnyttja for att skriva

B(X2) = V(X)) + E(X))* =0+ 12 samt E(X°)=0>/n+

Vidare sa ser vi att

— 1 < 1«
E(X.X) = Nt B .
(X;X)=F (in > Xk.> - > E(XiXy)
k=1 k=1
och eftersom E(X;X;) = F(X;)E(X}) = u? om i # k (eftersom dessa variabler #r oberoende)
och E(X?) = 0%+ p? (da i = k) kan vi skriva
E(X;X) = ((n = )y + 0* + ) /n = 1i* + 0°/n.

Vi atergar till det sokta véantevardet:

n
no? —no?/n 9

1
n_1;(02+u2—2(u2+a2/n)+02/n—|—u2) = =

E(S?) =

Alltsa #r S? en vintevirdesriktig skattning (av 02). Viirt att notera ér att S = /.S? inte ir en
véntevirdesriktig skattning av o (men den anvénds oftast dndal).

2 Metoder for att hitta punktskattningar

Vi har slarvat lite i definitionen av punktskattningar nir det géller vilka viarden pa den okénda
parametern 6 som é&r tillatna. Vi infér begreppet parameterrum.

Parameterrum
Definition. Vi later )y beteckna parameterrummet av alla tillatna véirden pa parametern 6.

Parameterrummet &r alltsa en delméngd av R? dér p &r antalet parametrar (tdnk pa att 0
kan vara en vektor 8 = (0y,0s,...,6,)).

@ Exempel
(i) Om X ~ N(p,0?) kan vi tédnka oss @ = (u,0?), i vilket fall parameterrummet kan
representeras som R x (0, 00).

(i) Om X ~ Bin(n,p) dér n &r fixerad &r parameterrummet €2, = [0, 1].




Skulle vi med nagon metod hitta en skattning som faller utanfér parameterrummet maste
den forkastas. Sa ater till fragan hur vi hittar skattningar mer systematiskt.

2.1 Momentmetoden

Vi sag momentmetoden i forra forelasningen. Lat oss endast repetera vad den gick ut pa.

W Momentskattning med flera parametrar

Definition. Lat X ~ F(x; 61,6,,...,60;) bero pa j okédnda parametrar 6,6,,...,6; och
definiera m; (01,05, .. .,0;) == E(X"), i =1,2,... Momentskattningarna for 0y, k = 1,2,..., 7,
ges av losningen till ekvationssystemet

~ P
mi(91,92,...,9j):ﬁ E I‘;c, Z:1,2,,j
k=1

2.2 MK-skattning

Minsta kvadrat-metoden har vi egentligen stott pa i tidigare kurser, mer specifikt nér vi hittade
approximativa losningar till overbestdmda ekvationssystem. Faktum &ar att vi kommer att
upprepa den proceduren senare i denna kurs i samband med linjar regression.

Lat x1, 2o, ..., x, vara observationer av oberoende stokastiska variabler X, Xs,..., X, sa-
dana att E(X) = ur(0) och V(Xy) = o2 for k = 1,2,...,n (alltsd samma varians men
potentiellt olika véintevarden).

W Minsta kvadrat-skattning

Definition. Minsta kvadrat-skattningen for @ ges av den vektor 6 som minimerar

Q(6) = Zn: (o - uk(é))Q.

k=1

N

@ Exempel
Lat X4,..., X, vara ett slumpmaéssigt stickprov fran en fordelning F. Hitta MK-skattningen
for vantevirdet p.

Losning. Vi stéller upp funktionen

n

Q) =) (x — )’ e R.

k=1

Vi soker nu det virde i1 som minimerar (). Enklast ar att ta till envariabelanalysen och derivera
och soka efter stationéra punkter:

n n 1 n
0=Qu)=-2Y (w—p) & mu=)Y o © p=- u==r
k=1 k=1 —1

Ar detta ett minimum? Eftersom Q"(Z) = 2n > 0 #r det mycket riktigt ett minimum. Den
eftersokta MK-skattningen av viantevirdet ar alltsa g = 7.



2% Enkel linjir regression
12 ‘

Antag att vi gjort métningar y, pa nagot vid
vissa varden x,, k = 1,2,...,n och att ett 10 -
spridningsdiagram visar nagot i stil med fig-
uren till hoger. Det forefaller rimligt att det
foreligger ett approximativt linjart samband.
Kan vi hitta en linje som passar in i métse-
rien? Vi soker alltsa en linje y = Sy + f1x som
i nagon mening approximerar métresultaten. I o |
vilken mening? Dér finns flera sétt, men det
vanligaste &r nog att minimera kvadraten i fe- 0 h
len. | | ! \

H~ (@) (0¢)
I

Losning. Vi betraktar varje punkt (zy, yx) som att zj, dr fixerad och y, &r en observation av
en stokastisk Variabel Y = Bo+P1xr+€; dir € dr oberoende stokastiska variabler med F(e) = 0
och V(e;) = o2. Detta ér den typiska modellen vid linjir regression. Konstanterna (3, och 3
ar okédnda och det ar dessa vi vill bestdmma. Eftersom

E(Yk) = 60 + ﬁll'k och V(Yk) = 0'2

sa blir
n n

Q0. B) = > (e — V) = (0 — fo — Bri)”.

k=1 k=1

Minimering av denna funktion med avseende pa [y och §; ger skattningarna Bg och Bl. Jakten
pa minimum sker nog enklast med lite flervariabelanalys:

0=VQ=(Q,Q5) = Z — Bizj, zi(y; — Bo — Bizj))
sa . .
n50+512$j :Zyj & bt+bT=Yy
= =0
och

BOZij+BIZ$§:ZZEjyj = nﬁof—i—&Zx?:ijyj.
j=0 j=0 j=1 j=1 j=1

Forsta ekvationen ger att Sy =y — 517, sa
n n
nTY— finT 4 Y 2t =y
j=1 j=1

vilket om vi l6ser ut 3 leder till

Do %y —nTy (@ —T)(y; — )

Z;:l %2 —nz* 22:1(%' —T)?

b=



2.3 MlL-skattning

Lat X, Xs,..., X, vara oberoende stokastiska variabler med tathets- eller sannolikhetsfunk-
tioner f;(x; @) respektive p;(k;@). Vi antar att samtliga endera dr kontinuerliga eller diskreta.
Det typiska &r att alla variablerna har samma fordelning, men det &r inget nédvéandigt krav for
metoden (diremot forenklar det sa klart). Samtliga fordelningar beror dock pa en och samma
parameter @ som kan vara vektorvard.

W ML-skattning
Definition. = ML-skattningen for 6 &r det virde som gor att likelihood-funktionen L(6)
maximeras, dir

n

L(0) = [ [ fr(wx;0) = fr(21;0) - fa(w;0) -+ fulw0; 0)

k=1
i det kontinuerliga fallet och

n

L(0) = [ [ pr(zk; 0) = pi(21;0) - pa(22:0) - - pu(n; 6)

g det diskreta fallet.

Sa vad ar da ML-skattningen? Ganska enkelt &r det den skattning som gor att det stick-
prov vi observerat dr det mest troliga. Eftersom vi antar att variablerna som stickprovet ar
observationer av dr oberoende ges den simultana tédthets- eller sannolikhetsfunktionen av pro-
dukten av de marginella, sa vi véljer helt enkelt den skattning som maximerar den simultana
tatheten/sannolikheten.

Ofta niar man arbetar med ML-skattningar nyttjar man den sa kallade log-likelihood-funktionen:

1(6) = In L(8).

Denna funktion bevarar de flesta av de egenskaper vi ar intresserade av eftersom In &r stréngt
vixande och L(6) € [0, 1]. Specifikt sa har L(0) och [(0) samma extrempunkter.

N

@ Exempel
Lat x1, zo, . .., x, vara ett stickprov av en exponentialférdelning med okénd intensitet 6. Hitta
ML-skattningen for 6.

Losning. Tithetsfunktionen ges av f(z) = fe %, 2 > 0, sa

L(0) = [ e = 0 exp (—HZxk> = 1(0) =InL(0) =nlnb— 0>
k=1 k=1

= k=1

Vi undersoker var det finns extrempunkter och finner att



under forutsittning att 7 # 0. Ar detta ett maximum? Anvind det ni lirt er i envariabelanal-

ysen! Till exempel ser vi att
n

~ 5

sa l"(0) < 0 for alla @ > 0. Saledes &r det ett maximum vi funnit.

l//(e) —

L

@ Exempel
Lat X ~ Bin(n,p) med p okdnd och lat = vara en observation av X. Hitta ML-skattningen
for p.

)nfx

Losning. Sannolikhetsfunktionen ges av p(z) = ( Z ) p*(1—p)"7% sa

X

L(p) = ( " )pz (L—p)
= Ilp)=C(n,x) +xInp+ (n —z)In(1 — p),

dér C(n,z) &r en konstant (med avseende pa p). Parameterrummet ges av Q, = (0,1). Vi
deriverar och erhaller att

r n—x (l—-px—(Mm—-z)p x—np x
0=10(p)=~-— = = & xrx=np & p=-—.
) p 1-p p(1=p) p(1=p) n
ML-skattningen &ar saledes p = L om detta dr ett maximum. Vi kontrollerar:
n
| p
')+ 0 -
l(p) |/ max

Vad skulle hiinda om observationen blev x = 0 (eller z = n)?

3 Flera stickprov; sammanvigd variansskattning

Antag att vi har tva stickprov xq,ws,...,z,, och yi,¥9s,...,y, fran normalférdelningar med
olika véntevarde men samma varians. ML-skattningarna for respektive vintevérde blir i =T
respektive iy = 7. For standardavvikelsen kan man visa att den sammanvigda variansskat-
tningen (pooled variance) blir

o m-DS -1
n+m-—2 ’

dér s? och s2 dr stickprovsvarianserna for respektive stickprov. Formeln generaliserar naturligt
till fler stickprov. Vi kan &ven direkt se att

B(SY) = — - ((m = DE(S) + (n — )E(S3) = ;2 (m+n—2)0?) = o

m-+n— m-+n—

sa skattningen &r vantevéardesriktig.



4 Medelfel

Vi har anvént variansen V(0) (eller standardavvikelsen D(0)) for att jamfora olika skattningar
(effektivitet och konsistens). Mindre varians betyder helt enkelt att skattningen i nagon mening
ar battre. Detta &dr ett problem da dessa storheter i allménhet inte dr kéinda. Vad vi gor ar att

~

vi helt enkelt skattar de okénda storheterna i D(©) och kallar resultatet for medelfelet.

%7 Medelfel

Definition.  En skattning d = d(©) av standardavvikelsen D(O) kallas fér skattningens
medelfel.

-~

Vi ersiitter alltsa helt enkelt okédnda storheter i V(©) med skattningar. Givetvis paverkar
detta precisionen och séttet vi véaljer att ersitt de okénda storheterna har inverkan pa resultatet.

N

Exempel

Om X, ..., X, ir ett slumpmaéssigt stickprov av en N (u, 0?)-férdelning dér bade p och o2 &r
okdnda kan vi uppskatta @ med medelvérdet M = X. Séledes ér D(M) = in, men da o &r
okénd behdover vi skatta o med nagot. Forslagsvis med stickprovsstandardavvikelsen s, vilket

ger medelfelet
dM) = —.
() = -
Detta ar inte pa nagot siatt unikt. En annan skattning av o ger ett annat medelfel. Med det
sagt ar detta ett ganska naturligt val for medelfelet.

Ett annat vanligt exempel ar vid skattningar av andel. Ofta gor vi som i foljande exempel.

L

@ Exempel
Ett annat vanligt exempel r nér p ska skattas i binomialférdelning. Lat X ~ Bin(n,p). Vi

X N 1—
vet att V(X) = np(l — p) sa om vi skattar p med P = — erhaller vi att D(P) = u

n
Eftersom p ér okdnd kénner vi inte denna storhet exakt, men medelfelet skulle bli

d(P) = ﬁ(ln— 13)‘

5 Intervallskattningar

Vi har nu studerat hur man mer eller mindre systematiskt kan hitta skattningar for okédnda
parametrar nér vi har stickprov fran en férdelning som beror pa parametern. Den naturliga
foljdfragan &r givetvis hur "bra” skattningen &r. Vi har vissa matt i form av véntevéirdesrik-
tighet, konsistens och effektivitet, men gar det att sdga nagot med en given sannolikhet? Kan vi
hitta ett intervall som med en viss given sannolikhet maste innehalla den okédnda parametern?



Konfidensintervall

Definition. Lat xq,...,x, vara ett stickprov av en férdelning som beror pa en okénd
parameter § och lat a € [0,1]. Ett intervall I, = (6, 0y) kallas for ett konfidensintervall
for 0 med konfidensgrad 1 — o om

P(@L<9<@U):1—Oé.

Gréinserna 6, = a(xy,...,2,) och Oy = b(xy,...,x,) ir skattningar som beridknas fran stick-
provet. Dessa dndpunkter kallas konfidensgréinser.

Sa hur fungerar detta i praktiken? Ség

att vi har tillgang till 100 olika stick- o

prov @ = (z\? 2, .. ,xﬁf)) fran en I \ r ] :
och samma fordelning som beror pa %2 c ] ]
samma okdnda parameter 6. Vi hittar Ii : i ! ]
konfidensintervall for alla 100 stick- I ]
proven med konfidensgrad 1 — a. Da I f ]

kommer 100- (1 — «v) av dessa intervall I i ; ] !
att innehalla 6 (i snitt). 58 C L . ]
Av de 16 intervall till hoger dr det 4 Ty | ] :

som inte innehaller det verkliga vardet I, ! ]

pa 6. Sa med andra ord verkar det som I, f ]
att ungefar 12/16 = 3/4 av intervallen Lz f . | :

innehaller det verkliga virdet pa 6. Ii: L . ]
Detta innebér att konfidensgraden vid L [ ' ] !

skattningen kanske dr ungefir 75%.

A

Notera att det &r granserna i konfidensintervallet som &r stokastiska variabler (eller skattningar
dérav). Storheten 6 dr okdnd (och behover inte ens ligga i intervallet).

/A Inga intervall &r mer virda
Vi kan inte séga att till exempel Iy dr ett "béattre” intervall &n I3, utan det ar en binér fraga:
géller det att 6 € I eller inte.

Nagot som kommer bli viktigt ar foljande definition fran sannolikhetsteorin.

Kvantil

Definition. En a-kvantil A\, for en stokastisk variabel X ar ett tal A\, sadant att

P(X >)\,) =a.




Vi finner ofta kvantiler i tabell endera genom en explicit kvantiltabell eller genom att soka
upp sannolikheten 1 — a och identifiera (approximativt) vilket vérde pa x som gor att vi
erhaller Fi(z) = 1 — «, dér F &ar fordelningsfunktionen. Saknar vi tabell far vi istéllet 16sa

ekvationen
Ao

l—a= fx(z)dz.

Observera att svaret inte nodvéandigtvis ar entydigt.
Sa da kommer vi till nésta rimliga fraga: hur hittar vi systematiskt konfidensintervall med
given konfidensgrad?

, /‘-‘ Konstruktion av konfidensintervall

1. Stall upp en lamplig skattningsvariabel O for 0. Hir kan vi anviinda de metoder vi tagit
fram tidigare (moment-, MK- och ML-skattningar till exempel).

2. Konstruera en hjilpvariabel H (teststorhet) utifran ©. Hjslpvariabeln far endast in-
nehalla kidnda storheter utéver 6 (och om 6 férekommer flera ganger kan vi behova
skatta bort en del instanser for att fa nagot anvéndbart).

3. Sténg in hjdlpvariabeln i ett intervall = (¢,d) sa att P(c < H <d) =1 — a.
4. Los ut 0 ur olikheten ¢ < H < d:
c<H<d & a(Xy,...,X,) <0<bXy,....,X,)
vilket ger att P(a(Xy,...,X,) <0 <b(Xy,...,X,))=1—qa.

5. Ersétt de stokastiska storheterna Xi,..., X,, med observationerna z,...,x, vilket ger
intervallet

Ial_a = (a(l’l, 860 ,l’n),b(xla oo 71:”))

6 Konfidensintervall for p vid normalférdelning (o kénd)

Lat 1, Zo, ..., T, vara ett stickprov fran en N(u,o?)-fordelning dér vi kiinner o och vill hitta
ett konfidensintervall for p. En punktskattning for vintevirdet ges av

S
M=X==) Xy~ N(uo’/n).
n
k=1

Vi skapar testvariabeln

—

M —p
Z = ~ N(0,1).
ST~ N
Det foljer da att vi kan vilja ett tal A\, /o sa att
P(—Aa/g <4< /\a/g) =1—a. (1)

Talet A,/ dr a/2-kvantilen for en N(0,1)-fordelning och ges av Ay = @71(1 — a/2). Eftersom
vi saknar explicit uttryck for denna invers ér det enklast (utan dator atminstone) att sla i
tabell. Standardtabell som finns i formelsamlingen enligt nedan (vi far utnyttja symmetri for
att finna sannolikheter mindre &n 0.5).



1 } T
—>\a/2 /\a/Q

Det skuggade omradena ar sannolikheten att P(Z < —Xoj2) + P(Z > Aaj2).
Vi l6ser ut p ur olikheten i sannolikhetsmattet i ekvation (1) ovan:

—)\a/g < Z< )\a/Q =4 < M n < )\a/2

ag
\/_
<< M+ Agjp—

f' Vn

Om vi ersitter M med den observerade punktskattningen ;1 = T (medelvérdet av observation-
erna) sa far vi ett konfidensintervall

g g
I, = <T— Aa/z%’ T—F)\a/g%)

)\a/2\/—

—~

=4 M—)\a/g

med konfidensgrad 1 — a.

N

@ Exempel
Vid en métning av en process fick man féljande méatdata:

6.04 496 493 340 7.04 4.73 3.57 7.70 4.55 3.82

Antag att métningarna #r ett stickprov pa en normalférdelad variabel X ~ N(u,0 = 2)
(man tycker sig veta sa pass mycket om processen att standardavvikelsen anses vara kind).
Berikna ett 99% konfidensintervall for vintevérdet u.

Losning. Vi betraktar siffrorna som ett stickprov fran oberoende s. v. X; ~ N(pu, 0 = 2).
Vi punktskattar vinteviardet p med

%; N(p,2/v/10).

Vi skapar testvariabeln

—

_M-p
TN N(0,1).

Det foljer da att
P(—)\a/g <Z< )\a/g) =1-—aq, (2)

och da vi séker ett 99% konfidensintervall sa &r o = 0.01 och Ag o5 &= 2.575 (det sista ur tabell).

10



1 } T
—>\a/2 /\a/Q

Det skuggade omradet &r « - 100% av sannolikhetsmassan jamt fordelad pa svansarna.
Vi loser ut p ur olikheten i sannolikhetsmattet i ekvation (2) ovan och erhaller att

—~ 25752 25752
M- —— <y < M+ ——.
vio " V10

Om vi ersiitter M med den observerade punktskattningen i = 5.074 (medelvérdet av observa-
tionerna) sa far vi ett konfidensintervall I, = (3.45,6.70) med konfidensgrad 99%.

Sa vad gor man om o inte dr kind? Ja da skattar man helt enkelt o, men detta paverkar
fordelningen. Vi aterkommer till detta!

11



7 (%x)ML-skattning for normalfordelning

@ Exempel

Lat 1, Zo, . .., T, vara ett stickprov fran N(u,o?) déir bade p och o2 dr okénda. Hitta ML-

skattningarna for p och o2.

Losning. Vi har nu tva okdnda parametrar och likelihoodfunktionen ges av

L z — )? 1 1 & )
L(p,v) = H exp (—%) = WGXP <—% ;(ﬂfk — 1) > )

Pl 2T

dir v = 02, sa
n n
(2, v) = konstant — = Inv — — — )
(1, v) = konstan 5 v — o kl(xk 1)

Parameterrummet ges av Q,, = R x (0,00) och vi vill maximera [(y,v). Stationdra punkter
finner vi dar VI(u,v) = (0,0), sa vi berdknar de partiella derivatorerna:

n

1 n
k=1
och
n 1 —

Ly(p,v) = 9y T o2 Z(ﬂck — p)*.

Det ar tydligt att 4 =7 och

3
S|

1
20 202
k=1

sa VI = 0 precis da
1
=T och v:—g (1 — )2

S

Ar detta ett maximum? Vi underséker nirmare:
[ _n _n (:L’ M)
H(p,v) = pp — n Y " vz ,
(k) ( lgu Lo ) ( 2 (T — ) 2 v% Ek:l(xk - M)Q

- 1
dér vi later SS = E (zx — p)? och i punkten (u,v) = <E, — SS) blir
n
k=1

1 _n _n2
H(f, —SS):< 58 n3 0n3 ):( 55 (313 ),

vilket &r en negativt definit matris, sa detta dr ett maximum.
Vi vet sedan tidigare att skattningen for v behover ha faktorn 1/(n — 1) for att vara vén-

tevirdesriktig, sa ML-skattningen av o2 #r saledes inte vintevirdesriktig.

12
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