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1 Det grundliggande x>3-testet
Antag att vi har féljande situation

(i) Vi har n stycken oberoende stokastiska variabler X; med samma fordelning, dar X; har
precis £ mojliga utfall.

ii) Numrera utfallen enligt Ay, ..., A, och lat p; = P(A;) vara respektive sannolikhet. Da
g bj J P
arp; +pe---+pp = 1.

(iii) Lat Y;, i =1,2,...,k, vara antalet ganger hindelsen A; intréiffar.

For att konkretisera en aning, ténk att vi har k stycken lador A; vi kastar bollar i. Experi-
mentet &r uppstallt sa att en kastad boll alltid hamnar i en lada. Vi later p; vara sannolikheten
att en boll hamnar i lada A;. Vi kastar n bollar (oberoende) och réknar sedan hur manga
bollar Y; som det finns i varje lada. Givetvis kommer Y; ~ Bin(n, p;), men variablerna Y; ar
inte oberoende av varandra (antalet bollar i alla ladorna summerar till n).

Vad vi kommer gor &r att betrakta uppdelningar av denna typ och stélla upp hypotestest
dér vi later nollhypotesen Hj ges av

HO : P(Al) = D1, P(AZ) =D2, -, P<Ak) = Dk,
dar p1, po, ..., pr ar sannolikheter sa att p; + - -+ + pp = 1, och testar mot hypotesen
H, : det finns nagot j sa att P(A;) # p;.

Om H, &r sann, sa blir de forvintade frekvenserna E(Y;) = n-p;, 7 = 1,2,... k. Lat oss
definiera

Mw

7=1
dér y; &r observationen av Y. Ett stort véirde pa g borde rimligen indikera att Hj inte géller

atminstone nagot p; maste skilja sig markant fran det forvantade vardet np;).
g j Ja 818 J
Storheten ¢ &r en observation av den stokastiska variabeln

k
' -—n appr.
Q= Z p] Xk —1).
7j=1

Att detta blir approximativt y2-fordelat foljer av foljande sats.
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Sats. Med beteckningarna ovan giller att Z &G —np;)” konvergerar till X ~ x2?(k —1) i
— np;
7j=1
fordelning.
/-‘ Nar duger approximationen?

Foregaende sats giller alltsa asymptotiskt (da n — oo) och séger inget direkt om vad som
giller i det enskilda fallet. En tumregel &r att vi vill ha np; > 5 for j = 1,2,...,k for att
vara ganska sidkra pa att approximationen ar bra. Har vi lador med véldigt fa "bollar” i kan
| det héinda att testet inte blir bra.

2 Test av given diskret férdelning

Lat Xy, Xo, ..., X, vara oberoende diskreta stokastiska variabler med X, € A for nagon diskret
méngd A. Vi &r intresserade av att testa om X; ~ F' fér nagon given diskret férdelning med
sannolikhetsfunktion p(j), j € A. Vi kommer anvénda nollhypotesen

Hy: P(X =j)=p(), j €4,
och testar den med mothypotesen

H, : P(X =j) # p(j) for nagot j € A.

L

@ Exempel
Den stokastiska variabeln X antar vérden i méngden {0, 1, 2}. Vid 1250 observationer fann

man att X = 0 783 ganger, X = 1 425 ganger samt X = 2 42 ganger. Testa med sig-
nifikansnivan 1% om X ~ Bin(2,1/5).

Losning. Vi later Hy : X ~ Bin(2,1/5). Om vi antar att H, &r sann sa géller att

() )2
- (D)5
o= (1) () () -5

Kom ihag att kontrollera att dessa summerar till 1, det ar en billig kontroll pa tentan. Utifran
detta kan vi berékna de forvantade frekvenserna vid 1250 forsok (om Hy ér sann):

800, 7 =0,
np; = ¢ 400, j =1,
50, j=2.
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Testvariabeln g ges nu av

2 2 2 2 2
C—nps 783 — 800 425 — 400 42 — 50
qzz(xj np;) :( ) +( ) +( )

~ 3.2038.
np; 800 400 50

=0
Eftersom k = 3 dr ¢ en observation av Q "~ x*(2) om H, &r sann. Vi finner att
0.01=P@Q>xm(2) & xoo(2) =921

ur tabell.

t x
2
X0.01

Eftersom ¢ = 3.2038 < 9.21 kan vi inte forkasta H,. Fordelningen kan mycket riktigt vara
binomialférdelning med p = 1/5.

3 Test for kontinuerlig férdelning

Om vi istéllet har en kontinuerlig situation dér vi vill testa om métdata foljer en given fordel-
ning F' maste vi agera lite annorlunda. Vi skulle 6nska att stélla upp

Hy: X ~F

mot
H, : X har ej fordelningen F.

Men detta blir lite for komplicerat i det generella fallet.

Istéllet gor vi sa att vi diskretiserar det hela pa nagot sétt. Vi gor oftast detta genom att
skapa lador i form av intervall och sedan undersdka hur manga observationer som hamnar i
varje delintervall. Detta gor att vi inte exakt testar om nollhypotesen ovan utan vi testar en
svagare nollhypotes.

Lat X;, ¢ =1,2,...,n vara oberoende och likaférdelade variabler med tathetsfunktion f(z).
Vi viljer a;, 7 =1,2,...,k+ 1, sa att

—o0o<La; <ay << ap < apy; <00

och definierar A; = [a;, a;41[ for j =2,3,...,k och later typiskt A; =] — 00, as[. Vi definierar
sedan
aj+1
p;=P(X,€A;)= / f(x)dx.
a;

Om f &r en tathetsfunktion sa blir nu p; + py + - - - + pr = 1 och vi har téckt alla mojligheter.
Om stodet for f inte édr hela R modifierar vi naturligt definitionen (eller later f(z) = 0 utanfor
sin definition). En tumregel for valet ar att vi later £ ~ n/10. En annan tumregel &r att vélja
intervallen sa stora att alla p; &r ungefér lika stora.
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Hypotesen vi kommer testa &r
Holp(XEAj):pj, j:1,2,...,l€,

mot
H,: P(X € Aj) # p; for nagot j.

Skulle X ha ritt fordelning kommer H, att vara sann med stor sannolikhet, men om vi
styrker Hy innebér det inte nodvéndigtvis att det &r just den férdelning vi utgick fran nér
vi stéllde upp A; som &r den sanna (bara nagon med motsvarande sannolikheter i uppdelnin-
gen). Vill man ha ett starkare resultat krivs andra metoder.

o

Q Exempel
Séaljaren pa ELFA hédvdar bestdmt att livslangden pa en komponent ar exponentialfordelad
med véntevirde 2 ar. Uttrakade pensiondren Sture tror inte pa det utan képer 50 stycken
komponenter for att testa. Sture kopplar upp komponenterna och kikar till var 6:e manad for
att se hur manga som gatt sonder.

Tid (man) | <6 <12 <18 <24 <30 <36 <42 <48 <54 <60

Antal: 11 19 25 31 36 39 39 40 42 43

Undersok om antagandet &ar rimligt pa approximativt 1% nivan.

Losning. Vi kan organisera om datan mer anvindbart enligt hur manga enheter som gick
sonder under en viss tidsenhet. For att fa ungefar jamnstora klasser sa buntar vi ihop enligt
foljande.

Tid Hur manga dog
I, =10, 6) 11
I, =16, 12) 8
Iy = [12, 24) 12
I, = [24, 36) 8
I5 = [36, o) 11

Om vi antar H, sa géller att tédthetsfunktionen for livslingden hos en komponent X ges
av f(z) = p texp(—p ' x), sa

by b
P(GSX<b)=/ —exp (—E) dx = exp <_2) —exp (——).
o I I 7 M
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Med siffrorna ovan ser vi att

(pr=0.2212, k=1,
po=0.1723, k=2
P(X €I,) =< p; = 02387, k=3,
ps=0.1447, k=4,
|ps = 02231, k=5

Teststorheten vi anvdnder kommer nu ges av

= ++ = 0.1276.

1= . 50 0.2212 50 0.2231

5
7=

(z; —np;)? (11 —50-0.2212)? (11 — 50 -0.2231)2
npj

1

Om Hj #r sann si kommer ¢ vara en observation av Q "X x?(5 — 1) = x?(4), sa med det
kritiska omradet C' = (0, ¢) dir ¢ = 13.28, ser vi att vi inte kan forkasta Hy. Séljaren kan
mycket val ha rétt.

4 Skattade storheter

Normalt sétt kanske vi inte far exakt véntevirde (eller andra parametrar i fordelningen) utan

dessa maste skattas innan vi kan utfora testet. Hur paverkar det fordelningen for teststorheten Q7
Svaret &dr enkelt: for varje skattning vi gor tappar vi en frihetsgrad, under forutséttningen att

skattningen #r vettig (ML-skattningar brukar bete sig bra). Bevis &r ddremot lite bokigare (a

andra sidan far vi det férsta y*-testet mer eller mindre pa kopet). Far jag tid dver kommer

jag skriva ned det och uppdatera anteckningarna. Om vi antar att sannolikheterna p; beror pa

okinda @ = (0, 0y --- 0,)7, sa giller alltsa att

k ~ 2
0=y 0 "f;ge)) (k= 1),

np;
j=1 P;

under forutsédttning att skattningarna som anvénds beter sig tillrackligt bra.

L

Q Exempel

Linnea gor en signalbehandlingslaboration i matlab men hennes algoritm fungerar inte som
planerat. Givetvis tycker Linnea att felet maste ligga i matlabs sitt att generera normalforde-
lade slumptal. For att testa hypotesen att slumptalen inte dr normalférdelade genererar Lin-
nea 1000 slumptal och sorterar dessa i storleksordning foljt av en klassindelning sa det ar
precis 100 element i varje klass. Gréanserna kan ses nedan.

Undre gréns | 1.57 1247 15.00 17.04 1880 20.33 21.76 23.26 25.00 27.43
Ovre grans | 12.46 14.98 17.03 18.77 20.32 21.75 23.25 2499 2742 40.80

Det beridknade medelvirdet &r = 20.14 och stickprovsvariansen dr s?> = 35.25. Testa pa
| nivan 5% om vérdena ér normalférdelade.




Losning. Lat H : datan kommer fran N(u, o) och Hy : datan &r inte normalférdelad. Om
vi anvinder ¥ = 20.14 som skattning for véntevéirdet och s = 1/35.25 = 5.94 som skattning
for standardavvikelsen, sa kan vi (om vi antar att Hy &r sann) berdkna sannolikheterna for en
normalfordelad variabel Z att hamna i de olika klasserna enligt

s (52 L) (1) ()

o g g g o
b—20.14 a—20.14
”q)< 5.94 )_(I)( 5.94 )

Resultatet kan beskadas nedan.

Intervall Sannolikhet
I = (—o0, 12.46) 0.10
I, = [12.47, 14.99) 0.09
I3 =[15.00, 17.03) 0.11
Iy = [17.04, 18.77) 0.11
I5 = [18.78, 20.32) 0.10
Is = [20.33, 21.75) 0.09
I; = [21.76, 23.25) 0.09
Iy = [23.26, 24.99) 0.09
Iy = [25.00, 27.42) 0.10
Iy = [27.43, o0) 0.11

Vi ser redan nu att sannolikheterna vildigt ndra hamnar runt 10-delar (vilket borde ske om
normalfordelning géller med tanke pa konstruktionen). Men lat oss stélla upp teststorheten
och se:

=4.34.

;—np;)* (100 — 1000 - 0.10)? 100 — 1000 - 0.11)?
qzz(% Ilpj) :( ) +”_+( )
np; 1000 - 0.10 1000 - 0.11

} > XL

2
X0.05

Om H, dr sann sa ér ¢ en observation av x?(10 — 2 — 1) = x*(7) eftersom vi skattar tva
parametrar. Pa nivan 0.1% sa géller att P(Q > 14.07) = 0.05, och da 4.34 < 14.07 sa kan vi
inte forkasta nollhypotesen. Linnea har antagligen implementerat sin algoritm fel.

Att testa normalférdelning pa detta sétt dr inte helt lampligt. Det finns betydligt béttre
metoder som till exempel Kolmogorov-Smirnovs metod som istéllet baserar sig pa den empiriska
fordelningsfunktionen. Test av denna typ ger béttre resultat i allménhet.

Lat oss avrunda med att betrakta ett annat diskret exempel som exemplifierar hur vi
hanterar potentiellt oindligt manga utfall och skattade parametrar.
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@ Exempel
Astrid har slaktat 100 stycken brandvarnare och forsoker méata hur radioaktivt materialet ér.
I lamplig enhet finner hon féljande frekvensdata fran den 100 enheterna.

01 2 3 4 56
antal (y;) |8 8 30 17 21 9 5

7
2

Testa Hy : X ~ Po(u) mot Hy : X &r inte Poissonfordelad. pa nivan 5%.

Losning. Eftersom vantevirdet p dr oként maste vi skatta detta och det gor vi enklast med

7
1 : 0-84+1-8+---+7-2
LI P —2.92.
A= 1552 100

=0

Detta &r medelvirdet och det &r en rimlig skattning av véntevérdet (undersok om det dr MIL-
skattningen!). Om Hj &r sann kan vi rdkna ut sannolikheterna for de olika observationerna med
hjélp av sannolikhetsfunktionen for Poissonférdelning:

i o~
pi = P(X =1) :e_"u_— %6_’““.— =Di

7! 7!
for i = 1,2,3,... (odndligt manga mdjligheter). Vi maste sla ihop utfallen i svansen pa fordel-
ningen da sannolikheterna dér blir for sma (np; < 5 och dessutom har vi inget test for odndligt

manga mojligheter) sa vi testar att lata ¢ > 6 vara den sista klassen och gor om tabellen:

X=i |0 1 2 3 4 5 >6
antal (y;) | 8 8 30 17 21 9 5+42=7
100p; 54 158 23.0 224 16.3 9.5 7.61

Vi ser hir att samtliga np; > 5 (dven om den forsta dr ganska néra) sa kraven &r uppfyllda.
Vi réknar ut teststorheten
6 ~
(y; — 100p;)2 (8 — 5.4)2 7—7.61)2
-3 2 (8-54) (

a2 e — 901,
100p; 54 T TTa

Om H, dr sann sa édr g en observation av Q "~ x*(7—1—1) = x*(5) eftersom vi har 7 klasser
och skattar en parameter (med en vettig skattning). Ur tabell finner vi att P(Q > x32,5(5) =
11.07) = 0.05 och eftersom ¢ < 11.07 sa kan vi inte forkasta Hy. Det kan mycket vél vara sa
att observationerna kommer ifran en Poissonférdelning.

Y

2
X0.05



5 Homogenitetstest

Det kan ofta vara intressant att avgéra om egenskaper skiljer sig at mellan olika grupper. Lat oss
sitta upp foljande scenario. Vi har s stycken grupper eller serier av forsok som vi dr nyfikna pa

om de uppvisar samma sorts fordelning med avseende pa en méingd egenskaper A;, Ao, ..., A,.
Vi kan da stélla upp datan enligt foljande dér siffrorna éar absoluta frekvenser.

Egenskap 1 | Egenskap 2 Egenskap r | Summa
Grupp 1 N1 Nig Ny G,
Grupp 2 Ny Noo Ny, Go
Grupp S an Nn2 Nnr Gs
Summa E Ey E, N

Om vi antar att grupperna ar homogena, dvs att de uppvisar samma férdelning for egen-
skaperna, sa &r en bra skattning for sannolikheten p; att ett objekt har egenskap j helt enkelt

Vi formar samma sorts teststorhet som vi gjort innan

0=y

i=1 j5=1

G P ) appr.

X*((r = 1)(s = 1)).

Att det blir just (r — 1)(s — 1) kommer fran de linjira restriktioner som trillar ut ur tabellen

ovan. Vi kan se att
I8

Z(

Jj=1

NZ] - Gz ° pJ)Q aEEL
Gz’pj

Xo(r—1)

enligt tidigare argument, men da antar vi att p; dr kénda. Sedan summerar vi s sadana
oberoende variabler, sa resultatet blir x*(s(r — 1))-fordelat. Men nu vill vi skatta p; och for
varje skattning tappar vi en frihetsgrad. Mérk dock att vi inte skattar alla r stycken p;, utan
bara r — 1 stycken da den sista ges av att summan maste bli ett. Vi tappar alltsa r — 1
frihetsgrader. Totalt sett har vi alltsa s(r — 1) — (r — 1) = (s — 1)(r — 1) frihetsgrader.

Sa nér géller approximationen? Den géller under forutséttning att n;p; &r stora. En rimlig
tumregel &r att n;p; > 5.

L

@ Exempel
Fran en stor population fragar vi tva grupper om de tycker det borde vara lagligt att kasta
tallkottar pa hundédgare som inte haller sina hundar kopplade.

Grupp ‘ Kottkastning &r OK! Nej man far inte kasta tallkottar pa folk.
G, 59 41
Gs 145 55

Testa pa signifikansnivan 1% (approximativt) om det finns nagon skillnad mellan vad
grupperna tycker.




Losning. Vi utfor ett homogenitetstest.

Grupp Kottkastning &r OK! Nej man far inte kasta tallkottar pa folk. | Summa
G, 59 41 100
Go 145 55 200
Gy + Go 204 96 300
D; 0.68 0.32 1.0

Lat Hy : Grupperna tycker likadant mot H; : Grupperna tycker olika. Var observation av
teststorheten ges av
59 — 68)> 41 — 32)2 145 — 136)2 55 — 64)?
(9687  (11-327 ( 2, (55— 64)
68 32 136 64

Detta #r en observation av Q "~ x%*(1-1). Ur tabell finner vi att P(Q > 6.6349) = 0.01.
Eftersom ¢ < 6.6349 sa kan vi inte forkasta hypotesen att grupperna tycker lika.

~ 5.58&.

q:

o

@ Exempel

Alla som lyssnar pa hardrock i nagon form har sékert funderat 6ver vilken av Slayer-latarna
Angel of Death och Raining Blood som &r béast®. Examinator funderade 6ver om resultaten
ar homogena Over nagra olika grupper och samlade in foljande siffror pa internet:

Angel of Death  Raining Blood
Returntothepit.com 199 173
MetalStorm.net 47 43
RockBand. com 21 16
MetalRules.com 23 3

Utfor ett homogenitetstest pa nivan 5% for att se om man kan forkasta hypotesen att
asikterna dr likafordelade i de fyra olika grupperna.

aSjalvklart d&r Angel of Death den bésta av dessa tva, men det &r inte podngen!

Losning. Forst kompletterar vi tabellen med all information som behovs:

Angel of Death  Raining Blood | Summa (n;)
Returntothepit.com 199 173 372
MetalStorm.net 47 43 90
RockBand. com 21 16 37
MetalRules.com 23 3 26
Summa 290 235 525
D, (skattat p;) p1 = 0.552 P2 = 0.448 1.00

Vi berdknar observationen ¢

4 2
3oy b
i=1 j=1 Zp?
(199 — 372p1)* L (73— 372p,)? L (47— 90p; ) L3 90ps)?
372D 372ps 90p; 90p;
(21 = 3751)% (16 —3752)% (23 —26p1)2 (3 — 26]»)>
37D 37Dy 26D 26>

=12.43


Returntothepit.com
MetalStorm.net
RockBand.com
MetalRules.com
Returntothepit.com
MetalStorm.net
RockBand.com
MetalRules.com

Lat H, vara utsagan att favoriten bland de tva latarna &r likadant fordelad i alla fyra serier.
Det vill siga, att P(AoD favorit) = p; och P(RB favorit) = py géller i alla fyra serierna med
samma sannolikheter p;. Antag att H, &r sann.

} > T

2
X0.05

Vi forkastar Hy om Q > x2(3), d v s om den observerade testvariabeln hamnar utanfér det
skuggade omradet i figuren ovan. Med o = 0.05 finner vi att x3 ,5(3) = 7.81 (ur en tabell eller
med matlab), sa Q > x2(3). Vi kan alltsa forkasta hypotesen att alla grupperna tycker likadant
(ganska tydligt fran siffrorna att den fjérde raden skiljer sig markant fran de andra).

Svar: Vi kan forkasta hypotesen om homogenitet pa nivan 5%.

6 Skattningar for kovarians och korrelation

Om vi har ett stickprov (zg,vyx), & = 1,2,...,n, dir (X, Yx) ar stokastiska variabler med
samma fordelning, sa skattar vi kovariansen C' med

- 1 _ _
c= n_lz(:vk—:v)(yk—y)
k=1
och korrelationen med
c (@ =)k — )

p= = .
Sesy (S50 (e —2)2) Y (S T (e — 9)2)

Av tradition betecknar man ofta p = r. En naturlig fraga i detta skede & om vi kan séga
nagot om fordelningen for den skattade korrelationen under nagot lampligt antagande om det
slumpméssiga stickprovet. I vissa fall kan man det, men det ar inget vi ger oss in pa i denna
kurs.

7 Enkel linjir regression
Vi atergar nu till ett exempel vi stott pa redan vid ett flertal tillfdllen (om inte annat sa

i tidigare kurser som linjar algebra), ndmligen att anpassa en rit linje y = [y + fizx efter
métdata (x;,y;), ¢ = 1,2,...,n. Grafiskt illustrerat enligt nedan.
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Malséttningen ar att — givet en métserie — hitta den linje som approximerar denna serie pa
lampligt sétt. Det resulterar i ett par naturliga funderingar.

(i) Hur hittar man en approximativ linje systematiskt?
(ii) Om man upprepar forsoket, far man samma linje?

(iii) I vilken mening &r linjen optimal? Pa vilket sdtt méter vi avvikelserna mellan linjen och
métserien?

Vi ska forscka svara pa dessa fragor och for att gora det behover vi stélla upp en modell.

W Enkel linjir regression
Definition. Vi kommer betrakta foljande modell: givet (z;,y;), 7 = 1,2,...,n, déir vi
betraktar z; som fixerade och y; som observationer av stokastiska variabler

}/j:/BO—i_ﬁlxj_’_eja j:172a"'7n7
dér €; ~ N(0,0) antas oberoende (och likaférdelade). Den rita linjen y = 8y + iz kallas

regressionslinjen.
Vi anvénder beteckningen p; = fy + fiz; = E(Y;).

Ar det givet att denna modell &r sann? Nej, det ér inte sjdlvklart utan hinger pa vilka
forutsdttningar datan kommer fran. Déremot tenderar modellen att fungera bra i de flesta fall
om vi har en rimlig méngd observationer. Med notationen fran figuren ser vi att

Ty =Yj = Hy

om vi tar hénsyn till tecknet (positivt tecken om y; ligger ovanfér regressionslinjen). Ett matt
pa hur vél linjen approximerar métserien ges av kvadratsumman

n

ZT? = (v — )™

J=1
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Vi skulle kunna minimera denna summa med avseende pa (fy, 81), vilket ger MK-skattningar
for By och ;. Detta var det som hinde i exemplet fran foreldsning 7. Istéllet for att upprepa
argumentet gar vi over till den generella modellen for linjéar regression.

Dubbelindexeringen éar lite jobbig att arbeta med, sa lat oss ga 6ver till matrisnotation:

Y, Bo 51551 €1 1 = €1
Ys Bo  Prs €2 ) 5o €2
. = . . + . = .. + .
: : : : o B :
Yn BO ﬁlmn €n 1 Ty, €n
Vi later
Yi 1 T €1
Y- 1 =z €
Y = 2 , X = 2 , B= Ho , samt € = ’ ,
I
Y, 1 z, €n

vilket leder till sambandet
Y =XB+e

Saledes giller att
E(Y)=XB och Cy =l
dar I ar den n-dimensionella enhetsmatrisen och Cy ar kovariansmatrisen for Y. Vi soker

MK-skattningen B for B, vilket vi kan erhalla genom att minimera den kvadratiska formen

n

QBo, B1) =Y (y; — m)* = (y— XB)" (y — XB),

Jj=1

diry = (y1 ¥2 -+ y»)?. En variant dr att siitta igang och derivera, men lite mer elegant géller
foljande sats (vilkéand fran linjar algebra).

@ Normalekvationerna
Sats. Om det X7 X # 0 sa ges MK-skattningen av 3 enligt

B=XTX)"X"y.
Med forutsattningarna ovan géller att

B~N(B, (X X)),

Detta vektorviarda samband innebéar att BAO ~ N(fBo, ov/hoo) och BAl ~ N(fBy, ov/hi1), dér

h h
XTX =1 — 00 01 > )
(X7 X) (hlo hay
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Nér det galler B och dess komponenter kommer vi anvinda samma beteckningar for observa-
tioner av punktskattningen och den stokastiska variabeln. Skulle vi vara konsekventa borde
den stokastiska variabeln betecknas B, men av tradition gors inte sa. Var observant!

8 Variansanalys

Vi later
ftj = Bo+ Bizj, j=12,...,n
Ibland betecknas vektorn p som y eftersom det i nagon mening ér en skattningen av y, men

det blir lite olyckligt for det ar inte y vi skattar. Vi ska nu studera hur bra den skattning vi
tagit fram &r.

Regressionsanalysens kvadratsummor
Definition. Vi definierar tre kvadratsummor som beskriver variationen hos y-vérdena:

n

(i) Den totala variationen definieras enligt SStor = Z(yj - 7).
j=1
(ii) Variationen som forklaras av 1, x9,. .., g, definieras enligt SSg = Z(ﬁf] - 7).
j=1
(iii) Variationen som inte forklaras av regressionsmodellen &r SSg = Z(yj — [17)*.
j=1

Ibland anvénds beteckningarna Qror for SStoT, @rear for SSgr och Qrgs for SSg. Hur hénger
dessa summor ihop? Som tur &r finns ett enkelt svar.

<>

e

Sats. Den totala variationen SStor kan delas upp enligt

SStor = SSr + SSE.

8.1 SStor

Storheten SStoT méter den totala variation av métvéirden jamfort med méatvirdenas medelvirde.
I fallet da vi anvander modellen Y = [y + € ger saledes SStor hela felet i regressionen.

13



T1

T2 <

n

Vi ser att SStor = Z i = Z(y] -7)%

j=1 j=1

8.2 SSi och SS;

Om vi istéllet anvdander modellen y = Sy + 12+ € blir summorna SSg och SSg relevanta (SStot
ser fortfarande ut som ovan). Lat oss forst illustrera SSg.

y = Bo + Bix

<

Vi ser att

SSp =Y 17 => (fo+ fiz; - 1)
j=1 j=1

och SSg miiter alltsa hur mycket den skattade regressionslinjen (i métpunkterna z;) skiljer sig
fran medelvéirdet av y-vardena.

Nér det géller SSg ar det istéllet skillnaden mellan den skattade regressionslinjen och métvér-
dena vi betraktar.

14



y y = Bo + Br

Kvadratsumman av dessa avvikelser blir

n

SSe =Y 17 => (45— (Bo+ Bry))*
j=1

j=1

9 Hypotestester och konfidensintervall

Vi har nu samlat pa oss en ordentlig verktygslada, sa det kanske &r dags att se hur vi anvénder
de olika delarna.

9.1 Skattning av o2

Variansen o2 skattar vi med

Denna skattning &r véntevérdesriktig:

2 _
B(s?) = o E(SSE>:a2n 2_(72

n—2 ? n—2

1
ty —SSe ~ x*(n —2). Det faktum att vi far en x*(n — 2)-fordelning &r inte sjilvklart; se
o

avsnitt 12.

9.2 Enskilda koefficienter
Med beteckningen

h h
XTX —1 — 00 01 >
(X7 X) (mom1

sa ar Bz ~ N(Bi,0v/hi). Om vi kiinner 02 kan vi anvinda att

~

BB
o

for att testa hypotesen Hy : 8; = 0 eller for att stélla upp konfidensintervall Ig,.

Z

N(0,1)

15



Nu dr det extremt séillan vi kinner o2 exakt, men vi vet att ,B\ ar oberoende av SSg enligt
huvudsatsen (ater igen refererar vi till avsnitt 12), sa 3; dr oberoende av SSg. Vidare ir s? =
SSg/(n — 2) en skattning av o2 vi kinner vil, sa

(/E)i_ﬁi)/(g hii) —@_Biwt(n—2)
V(i =2)5%/0?)[(n—2)  Svha

enligt Gossets sats.

9.3 Hypotestest: Hy: 3; =0

Vi kan dven utfora hypotestester for en enskild koefficient 3; for att se om den forklaringsvari-
abeln tillfor nagot signifikant (givetvis gar det att stélla upp konfidensintervall ocksa for mer
kvantitativt innehall).

Lat Hy : B; = 0 och Hy : 8; # 0. Vi vet enligt ovan att

-~

_Bi=bB
= S

sa det kritiska omradet finner vi enligt

t(n — 2),

C={teR:|t>c}

for lampligt tal ¢ > 0 beroende pa signifikansnivan och antalet frihetsgrader.

Yy
@ @
2 2
1 } T
—cC 0 c
4 Rimliga utfall s

om Hj géller.

Grénsen hittar vi i tabell genom att leta reda pa ett tal ¢ = Fn'(1 — /2) (sitter du med
MATLAB kan du anvinda ¢ = -tinv(alpha/2)).

9.4 Formler utan matriser

Vi diskuterade enkel linjér regression tidigare i samband med MK-skattningar (féreldsning 7).
Lat oss visa att vi far samma resultat med den metod vi nu tagit fram (och férdelningar for
ingaende storheter pa ett enkelt sétt).

Vi later xq, 9, ..., x, vara fixerade tal och yy, s, ..., ¥y, vara observationer fran

Y, = Bo + Bix; + €,

16



dér ¢; ~ N(0,0) ar oberoende. Alltsa precis den modell vi anvént tidigare. Syntesmatrisen X
ges av

1 I

1 =«
X = ?

1 =z,

sa

XTX:<n nT ) LXTX) - 1 (nE)Q(Zz;le —nf)

nT Yol ny . x?— —nT n
om det(XTX) # 0. Saledes blir

B= ( % ) = (XTX)'X"Ty

A

_ 1 Z?:1 %2 —nT ny
ny i w7 — (nT)? —nr n Yo Ty

_ 1 ny Z?:1 9322 —nT Z?:l T;iY;
— (nT)? ’

- n 2 277 n ).
nY iy T; n°ry +mn Zi:l Tl

vilket ger att

G- Do riy; —nxy Yy =) Yy — 9 —T)
1 — n — - mn — - n —
Zj:l x? — n’ Zj:l(xj —7)? Zj:l(xj —T)?

Det foljer nu att

. Y ; -
ﬁowN(ﬁ ” n2?21<xf—f>2> - “’N(5 ’ \/zz;xxi—f)?)'

Nagonstans nu inser vi vilket kraftig syntaktiskt verktyg matriser och linjir algebra &r...
Eftersom o dr okind skattar vi o2 med

2 SSE o Z?:1<yj - B\O - /é\lxj)2

s° = =
n—2 n—2

och @):@—gﬁ.

dir S? ~ x%(n — 2). Vi kan skriva om SSg genom att utnyttja att

SSr = D —0)° =B Y (a7 = (Z‘ji%@f)_(%l ﬁ) > (; — )

j=1 j=1 Jj=1

sa
n

SSk = SSror — SSk = (1 —72) Y (s — 7)*.

j=1

Vi kan hér se att » = 1 ger perfekt matchning sa alla (x;,y;) ligger pa en rét linje.
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10 Ett 16st exempel

L

@ Exempel
Vid ett experiment dar man méter hardheten pa stal som funktion av kolhalten finner man
foljande data.

Kolhalt (%) z; 00 02 04 06 08 1.0 12 14
Héardhet (DPH) y; | 66 116 129 175 209 238 269 301

Anvénd modellen att y; dr oberoende observationer av Y; = By + S1x; + €, €, ~ N(0,0).

1. Vad blir ekvationen fér den skattade regressionslinjen?

2. Skatta o med en vintevirdesriktig skattning.

3. Utfor hypotestestet Hy : 5 = 0 med mothypotesen H; : 5; > 0 pa nivan 95%.
4. Berikna ett 99% konfidensintervall for ;.

5. Berikna ett 99% prediktionsintervall for hardheten nér kolhalten ar 1.3%.

Typiskt nér en liknande uppgift dyker upp pa tentan sa far man lite riaknehjélp:

T=07 7= 187.875,
8 8 8

D (wi—E)?=1680, > (y—7)°=459889, > (v, —F)(y —y) = 2771,

=1 i=1 =1

R R Variansanalys
i B d(B;) Frihetsgrader Kvadratsumma
0 7242 4.44 REGR 1 45705.01
1 164.94 5.31 RES 6 283.87
TOT 7 45988.88
Tl 0.4167 —0.4167 \ [ hoo ho
(XX = ( —0.4167  0.5952 ~\ hip hu /)’
Ett par formler som kanske ar anvandbara:
5 Bi — B » _ SSp
i ~ N (5, hi;), ~tn—2), S°= )

Losning. Syntesmatrisen for var modell finner vi enligt

1.00 0

1.00 0.20
1.00 0.40
1.00 0.60
1.00 0.80
1.00 1.00
1.00 1.20
1.00 1.40

18



Vi kommer inte behova anvinda denna matris direkt, utan kan anvidnda rdknehjalpen déar vi
fatt
0.4167 —0.4167
Ty \—1 _
(X7 = ( —0.4167  0.5952 )

Om man inte tycker om den framstéllningen kan man direkt anvénda formlerna fran formel-
samlingen (som utgar fran S, etc.). Ni kommer fa siffror for att anvéinda bada varianterna.

1. Vi har ,@ direkt i tabell ovan, sa
y = 0o+ frx=7242 + 164.94z.

Alternativt far vi rakna ut koefficienterna med formelsamlingen:

S S, 2771
— =2 _164.94
& S..  1.68

och

2. Den naturliga skattningen fér o2 finner vi med

2 SSg _ 283.87
n— 2 6

= 47.31,

alternativt ur formelsamlingen (med S,, = SStor = 45988.9, S,, = 1.68 och S, = 277.1)

o Sw = S0y/Se _ 459889 —277.1%/1.680 _ . .
T -2 6 o

3. Antag att Hj ér sann. Enligt ovan sa géller da att

_B-0
Svhi

Det kritiska omradet véljer vi som C = [¢, 00| dér ¢ &r ett tal sa att P(T > ¢) = 0.05.

T £8 — 2) = t(6).

~

Styrker ej Hj.

SR
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Ur tabell finner vi ¢ = 1.94. Vi har som observation av T’

= 164.94 =31.08 e C

V47.314/0.5952

sa observationen ligger i det kritiska omradet. Vi forkastar saledes Hy och anser att H;
ar styrkt (dvs att 51 > 0).

Alternativt sa anvéander vi teststorheten ur formelsamlingen:

By —0

55 O

dar vi som observation finner att

B 164.94
t pr— p— p—
VAT32/V/1.68  /A7.32//1.68

31.08.

4. For att stdlla upp ett konfidensintervall for §; sa anvénder vi samma teststorhet som
ovan, sa

e _ BB
Svhi G/ See

Vi sténger in T sa att P(—c < T < ¢) = 0.99 genom att lagga /2 = 0.01/2 = 0.005 i
varje svans.

~t8—2)=t(6) eller T #(8 — 2) = t(6).

Y
@ &
2 2
T T x
—c 0 C
4 Styrker ej H;. Cy

Genom att 16sa ut 31 ur olikheten —c < T < ¢ sa finner vi endera att

31—5'0\/7111<51<51+S'C\/h11
eller att R N
ﬁl_S'C/VSxx<61<BI+S'C/\/S$$7

beroende pa vilken framstéallning vi anvander. Med ¢ = 3.71 och s = v/47.31 = 6.88 sa
far vi intervallet

I, =]145.3,184.6].
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5. Prediktionsintervall (i samband med linjir regression) kommer inte att dyka upp pa ten-
tan, men for fullstdndighetens skull sa gor man som i foreldsning 8 men vi behéver hantera
lite kovariansproblem som stéller till det. Detta leder till en formel av féljande typ:

> 3 1 (x—7)
59+ﬁ1-.1':|:ta/2<n—2)8\/1+5+(5—)

dér s skattas som tidigare och z = 1.3 i detta fall.
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11 (x)Bevis for vissa resultat i linjir regression

<>

e

Sats. Med forutséittningarna ovan géller att

B~ N (8, *(XTX)™).

Bevis. Det faktum att 3 ar normalfordelad foljer direkt fran faktumet att elementen i B ar
linjairkombinationer av normalfordelade variabler. Aterstar att visa véntevirde och kovarians:

B() = (X"X)'X"E(Y) = (X"X)"'X"XB=5
och
Cs = (XTX) ' XTCy (XTX) ' XT)T = (XTX) ' XTo?L,((XTX) ' XT)T
_ (XTX)—IXTUQIn(XT)T((XTX)—l)T _ UQ(XTX)—lXTX((XTX)T)—l _ UQ(XTX)_I

Saledes blir fordelningen precis som beskriven i satsen. O

<>

e

Sats. Den totala variationen SStor kan delas upp enligt

SSTOT == SSR ol SSE

Bevis. Vi vill uttrycka SStor i termer av SSg och SSg, sa

n n

SStor = Z(yj —7)? = Z(yj — i + fi; — 7)°

J=1 Jj=1

= D (= )+ 23y — )~ ) + (@~
Jj=1 =1
=SSp+2) (y;— /i 2?/2 _ )+ SSe.
j=1

Vi visar att de bada summorna i mitten summerar till noll. Eftersom g = X ,3 géller det att

n

>y — )i = BT (y — i) = (XB) (y — XB) = B'X"(y — XB)

j=1
=87(XTy - X"X(X"X) ' XTy) = BT(XTy — X"y) = 0.

Med andra ord dr y — @ vinkelrat mot f.

n

Vidare vet vi att B minimerar Q(8) = Z(yj — 115)?, sa

j=1
O:aiQ ’ 2—22 —[y) = Z?Jg‘:Z/ij
Bo =1 =1

vilket var precis det vi behovde. l
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12 (x)Regressionsanlysens huvudsats

Eftersom vi arbetar med matriser och MK-16sningen i princip ar projektionen pa ett underrum
av R" sa ar foljande resultat inte allt for forvanande.

W Hatt-matrisen

Definition. Vi definierar H = X (X7 X) ' X”. Vi definierar s#iven J som en matris vars
samtliga element ar 1. Vi skriver J,,,, om vi vill markera dimensionen.

Varfor kallar vi H for hatt-matrisen? Ganska enkelt:
Hy=XX"X)"'X"y=XB=p=7.

Avbildningen sétter alltsa hatten pal

<>

e

1
Sats. Matriserna H, [ — H och H — —.J #r projektionsmatriser P som uppfyller P? = PT = P.
n

Bevis. Direkt fran definitionen av H blir
H = (X(XTX) ' XH)(X(XTX)"' X)) =X X"X)"'XT=H
och
HY = (X(XTX)' XD = X(XTX) TXT = X(X"X)")"'XT = H.
Dirav foljer det att (I — H)2=1*>-2H+ H?>*=I1—-Hochatt ([ - H)'=I1"-H'=1—-H.

For den sista operatorn skriver vi

2
(H—lj) :HQ—EHJ—EJHJF%JQ :H—lHJ—lJHJrlJ
n n n n n n n
ty J? dr matrisen med samtliga element lika med n. Vidare géller att J kommuterar med alla
kvadratiska matriser, sa JH = H.J. Hér kan vi se att H1 = 1 (dér 1 &r en vektor med samtliga
element lika med 1) eftersom 16sningen till regressionsproblemet om y dr konstant dr just den
konstanten (losningen &r exakt). Alltsa blir

1 \" 1
Givetvis géller dven att (H — —J) =H——J. O
n n

En foljdsats av detta ar att vi kan skriva kvadratsummorna som kvadratiska former.

<>

e

1 1
Sats. SStor =y’ <I — EJ) Y, SSg = y* (H — EJ) y, samt SSg = y* (I — H) y.

Innan vi ger oss in pa huvudsatsen visar vi en hjalpsats fran linjar algebra.
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B

Sats. Lat ¢ = (27 x2 -+ x,) vara sadan att
n
i = Zx? = o’ Ax + 2" Bx
j=1

for A, B € R™™ positivt semi-definita och symmetriska med rank(A) = r och rank(B) = n—r
for nagot heltal r sa att 0 < r < n. Da finns en ON-matris C' sa att med x = Cy géller att

xl Ax = ny och z"Bx = Z yjz..
j=1

J=r+1

Bevis. Eftersom A ar positivt semi-definit har A endast icke-negativa egenvirden som vi

ordnar enligt A\; > Ay > -+ > \,. Vi vet dven att rank(A) =7, sa \,.y; =--- = A\, = 0. Vidare
ar A diagonaliserbar eftersom A ar symmetrisk, sa det finns en ON-matris C' sa att
A 0 0 0 00O
0O X 0 0 000
O : . : 000
CTAC=D=| 0 0 0 XA 00 0
0O 0 0 0 00O
0O 0 0 0 000

Med x = Cy giller da att
z'x = (Cy)' (Cy) =y"CT'Cy=y"y
och ;
Az = (Cy)'ACy = y'CTACy = y" Dy = Z /\jyf..
j=1
Vi har dven
x"Bx = (Cy)'BCy = y"C*BCy
och da blir

Z y]2. =yly=ale=a"Ax + 2" Bx = Z )\jyjz- +yTCTBCy
j=1 J=1

sa
y'C"BCy =Y _(1-\)y:+ > v
j=1 j=r+1
Det faktum att rank(B) = n — r visar att Ay = Ay = --- A\, = 1 och vi erhaller identiteten

y'CT"BCy = Z y;.
J=r

Alla beteckningar dr nu ur végen och vi ér framme vid huvudresultatet.
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B

Sats.
variabler.

SSE

o2

(i)

1

o2

Regressionsanalysens huvudsats

Med forutsattningarna ovan géller foljande for SSg och SSg sedda som stokastiska

n

D V=)~ xP(n-2).

J=1

(i) Givet att 51 =0 &r

SSr

o2

1

o2

n

j=1

(i = Y)* ~x*(1).

(iii) Bade SSg och B = (XTX)'XTY #r oberoende av SSg.

Bevis. Eftersom H &r en projektionsmatris har H endast egenvirdena A = 0 och A = 1.
Saledes géller det finurliga att matrisens rang ar lika med summan av egenvérdena, vilka kan
beriknas genom att ta sparet! av matrisen:

rank(H)

tr(H) = tr(X(XTX) ' XT) = tr( XTX (XTX) ™) =t (1) = 2,

Det foljer sedan att
rank(l — H) =n — 2.

Eftersom HX = X sa giller att
Y'(I-H)Y =€"(I - H)e.
Detta &r anvindbart eftersom E(€) = 0. Enligt foregaende hjilpsats géller att sambandet
ele=€"(I - H)e+e He

medfor att det finns en ON-matris C sa att Z = Ce reducerar likheten till

n—2 n
de-S iy 2
j=1

Jj=n—1
dar
n—2
'(I-He=Y"(I-HY =SS =) _Z}.
j=1

Eftersom komponenterna i € #ir oberoende och € ~ N(0,021) foljer det att
E(Z)=0C0=0 och Cz=Cc=0*CTIC =0l

sa Z ~ N (0, 021). Komponenterna i Z ér alltsa oberoende och Z; ~ N(0,0?). Detta medfor
att

SSp 1 &2
=5 2~ X (-2
j=1

Ise sista (bonus)avsnittet for lite detaljer kring spar av matriser.
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Vi erhaller dven att SSg och He &r oberoende (de delar inga variabler Z;). Detta medfor att SSg
och 3 ar oberoende. Det faktum att SSg och SSg &r oberoende foljer av att kovariansen

C ((H — %J) Y, (I - H)Y) = (H — %J) C(Y,Y)I—-H)" =o? (H — %J) (I - H)
o? (H — H? - %J+ %JH) =02 (—lJ + lHJ)

n n
1 1

o? (——J—i— —J> =0,
n n

sa dessa vektorer dr okorrelerade och normalfordelade, sa oberoende. Det foljer direkt att SSg
och SSg dr oberoende (som funktioner av oberoende variabler).

Om vi fokuserar pa fordelningen for SSr sa kan vi pa samma sétt som ovan utnyttja
att (H — %J) ar en projektionsmatris, sa

1 1 1
rank(H——J) :tr(H——J) :tr(H)—tr<—J> =14+1-1=2.
n n n

Matrisen J #r synnerligen rangdefekt med rank(J) =1 (eftersom alla kolonner &r lika spanner
vi bara upp ett en-dimensionellt rum).

Nu stoter vi pa lite problem. Vi ser att

1 1 1
(H——J)Y: (I——J)X,B+(H——J)e
n n n
déar den forsta termen inte forsvinner savida inte f; = 0. Men under detta antagande har vi

ater igen en situation dér vi kan "byta ut” Y mot e. Foregaende hjélpsats visar — analogt med
foregaende argument — att

1
1
T _ 2
Y (H—5J>Y_§:Zj,
j=1

1
déir Z; ér oberoende och Z; ~ N(0,0?), vilket medfor att —SSg ~ x*(k), under forutséttningen
o
att Sy =By == = 0. O
Kommentar: utan villkoret 81 = 5 = --- = B = 0 kan man fortfarande genomféra argu-
mentet, men resultatet blir en icke-centrerad x*(k)-fordelning (nagot som inte ingar i kursen).

13 (x) Bevis av y’-testet

<>

e

k
Y. — np.)?
Sats. Med beteckningarna ovan giller att ZM — X, dir X ~ x%(k — 1).

n .
g=1l Pi

Konvergensen éar alltsa i fordelning.
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Bevis. Eftersom Y; &dr binomialférdelad vet vi att E(Y;) = np; och V(Y;) = np;(1 — p;), sa
de standardiserade variablerna
Yi—np; p -~

np;(1 — py)

for nagot Z enligt centrala gransvirdessatsen (CGS). Konvergensen dr i meningen att fordel-
ningsfunktionen F, ;(y) — ®(y) for alla y € R. En f6ljd av detta &r att

Y; —np;

Z ~ N(0,1—p,),
- 0.1 p,)

eftersom om U, = U sé giller att h(U,) S h(U) for alla kontinuerliga funktioner h (brukar
kallas sannolikhetsteorins open mapping theorem). Anledningen till den sista manévern ar att

vi ska fa det lite lattare att analysera beroendestrukturen hos Z;, 7 = 1,2,...,k. Eftersom
vintevirdet dr E(Y;) = np; kommer
Y, —np; Y; —np, Y; —np; Y; —np; 1
¢ ( , = ]> =E ( ’ T = E(Y;Y;) = 2n°pip; + n’pip;
v/ Wi v/ WD; VI £/TDj N\/DiP;j ( ’ ! J)

1
= EY,Y;) — n2p¢p‘
e (OO~ i)
For att berdkna E(Y;Y;) gar vi tillbaka till variablerna X;, ¢ = 1,2,...,n. Lat I4 beteckna
indikatorfunktionen for méngden A. Detta innebar att

lom X; € A;
L4, (X;) = o
4(%) {oomxigAj.

Vi kan da skriva Y; = Z] 4,;(X;) och eftersom X; &r Bernoullifordelade (2-punktsférdelade)
i=1

foljer det att E(I4,(X;)) = p;. Vi har nu, for i # j,

B(YY) = E ((Z I <Xl>) (Z mm)) _E (Z S () zAj<Xm>)

_E<ZIA (X)) Ly, (Xl> ZZIA (X1) La, (Xom)

=1 llm#l
_O—|—ZZE [A Xl Zzplp]_nn_1>plpj7
[=1 m=1 =1 m=1
m#l m#l

eftersom I4,(X;) I4;(X;) = 0 (samma boll kan inte hamna i tva lador) samt att I, (X;)
och I4,(X,,) dr oberoende om [ # m. Saledes blir

C<Y§—npi Y; —np,
v/ Di ’ v/ WP
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for i # j. Foljaktligen maste saledes kovariansmatrisen fér Z = (Z; Zy --- Z;)' ha utseendet

L—p1  —/Pip2 —/P1P3 -+ —+/Dibk
—+/P2P1 1—po —/P2P3 - —\/P2Pk
Cyp=| —vPsbr —/p3p2 1—ps -+ —\/D3Dk

—v/DkP1 —+/DkP2 —+/DkP3 -+ 1 —pg

vilket kan skrivas lite mer kompakt som Cz = I — pp’, dir p = (VP1 /P2 - A /pr)T. Denna
omskrivning gor att vi enkelt kan se att

(I—pp")?*=I—pp" och (I—pp")" =1-pp",

sa I — pp’ &r en projektionsmatris och har dérfor egenvirdena A = 0 och A = 1. Vi har nu
att Z ~ N(0,Cz). Pa samma sétt som i beviset av regressionsanalysens huvudsats ser vi att

rank(/ — pp”) = tr(/ — pp’) =k — 1,

sa A = 0 &r ett enkelt egenviarde. Matrisen dr symmetrisk och positivt semidefinit, sa det
finns en ON-matris C' sa att CTCzC = diag(1,1,...,1,0) blir en diagonalmatris. Om vi
later W = C'Z ser vi att W ~ N(0,diag(1,1,...,1,0)) och att

k-1

Z'Z=W'W =) W7,
j=1
ddr W, ~ N(0,1) &r oberoende. Denna summa dr som bekant y?(k — 1)-férdelad! O
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