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Nagra mangdbegrepp

o Fuklidiska rummet R" = {(x1,...,2,) =T s. a. x; € R},n > 2 (sida b).

Avstandet mellan tva punkter T och 7 fran R™ definieras av

T —g| = \/(:vl—yl)2+...+(xn—yn)2

Delmangder till R™.
o Sfir, eller cirkel da n =2, med radie r > 0 och med centrum i @ € R™ (sida 6) &r
C@r)={z€R" s. a. [T —a| =r}.
o Oppet (resp. slutet) klot, ellere cirkelskiva da n = 2, med radie r > 0 och med centrum
i a€ R™ (sida 10) ar
B(a,r)={T € R" s. a. [T —a| <r} (resp. B(a,r) ={T € R" s. a. [T —a| <r}).
Observera att B(a,r) = B(a,r) U C(a,r).

Definition (sida 11): Lat M C R™ (d v.s M &ar en delméngd till R").

En punkt @i R" sages vara
(1) en inre punkt till M om det finns ett klot B kring @ som helt ligger i M,

det inre till M = { samtliga inre punkter till M}, beteckning IntM;
(2) en randpunkt till M om varje klot B kring @ innehaller punkter savél fran M som fran
CM (= M :s komplement)

randen till M = { samtliga randpunkter till M}, beteckning BdM.

Definition (sida 13): En méngd M i R" séiges vara
(1) sluten om BdM C M;
(2) oppen om BdM N M = (J;
(3) begrinsad om det finns ett klot B(0,7) s. a. M C B(0,r), dar 0 = (0,...,0);
(4)

4) kompakt om M ar sluten och begransad.



Observera att BdM = BdC'M och M é&r sluten om och endast om CM ar 6ppen.

Ex 1. Betrakta mangderna M; = B(0,1) = {T € R" s. a. |[z| <1}, My = BdM;,
M;=CM, ={z € R" s. a. |z| >1}.
Observera att BdM; = BdM, = BdM; = C(0,1). Dessutom
(1) M; &r 6ppen, icke-sluten och begransad (ty My N BdM; = ) och M; C B(0,1));
(2) M, ar kompakt, icke-Oppen;
(3) Mj ar sluten, icke-6ppen och obegrénsad.

e Funktioner av flera variabler (sida 15):
f:Dy CR™— R" bl. a. g: D, C R?* — R. Definiera som i en-variabel analys.
e Grafen av g = {(z,y,2) € R® s. a. 2 =g(z,y), (z,y) € D,}.

Ett sitt att askadliggora en funktion g ar att skissera dess graf (sida 16-17). Det kan man
gora punktvis eller med hjalp av skérningskurvor av grafen med plan x =a, y = b, z = c,
dar a, b, ¢ ar konstanter.

Ex 2 Lat g(z,y) = 2* + y*>. Anvéand gérna skiarningskurvor av grafen med plan z = c,
dir ¢ > 0 (som ér i fallet cirklar 22 +y* = ¢ iplan z = ¢) och skarningskurva av var graf
med planet x = 0 (som &r i fallet parabeln z = y* i planet = = 0).

Ett annat sitt att askadliggora en funktion ¢ av tva variabler z,y &ar att rita dess
niwakurvor d v s kurvor av typen g(x,y) = ci (x,y)-planet (sida 19).

Prova med funktionen g(z,y) = 2 + y>.
Gransviarden och kontinuitet.

Analogt med en-variabel analys.

Definition (se dven sida 34): Lat f: D C R" — RP, @ € IntD och A € RP.
Vi skriver att f(T) = A daT — a ( eller limgz_5 f(T) = A)
om det till varje ¢ > 0 finns 0 > 0 s. a. foljande implikation galler

O<|z—al<d = |f(x) - A <e.
Definition (sida 40): Funktionen f(7) séges vara kontinuerlig i punkten @ om
hmgi)a f(T) = f(ﬁ)
o Extra uppgift A: Visa enligt definitionen att lim(, ) () © = @ och limg )0 p) ¥ = b.

Fo6ld: Funktionerna f(x,y) = x och g(x,y) = y ar kontinuerliga i vilken punkt som

helst pa planet R2.



Nagra exempel till pa kontinuerliga funktioner:
fla,y) =2 +y° =2, g(z,y) = a - sin(y" — 1) +5, h(z,y) = e, etc.

De ar kontinuerliga enligt foljande

Sats (sidor 35-36): Vanliga rikneregler fran en-variabel analys angaende gransvérden
och kontinuerliga funktioner (som summa, produkt, kvot av funktioner, etc) galler dven i

flervariabel analys, bl. a. géller foljande pastaenden.

1) Lat f,g : R® — R vara funktioner och @ € R". Om f &ar begrdnsad ndra a (d v s
det finns en konstant k och ett klot B(a,r) s. a. |f(Z)| < k for allaz € B(a,r) \ {a}) och

limz_,z ¢(Z) = 0 sa &r limz_,z f(Z) - () = 0.

2) Lat f: R — R™, g : R™ — R* vara funktioner och @ € R",b € R™,¢ € R*. Om
f(x)—b daz—aochg(y) wcday—bsair g(f(z)) ¢ daz —a
(sammansdttningsregeln som kan anvindas med variabelbytet 7 = f(Z) under lim vid

overgangen limz_,z g(f(7)) = limy 5 9(7))-

Fosta steget i en gransvardeundersokning ar en insattning.
Ex 3. G = limgya2(ty —2 —y+3) = | stoppain x = 1,y = 2 1 utrycket
|=1-2—1—2+3=2. Det hér ar svaret.

. z—1)2(y+1
Ex4 Gzhmxw<rné:%%ﬁ%

ger 2. en oklar situation ! | = Vad gér man nu?
Lagg mérke till att (1, —1) # (0,0) ochz —1 =0, y+1 — 0 da (z,y) — (1,—1).

Fortsétt med variabelbytet z — 1 = u, y + 1 = v (detta underldttar undersdkningen).

= | Observera att insdttningen z = 1, y = —1

Observera att (u,v) — (0,0) da (x,y) — (1,—1). Sa enligt sammanséttningsregeln far

man att G = limy ) (0,0) HQLJUQ (for att se detta satt f(x,y) = (x—1,y+1), g(u,v) = u;ﬁ’;z
och notera att g(f(z,y)) = %)
% = (u;‘ijvg) v och observera att 0 < 2+ > <1 (begrénsad!) bl. a.
néra (0,0) och v — 0 da (u,v) — (0,0). Enligt satsen medfor det sista att G = 0.
Eller anvénd variabelbytet u = rcos¢, v = rsing. Observera att (u,v) — (0,0) < r —

0 och |-

Nu faktorisera:

| = r|singcos? ¢| < r. Sa dr || — 0da r — 0. Vi far igen G = 0.

w2 +v2 2+v2

Hur visar man att gréansvarde inte finns?

Ex 5. G = limy, v) (0,0) % (anta att gransvérdet existerar och &r lika med G).

Lat g(u,v) = 575.

Forst, betrakta funktionen f(z) = (x,0). Observera att f(z) — (0,0) da x — 0 och
G = lim(y)—(0,0) 9(u,v). Da (enligt satsen) &r G = lim,0g(f(x)) = limgy0g(x,0) =

Anvénd nu sammanséattningsregeln pa foljande sétt.



lim, 0 455 = 0.
Andra, betrakta funktionen f(z) = (z,z). Observera att f(z) — (0,0) da z — 0
och G = lim(, ) (0,0) 9(u, v). Da (enligt satsen) ar G' = lim, o g(f(2)) = limy—0 g(x, x) =

z2x 1

hmm_>0 23143 = 5-

Men 0 # % och bada ar lika med G. Omojligt! Detta medfor att gransvardet finns ej.

(L&s mer om gransvéirden pa sidor 37-39.)
Partiella derivator

Lat f: D C R* - R, (a,b) € IntD. Ligg mirke till tva en-variabel funktioner f(z,b)
och f(a,y).

Definitionen (sida 46). Satt

fr(a,b) = limy,_,g w (= f(2,0));|e=a) ;

a,b+k)—f(a,b
f( +]2 f( )(:f(

f{/(aa b) = 11Inlc—>0 a, y));|y:b) .

Dessa kallas partiella derivator av f m a p x resp. y.

e Beteckningar: f, = %L och [y = % (sida 47).

) _ o 52
e Hdigre derivator: a%(a%) — 875 = (f1). = f"

@(ﬂ)_ 9%f _(f/)/ _ e f(3) f(4) oS V.

dx\oy/ — oxoy — \Jylz T Jyz Jzazy Jryxy

Observera ordningen ! (14s mer pa sida 85).

Ex 6. Lat f(z,y) = e2 v DA ar fi = betrakta y som en konstant och derivera m a
p z pa vanligt sitt | = 279" . (22 + 92) = 21 . 2,
Analogt, 12, = (£, = (267), = 26075 (20 + ), = Ay

22

et 1 "

e Extra uppgift B: Visa att funktionen u(z,t) = 7= uppfyller ekv vy = 7 - u,.

Ex 7. Bestdm alla funktioner f(z,y) s. a. f, =2r+y (1) och f; =z +2y (2).

Lsg. Frys y och integrera (1) pa x som man gor i en-variabel analys. Da far vi att
flz,y) = [ flde = [(22 + y)dr = 2* + yx + c(y) (3). Observera att "konstanten” ¢ beror
pay!

Frys nu x och derivera (3) pa y. Da far man att f; = (2° 4+ yz + c(y)), = = + (y).
Repetera att ocksa f, = v +2y (se (2)). Sa ér (y) = 2y (4). Los ut c(y) ur (4) genom att
integrera (4) pa y. DA far vi att c(y) = [ 2ydy = y* + d, dir d &r en riktig konstant. S& dr
f(x,y) = 2% + yz + y* + d, dir d ar en godtycklig konstant.
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