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Inga hjalpmedel tillatna.

Uppgifterna bedéms med 0-3 poéng.

15-18 poéng ger betyg 5, 11-14 podng 4, 8-10 poang 3.
Resultatet kommer inom tva veckor.

1. Lat f(t) vara en C*-funktion av en variabel med Dy = R.

For vilket virde pa k satisfierar funktionen z(z,y) = f(z - y) 4 *@+v)
ekv m2§—fc§ — yQ% = yg—z — $g—; pa hela planet.

Svar: Obs 22 =y - f'(z - y) + k - ¥ (@FY), g—; =z fl(x-y)+k- ety
% =2 f(x-y)+ k2P @ty giyi =22 f(z-y) + k% @Y Sitt
in uttrycken i ekv. Man far

z2 . (y2 . f”(a: . y) + k2. ek-(z+y)) _ yz . <m2 . f”(ac . y) + k2. ek-(ery)) —
y- (@ fllwy)+k-eHE) —g(y flw-y)+ kM),

Forenkla:

:r2 . k2 . ek'(z""y) — y2 . k2 . ek'($+y) — y . k . ek'(x+y) N k . ek'(x+y) euer
2?2 k=2 K =y-k—a-kellera? k2 —y> KP4+ (z-k—y-k)=0
eller k- (z —y)- (k- (x +y)+1) =0. Notera att kK =0 &r en 16sning till
ekv som géller alla punkter pa planet. Finns det andra? Betrakta ekv:
(x—y) (k- (x+y)+1)=0. Obsom z =2,y = 1 sa far man k = —3,
och om x = 2,y = —1 sa far man k = —1. Darfor att —% =% —1 har vi
inga andra vérden pa k.

2. Bestam alla funktioner z(z,y) som satisfierar ekv
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u=x+2y och v=2x-—3y.
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Svar: Obs 2z, = z,, + 22, + 2oy, 2 vy Zyy
— 122, 492, . Sétt in uttrycken i ekv och forenkla.

17
4z

uu

1
y = 2%y, — %

Man far z,, = $2u. Integrera: z), = [ 2udu = gxu® + c(v) och

2(u,v) = [(Zu® + c(v))dv = Su*v + A(v) + B(u).

Sa ar z(z,y) = & (z + 2y)*(z — 3y) + A(z — 3y) + B(z + 2y).
3. Sok alla lokalla maximi- och minimipunkter for

flz,y) = (1,2 + y2 —12)- £2019—(z+y)

(i) Finn alla stationédra punkter till f  (1p)

(ii) Avgor de hér stationdra punkternas karaktar — (2p)
Motivera fullstédndigt nar det géller kvadratiska former.



Svar: Forenkla nagot. Notera att f(x,y) = €201 . g(x,y), dir g(z,y) =

(22 +y? — 12) - e~ (=) och f, g har samma lokala extrempunkter eller
sadelpunkter. Undersok g(z,y).

(i): g% = (20— (2%+y?—12))-e~ (¥ och Gy = (2y— (22 49> —12))-e~=FY),
Los ekv Vg = 0 och fa fram tva stationdra punkter: Pi(3,3) och
Py(—2,-2).
() Anvind kvadratiska former. Obs g7/, (x + 92 — 4z —10) - e~ @ty
gyy (22 4+y% — 4y —10)- e (@ty), g”y = (ac +y?—22-2y—12)-e —(z+y)
Kvadratiska formen i punkten Py: Q(h, k) = (—4h? —12hk —4k?)-e 6 =
—4e75((h + 3k)? — 2k?). Obs Q &r indefinit (ty @ antar bade positiva
samt negativa véirden) sa ar P; en sadelpunkt.
Kvadratiska formen i punkten P: Q(h,k) = (6h® + 8hk + 6k?) - e =
ed((h+ %I{:)2 + gkz). Obs @ ar pos. definit (ty @ > 0 for alla (h, k) och
ekv @ = 0 har endast en 16sning) sa ar Py en strangt lok. minimipunkt.

. Bestim storsta och minsta virde av f(x,y) = z2y + %SE — %y + 8 pa det
omrade D som ges av olikheterna 0 <z < —%y <1.

Svar: Notera att D &r en sluten triangel med horn i punkterna A(0, —2), B(0,0)
och C(1,-2). Darfor att D ar kompakt och f &r kontinuerlig sa finns
det storsta och minsta varde av f pa D.

Inre stationara punkter: Obs att ekv Vf = 0 har tva losningar:

Pi(3,—3) € D och Pi(—%,3) ¢ D. Sa ar Py en kandidatpunkt och

f (Pl) 35 ett kandldatvarde

Randundersoknlng. flaB = _Zt +8 = gi(t),t € [—2,0]. Vi har tva
kandidatpunkter A, B och tva kandidatviirde g1(—2) = i = f(A),
91(0) =8 = f(B).

flac = —2t2+%t+g = g2(t),t € [0,1]. Vihar tre kandidatpunkter A, C,
P3(2,-2) och tre kandidatviirde g2(0) = i = f(A), g2(1) = 8 = f(C)
och 92(%) = % = f(Ps).

flec = —2t3+2t+8 = g3(t),t € [0,1]. Vi har tre kandidatpunkter B, C,

P4(%, —%) och tre kandidatvérde g3(0) = 8 = f(B), g3(1) =8 = f(C)
och g3(J5) = 375 +8 = f(P1).
Lista alla funna véirden 22,8, 127, 23821, 73T 8.

Obs max f = 281 antas i P3 och min f = 8 antas i B, C.

. Berdkna integralen

332—43;2
//Dw?)y3 dxdy,

dir D ={(z,y): 3<ay <5, 2<x—2y<d4, y>0}

Svar: Anvand variabelbytet: u = xy,v = x — 2y. Notera att Dy, =

(o) :3suss2<<d) oy = (0 +2). Siar Igeyl =

> 0 och % _4y \a 7y)’_ e=2y)(a+2y) 1 _z=2 _ w

:L’+2y x3y3 x+2y T x3ys ud”

Integralen dr lika med [ [p wdudv = (f5 L du) - (J5 vdv) =

2
(= l3) - (512) = 355-



6. Berakna volymen av den kropp som avgransas av ytorna
202+ 22 —2=0, 322 +3y2—2=0, y—x =0, y> —x =0.

Svar: Obs volymen V &r lika med integralen [ [ [, 1dxdydz, dar kroppen
K ar lika med méngden

{(z,9,2) : 0 <z < Lo <y <V, 2(2” +29%) < 2 < 3(2” +¢7)}.
Integrera: V = fo (ff(f2 12:; 1dz)dy)dz = fol(fﬁ($2 + y¥)dy)dz =
ooy 4 )1 = [J(VE #5905 )de = [ 4 G

=) -
)dx—( x2+15$2_*$)‘0—7+% 3= %



