Forelasning 2

Sannolikhet

Exempel Vi kastar en tarning och ar intresserade av handelsen
{vi far en sexa} .

Om det &r en just térning sa sidger man att sannolikheten av denna héndelse &r 1/6.
Symboliskt skriver man

A = {vi far en sexa}, P(A)=-.

Man observerar att om man kastar tdrningen manga ganger, sa blir den relativa frekvensen
av sexor ungefir 1/6. Allmént sett, om vi har ett forsok och ar intresserade av handelsen
A, och upprepar forsoket n ganger, sa galler

antalet ganger A intraffar

" — P(A)

da n véxer.
Den har tillgangen till sannolikhet kallas det intuitiva eller statistiska sannolikhetsbe-
greppet. Den moderna matematiken anvander

Kolmogorovs axiomsystem

Sannolikhet (eller ett sannolikhetsmatt) P &r en funktion av hdndelser sadan att
() 0< P(4) <1
(ii) P(S)=1

(iii) Om Ay, Ao, ... ér oférenliga (disjunkta) héndelser, sa géller

() - S
n=1 n=1
som innehaller P (|J;_; A;) = >.;_; P(A;) om man bara betraktar dndligt manga
héndelser Aq, Ao, ..., A,.
Sats (Rékneregler for sannolikheter)
(a) P(E°)=1— P(FE).
(b) P(0) =0.
(¢) Om E C F (E medfor F'), sa galler P(E) < P(F).
(d) P(EUF) = P(E) + P(F) — P(ENF).



Bevis.
(a) Axiom (iii) medfor
P(E)+ P(E°) = P(EUE*®) = P(95).

Axiom (ii) sdger nu

P(E)+ P(E°) = 1.

Alltsa
P(E°)=1- P(E).

(b) @ = S°. Alltsa (med (a))
P)=P(S)=1-P(S)=1-1=0.

(¢) F: hela dgg , E: det gula i dgget , E°N F: det vita i dgget
F=EU(ENF),

Google Bild

en union av tva ofdrenliga (disjunkta) héndelser. Saledes
P(F)=PE)+P(E°NF)>P(FE)
enligt axiom (iii) och (i).

(d)
E och F\(ENF)

ar tva ofdrenliga (disjunkta) héndelser med
EUF=EUF\(ENF).
Enligt axiom (iii),
P(EUF)=PE)+P(F\(ENF)). (1)

Dessutom ar
ENF och F\(ENF)

tva oforenliga (disjunkta) handelser med
F=(ENF)U(F\(ENF)).
Alltsa
P(F\(ENF))=P(F)—P(ENF) 2)

pa grund av axiom (iii). Ekvation (2 in (1)) ger del (d). O



Exempel Jennifer tar med sig tva bocker pa semester. Med sannolikhet 0.5 gillar hon den
forsta boken. Med sannolikhet 0.4 gillar hon den andra boken. Med sannolikhet 0.3 gillar
hon bada bockerna. Bestam sannolikheten att hon inte gillar nagon av de tva bockerna.

Svar: Vi betraktar handelserna
B; := {Jennifer gillar bok i}, =1,2.
Sannolikheten att hon gillar minst en av de bada bockerna, dvs P(B; U By), ar

P(B, U By) = P(By) + P(B,) — P(By N By)
—05+04—03=06.

Handelsen att Jennifer inte gillar nagon bok, Bf N B, ar komplementet till att hon gillar
minst en av de bada bockerna, se De Morgans regler. Alltsa

P(BSNBS) =1—P(BiUBy)=1-06=04.

Kom ihag den klassiska sannolikheten. Betrakta en héndelse A C S. Antag att A
innehaller g (gynnsamma) utfall av totalt m mdjliga utfall. Om alla utfall anses lika
sannolikt, sa sidger vi att sannolikheten for A ar

P(A) = g  #gynnsamma utfall

m #mojliga utfall

Tva urnmodeller

I en urna finns kulor av tva slag:
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e v vita kulor,

e s svarta kulor.

(1) Dragning utan aterlaggning

Drag n < v + s kulor slumpmaéssigt och sa att en kula som dragits inte stoppas tillbaka,
dvs dragning utan aterlaggning. Lat

S = {alla uppséttningar om n kulor utan hénsyn till ordning} .



Bestam sannolikheten for
A = {man far k vita kulor i ett urval av n}
dar k < v ochn —k <s. Har far vi
v+ s L v S
n I k n—=~k
dar vi har anvant multiplikationsprincipen. Vi far
() - (o)
)

Denna urnmodell kallas ocksa hypergeometrisk urnmodell.

P(A) =

(2) Dragning med aterlaggning

Har betraktas samma modell, men kulorna stoppas tillbaka efter att man har observerat
dess farg. Lat

S = {alla uppséattningar om n kulor med hansyn till ordning} .
For att bestdmma sannolikheten av
A = {man far k vita kulor i ett urval av n}

anvander vi det klassiska sannolikhetsbegreppet. Antalet m av alla mojliga utfall bestdms
med hjalp av multiplikationsprincipen,

m=(v+s)".

For antalet g av alla gynnsamma utfall antar vi att vi valt ut k& vita och n — k svarta
kulor. Dessa kan placeras pa (Z) satt in i n platser, till exempel

[ofsls]fufu]s].

e Antalet sitt att vilja ut k vita kuluor pa platserna som éir markerade med v &r v*.

e Antalet satt att valja ut n — k svarta kulor pa platserna som ar markerade med s

ar s" k.
Detta ger
g= (Z) ok gk
Saledes
n k .n—k
P(A) — (k) v
(v+s)n
k n—k
_(n v ' S
_<k) U+S) (U—i—s)
Betecknar man med v
p= v+ s

sannolikheten for att dra en vit kula under en enskild dragning, sa far man

P(A) = <Z> (1 =p)"

Denna urnmodell kallas ibland den binomiala urnmodellen.



Oberoende handelser — en motivering

P({motor nr 1 fungerar})=P({motor nr 2 fungerar})=0.9 medfor

P({motorsystemet fungerar})=0.81, varfor?

Hér ar ett exempel pa ett seriekopplat system:
Bi: motor nr 1 fungerar
Bs: motor nr 2 fungerar

B1 N By: motorsystemet fungerar

Aj: huvudmotorn fungerar
Ay reservmotorn fungerar

A1 U Ay motorsystemet fungerar

P(A1) = 0.9, P(A2) = 0.9, P(A; N Ag) = 0.9 = 0.81

Vad blir P(A; U Ay)?

Ett sadant hér tillforlitlighetssystem brukar kallas parallellkopplat.

Al

A2

P({motorsystemet fungerar})=0.99, varfor?
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