Forelasning 3

Betingad Sannolikhet

Definition Lat E och F' vara tva héndelser. Antag att P(F') > 0. Sannolikheten for E,
betingat av F', betecknas med P(E|F') och definieras som

P(ENF)

P(BIF) =~

Exempel Kast med en rod och en vit tarning.
A = {6gonsumma hogst 4}

By, = {vita tarningen visar k 6gon }

Observera: P(Bg|A) =0 om k > 4 (fér summan < 4)

e # gynnsamma utfall for AN By ar 4 — k: (v,7) = (1,3),(1,2),(1,1) for k = 1,
(v,r) = (2,2),(2,1) for k=2, (v,r)=(3,1) for k = 3,

e # gynnsamma utfall for A &r 6 (v,r) = (1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1),

e # mojliga utfall ar 36

Detta ger for k < 4

P(ANB)  (4—k)/36 ; omk=l
P(B|A) = = L omk=2
P(A) 6/36 s B
G om ]{? = 3
Egenskaper

Sats (a) (lagen om total sannolikhet). Om F, ..., F,, ar disjunkta héndelser, har positiv
sannolikhet och uppfyller hela utfallsrummet (dvs. |J._, Fi = 5), sa géller for varje
héandelse £ C I

P(E) = ZP(E|F;> - P(F}).

(b) (Bayes’ formel) Under samma villkor som i (a), men P(E) > 0, sa géller for alla
j=1...,n.

P(E|E;) - P(F})
P(E)
__ P(E|F) - P(F})
>im P(EIF) - P(F)

P(F;|E) = (kort version)

(lang version) .



(¢) (Multiplikationsregeln) Om Fj ..., E, ar hiandelser med P(Ey N ...N E,_1) > 0, sa
galler

P(E1N...NE,) = P(Ey) - P(Es|Ey) - P(Es|Ey N Ey) ...  P(Eo|JEr N ...0 Ey_y).

Bevis (a)
- —~ P(ENF;
Y P(E|F)-P(F)=>)_ % . P(F;) (Definition betingad sannolikhet)
i=1 i=1 ¢
= Z P(ENF,) = (U ENn E) (E'N F; disjunkta, axiom (iii))
i=1 i=1

P
- ) (distributiva lagen)
)

(forutsattning [ J;, F; = S) -

(b)
P(ENF)
P(Fj|E) = T PE)
_(P(ENE)/P(F)-P(F)
P(E)
_ P(E|E) - P(F) :
= P(E) (kort version) .
Den langa versionen foljer fran (a)-delen.
()
P(E)) - P(E2|Ey) - P(Es|Ex N Ey)-...- P(E,|EAN...NE, 1)
_pipy P(EANEY) P(BiNE,NEy) P(EiN...NE,1NE)
= P(Ey)- P(E))  P(E.nE,) = PEN...NE, )

=P(Ei1N...NEy,) (teleskopisk produkt) .

Exempel I en fabrik tillverkas 25% av enheterna vid maskin 1, 35% vid maskin 2 och
40% vid maskin 3. Av produktionen ar respektive 1%, 2% och 3% defekt. Man blandar
enheterna och sander dem till kunderna.

(a) Hur stor dr sannolikheten att en slumpméssigt vald enhet &r felaktig?

(b) Antag att en kund patréffar en felaktig enhet. Hur stor &r sannolikheten att den
har tillverkats vid maskin 1.



Svar: (a) Lat B beteckna héndelsen {enhet &r felaktig} och lat A; beteckna héndelsen
{enhet har tillverkats vid maskin i}, i = 1,2, 3.

Google Bild

Enligt lagen om “total sannolikhet” galler det att

P(B) = P(B|A1) - P(A1) + P(B|Ay) - P(Az) + P(B|A3) - P(A3)
=0.01-0.25 4+ 0.02 - 0.35 + 0.03 - 0.40 = 0.0215.

(b) Bayes’ formel medfor att

P(BJAy)- P(A)  0.01-0.25

PiAlB) = P(B) ~0.0215

=0.116.

Oberoende handelser

Intuitivt ar tva héndelser E och F' oberoende om intréaffandet av F' inte ger nagon infor-
mation om huruvida FE intraffar eller ej. I formler betyder detta:

P(E|F)=P(E) om P(F)>0.

Ekvivalent med detta ar
P(ENF)

BOF) = P(E) om P(F)>0.

som ocksa kan skrivas som
P(ENF)=P(E)-P(F) om P(F)>0.
Denna observation ar anledning till
Definition Tva héndelser A och B kallas oberoende om
P(ANnB)= P(A)- P(B).
Om man har tre eller mer héndelser blir definitionen mycket mer sofistikerad.
Definition Tre héndelser A, B, C' kallas oberoende om
P(AnB)=P(A)- P(B)
P(ANC)=P(A)- P(C)
P(BNC)=P(B)-P(C)

Y

Y

och
P(AnBNC)=P(A)-P(B)-P(C).

Exempel Endast P(ANBNC) = P(A) - P(B) - P(C) ricker inte, vilket inses om man
tar A= B och C =0. Isafall ar A, B, C inte oberoende.



Exempel Inte heller racker parvis oberoende: Kast med rod och vit tarning.
o A = { vita tdrningen visar jimnt antal 6gon}
e B = { roda térningen visar jamnt antal 6gon}
e (' ={ jamnt 6gonsumma}

Handelserna A och B ar oberoende av forsoksskal. Vidare galler

P(ANB)=P(A)-P(B) = %
och
P(4)- P(C) = | (1)
Dessutom géller ANC = AN B som medfor
P(Ar‘lC):P(AﬂB):l. (2)

4

Alltsa ger och att A och C' ar oberoende. Pa samma satt far man att B och C' ar
oberoende. Men AN B = (', som betyder att A, B, C' inte ar oberoende.

Stokastiska variabler

Da man mater samma sak flera ganger, upptiacker man att matvardena varierar. Resul-
tatet av en matning, dar slumpen inverkar, kallas slumpuvariabel eller stokastisk variabel
(s.v.). Matematiskt definierar man begreppet som en avbildning.

Definition En slumpuvariabel eller stokastisk variabel X ar en funktion

X:5—R.

Exempel

e X =pH — virdet i ett vattenprov (kontinuerliga resultat)

e Y = #emissioner fran en radioaktiv kropp inom en sekond (diskreta resultat)
Definition (a) En stokastisk variabel ségs vara diskret om den bara kan anta ett &ndligt

eller upprakneligt antal olika varden.
(b) For en diskret stokastisk variabel X definieras sannolikhetsfunktionen genom

px(k) = P(X =k)
for alla mojliga varden k pa X.
Exempel Gor tva kast med ett mynt. Lat

X = antal kast som ger krona.



X kan da anta vardena 0,1,2.

px(0) = P(X = 0) = P({kl, kl}) =

px(2) =P(X =2)=P({kr, kr}) =

1
4

px(1) = P(X = 1) = P({kl, kr}) + P({kr, ki}) = %
1
4

Exempel Sannolikhetsfunktionen av en viss stokastisk variabel ges av

)\k
px(k)=P(X=k)=c- 75, k=012...

dar A > 0. Hitta ¢ > 0 sadant att >, px(k) = 1.

Svar:

1= pr(k) = Zc- i c-e* Taylor serie.
k=0 k=0

Detta medfor ¢ = e,

Definition
Fx(x)=P(X <z) z€R,

kallas fordelningsfunktion for X.
Exempel Tva kast med ett mynt (se ovan).

om —oo<x<0

I B om 0<z<l1
x(z) = om 1<zx<?2

— W = O

om 2<z<
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