Forelasning 5

Sarskilda kontinuerliga fordelningar

Definition (a) En stokastisk variabel X &r en avbildning (funktion)
X:5S—R.

(b) En stokastisk variabel X ségs vara kontinuerlig om den kan anta alla virden av ett
intervall eller union av intervall.

(c) For en kontinuerlig stokastisk variabel definieras tathetsfunktionen fx : R — [0, 00)
genom

b
P(a<X§b):/ fx(x)de, —oo<a<b< oo

(d)
Fx(z)=P(X <z), zekR,

kallas fordelningsfunktion.
Exempel pa kontinuerliga stokastisk variabler
e X: livslangd av en glodlampa

e Y vikt av en regndroppe

Egenskaper
(1) fx > 0 (tathetsfunktion &r icke-negativ)

(2) Hela sannolikhetsmassan ar 1

/fo(ﬁ)dx =1

Pla<X<bh)=Pla<X<b)=Pa<X<b=Pla<X<b)
P(X =a)=0 om X é&r kontinuerlig

Obs. Detta stammer inte om X ar diskret.

Exempel Antag att X &r en stokastisk variabel med tathetsfunktion

¢ (dx — 222 om 0<zx<?2
0 annars

(a) Hitta c.
(b) Bestdm P(X > 1).



Svar: (a)

Detta medfor ¢ = g

(b)

P(X>1):/12fx(x)dx:c-/ (4o — 22%) dx
=c- (2x2—§x3) 2

Vantevarde och varians

1

1 2 .

Definition Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel. (a)
BIX] = / - fr(x) da
kallas vantevdarde av X.
(b)
Var(X) = V(X) = / (z — E[X])fx(z) d
kallas varians av X.
(c)
D(X) = +/Var(X)

kallas standardavvikelse av X .

Anmarkningar (1) Vi séger att vantevirdet existerar om hogra sidan ar absolut inte-
grerbar, dvs.

/00 |z| - fx(x)dr < oo.

(2) Ofta fordelaktigt att anvénda den sa kallade forkortningsformeln,
Var(X) = E[X?] - (E[X])?

B / "ot fx(a) do — (BIX]).

—00

Sats (Rékneregler) (a) Ela] = a, Var(a) = 0 for varje icke-slumpméssigt a € R.

(b)
ElaX + b =aF[X]+b, a,beR,



Var(aX +0b) = a*Var(X), a,b€R, (ingetb & hogra sidan).
(c) Lat g vara en reell funktion. Det géller att

Eg(X)] = / " 9@) - fxla) da

o0

om hogra sidan ar absolut integrerbar, dvs. [*_|g(z)|- fx(z)dz < oc.

Anmarkningar (1) Med (c) bevisas andra delen av forkortningsformeln. Hér tas g(z) =
22, v € R.
(2) Vi séger att variansen och standardavvikelsen ezisterar om

/OO 2% fx(z)dr < oo.

—00

Detta medfor att vantevardet existerar.

Exempel Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med tathetsfunktion

2x om 0<z<l1
fx(z) = { 0
annars

Beridkna E[X] och Var(X).

Svar:

Wl N

E[X]Z/_ooa:-fx(:c)dg;:/olx.gmdx:...:

Exempel Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med tathetsfunktion

fx(z) =

1 om 0<z<l1
0 annars

Berikna E[eX] och Var(e™).

Svar:



:E[eZX}—(e—l)Qz/o e* - 1dx — (e —1)?

1 3
=—e —(6—1)2:---:—5624—26—5.

Sarskilda kontinuerliga fordelningar

Definition En kontinuerlig stokastisk variabel siags vara likformigt fordelad pa intervallet
(a,b) eller [a,b] (U(a,b)-fordelad, Re(a,b)-fordelad) om

! om a<z<b
fX(x):{ b—a

0 annars

f(x)
N R . .
b-a ‘ |
| |
| |
| |
| |
1 I
f%? ifl,
0 a b X

Google Bild

Exempel Vid en busshallplats kommer det bussar var 12:e minut. En person kommer
till hallplatsen vid en slumpmaéssig tidpunkt. Lat X vara hennes / hans véntetid tills en
buss kommer. Bestam sannolikheten att personen vantar langre an 9 minuter.

Svar: X ~ U(0,12). Sokt ar P(X > 9).

12 12 4 1
P(X >9) = do = —dr =~
x>0 = [ pdr= [ Gar-g

Sats Lat X ~ U(a,b). Det géller att

0 om —oo<zr<a
T —a
Fx(x) = 2 om a<z<b
—a
1 om b<z<
och
a+b (b—a)?

E[X] = 5 och Var(X)= D



Definition En kontinuerlig stokastisk variabel sags vara exponentialfordelad med param-
etern A > 0 (Fxp(\)-fordelad) om

\-e ™ om x>0
0 for ovrigt

fx(z) =

Exponential Distribution

X ~ exp(N)
A=|2
T = PX>x)= v
2,0
1,5
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X
p=EX)=05 o=8D(X)=05 o%=Var(X)=0.25

Matt Bognar U lowa

Sats Lat X ~ Exp()\). Det géller att

Fy(z) = 0 om —oo<r<0
P S om 0<xz<o0 ’
1 1
E[X]:X OCh VCLT(X):F

Exempel Man har observerat tiderna mellan successiva utbrott av vulkanen Mauna Loa
pa Havaii och kommit fram att dessa tider ar exponentialférdelade med det skattade
vantevardet 36.722 manader. Man observerar vulkanen ytterligare 80 manader. Vad ar
sannolikheten att ett utbrott upplevas?

Svar: Lat X vara tid mellan tva successiva utbrott. Det galler att

1
36.722

1
E[X| = e 36.722 som ger A=
Sokt ar
P(X < 80) = Fx(80) = 1 — ¢~ (/3672280 — ) 887 |

Definition En kontinuerlig stokastisk variabel Z ségs vara standard normalférdelad (N (0, 1)-

fordelad) om
I

wz(z) = e 2z, zeR

N


https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/

Normal Distribution

X~ N(:u': O')
= D o=1
T = [P(X>x) = v
0,4
0,3
E 02
0,1
0,0
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p=EX)=0 o=8DX)=1 o?=Var(X)=1
Matt Bognar U lIowa
Anmarkningar (1) En N (0, 1)-férdelad stokastisk variabel betecknas ofta med Z. Tét-

hetsfunktionen for en N(0, 1)-férdelad stokastisk variabel betecknas ofta med ¢ = @ .
Fordelningsfunktionen betecknas ofta med @, dvs.

x

be)=PZ<0)= [ eap)dy, ack

—00

(2) Integralen

/ab vz(x)dx

kan inte algebraiskt berdknas. For att bestdmma P(a < Z < b) anvinder man N (0, 1)-
tabellen. Hur man anviander N(0, 1)-tabellen forklaras under denna lank.

Sats Om Z ~ N(0,1) sa &r

E[Z]=0 och Var(Z)=1.

Exempel Lat Z ~ N(0,1). Bestdm (a) P(Z < 2.11).
(b) P(Z < —2.21).
(c) P(—2.21 < Z < 2.11).

Ledning: (1) Rita upp en figur. (2) Anviand komplement och symmetri.


https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/
https://statistics.laerd.com/statistical-guides/normal-distribution-calculations.php

Svar:

(a) Direkt ur tabellen fas

P(Z < 2.11) = $(2.11) = 0.9826 .

L= 0 o= 1

T = 211 P(X<x)= ~|10.98257
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Matt Bognar U lowa
(b) Anvéand symmetri och komplement for att fa

P(Z < —221) = ®(—2.21) =1 — $(2.21) = 1 — 0.9864 = 0.0136.

L=o0 o=1

x = 0 [Px<x)= ~|10.01355
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(c) Anvéand resultaten fran (a) och (b) for att fa

P(=221 < Z < 2.11) = P(Z < 2.11) — P(Z < —2.21) = 0.9826 — 0.0136 = 0.969 .

Definition En kontinuerlig s.v. sags vara normalfordelad med parametrarna g och o

(N (p, 0)-fordelad) om
1 o—p)?
fx(z) = o5 , xzeR.

V2t o

Anmarkning Integralen
b
/ fx(z)dx

kan inte algebraiskt berdknas. For att bestdmma P(a < Z < b) anvinder man standard-
iseringen och N (0, 1)-tabellen.


https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/
https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/

Téthetsfunktion N(u, o) for olika p, o.
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Wikipedia
Sats Lat X ~ N(u,0). (a) Det géller att
E[X]=p och Var(X)=o"

(b) (Standardisering)

och

Exempel Lat X ~ N(3,3). Bestaim P(2 < X <5).

raceao () (5]

RORIERIONEIE)

= 0.7486 — (1 — 0.6293) = 0.3779.

Svar:

Jorg-Uwe Lobus, jorg-uwe.lobus@liu.se



