Forelasning 6

Simultana fordelningar

Definition Lat X, Y vara tva diskreta stokastiska variabler.

(a)
p(z,y) = P(X =xz,Y =y) f{or alla mojliga varden (z,y) pa (X,Y)

kallas simultan (gemensam) sannolikhetsfunktion for (X,Y).

(b)
px(@)=P(X=2)= > ply)

y:p(x,y)>0

py(y) =P =y)= > plxy)

x:p(x,y)>0

for alla mojliga varden y pa Y kallas de marginella sannolikhetsfunktionerna.

Anmairkning Den marginella sannolikhetsfunktionen py(x) = P(X = z) ar samtidigt
sannolikhetsfunktion av X om man inte tar hansyn till Y. Vidare ar den marginella
sannolikhetsfunktionen py (y) = P(Y = y) samtidigt sannolikhetsfunktion av ¥ om man
inte tar hansyn till X.

Exempel Det finns 3 roda , 4 vita och 5 blaa kulor i en urna. Vi valjer 3 kulor. Lat
X : # roda kulor i urvalet

Y : # vita kulor i urvalet .

Bestdm den simultana sannolikhetsfunktionen for (X,Y). Bestdm ocksa de marginella
sannolikhetsfunktionerna. Berdkna P(X +Y = 2).

Svar: Klassisk sannolikhet och multiplikationsprincipen ger
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P(X—l—Y:Q):p(0,2)+p<1,1)+p(2,0):%4—2—20‘1'%:50.

Definition Lat XY vara tva kontinuerliga stokastiska variabler. (a) En funktion f :
R? — [0, 00) kallas simultan (gemensam) tdthetsfunktion av (X,Y’) om

P((X,Y)e ()= // f(z,y) dx dy
(

z,y)eC
for varje (Borel) mingd C' C R
(v }
fx(x) =/ flxy)dy, xeR,

och

= [ rewde, yer,
kallas de marginella tathetsfunktionerna.

Anmarkningar (1) Den marginella tathetsfunktionen fy ar samtidigt tathetsfunktionen
av slumpvariabeln X om man inte tar hansyn till Y. Pa samma satt ar den marginella
tathetsfunktionen fy samtidigt tathetsfunktionen av slumpvariabeln Y om man inte tar
hansyn till X.

(2) Det giller att
Pxen= [ [ fewdyds
z€EA Jy=—00

:/ fx(x)dx, ACR.
€A



Exempel Lat

Hany) = 2e e  om 0<z<oo, 0<y<oo
Y= 0 annars

vara den simultana tathetsfunktionen av (X,Y’). Berékna (a) P(X > 1,Y < 1),
(b) P(X <Y) och
(c) P(X < a).

Svar: (a)
oo 1
P(X>1,Y<1):/ / 2e e dy dw
z=1 Jy=0

1 00
= / 2e W dy - / e “dx
y:O rx=1

= (1 — 62'1) el =el—e3.

P(X <Y)= // 2e e dy dw

{(z,y):z<y}

0y
= / / 2e e drdy
y=0 J z=0
00 y
= / 2e % </ e ” dx) dy
y=0 =0

:/ 2e~ 2% (1_6—31) dy =--- =
Yy

W[

=0



Detta medfor att P(X < a) =0 om a < 0 och

P(X<a):/fx(x)da::1—e“ om a > 0.
0

Oberoende stokastiska variabler

Definition Lat X, Y vara tva stokastiska variabler. Variablerna X och Y kallas oberoende
om

P(Xe€AYeB)=P(Xe€A)-PY €B)
for vilka som helst tva (Borel) méngder A, B C R.

Sats (a) Lat XY vara tva diskreta stokastiska variabler. Variablerna X och Y é&r
oberoende om och endast om

P(X=14Y=35)=PX=1)-P(Y =)
for alla par (7,7) som (X,Y) kan anta. Detta skrivas ocksa som
p(i, j) = px (i) - py(j)

for alla par (1, ).

(b) Lat X,Y vara tva kontinuerliga stokastiska variabler. Variablerna X och Y &r
oberoende om och endast om

fly) = fx(@) - fr(y)
for (nédstan) alla (z,y) € R2.
Exempel Lat

2e e om O<zx<oo, O0<y<oo

flz,y) = { 0 annars

vara den simultana tithetsfunktionen av (X,Y). Ar X och Y oberoende?

Svar: Vi har redan beraknat

e v omx >0
0 annars

Vidare galler

fr(y) = /_OO f(x,y)dx

[e.9]

—/ Qe Te Wdr =2, y>0,
0

fY<y):Oa y<0’



Alltsa ar X och Y oberoende.

Exempel Tva kollegor vill traffas pa ett café. Antag att bada kommer oberoende av
varandra likformigt fordelad mellan kl.12 och kl.13. Bestdm sannolikheten att den som
kommer forst behover vanta langre an 10 minuter.

Svar: Lat
X : ankomsttid av den 1:a kollegan, i minuter efter kl. 12

och
Y : ankomsttid av den 2:a kollegan, i minuter efter kl. 12.

Oberoendet av X och Y medfor att
1 1
flz,y) = fx(x) - fy(y) = 60 60

0 annars

om 0<z<60, 0<y<60

Sokt ir P({X +10 < Y}U{Y +10 < X}). Vi far

P({X+10§Y}U{Y+10§X}):2P(X+10§Y)

// 50 @dxdy

{(z,y):z+10<y

0<z,y<60}
| 25 2

_9 L pdy = =2 (5 2)

/y/x 60 60" 36(3)
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Exempel / Lektionsuppgifter
(1) Antag att

[ e(z+ye @ 0<r<oo 0<y<oo
f(z.y) _{ 0 annars



(a) Bestam ¢ sa att f blir den simultana tathetsfunktionen av ett par (X,Y)
stokastiska variabler.

(b) Ar X och Y oberoende?
(c) Berékna sannolikheten P(X > 2|Y <1).

(2) Variablerna X och Y har den simultana téthetsfunktionen

Fa,y) = 62(1 - x)

for alla (z,y) sadana att 0 < x < 1 och 0 < y < 1, utanfér denna kvadrat &r

f(a,y) = 0.

(a) Bestim fx(z) och fy(y). Ar X och Y oberoende?
(b) Berdkna F[X — Y] och Var(X —Y).

(c) Berdkna sannolikheten att Y — X > 1/2.

(3) Variablerna X och Y har den simultana téthetsfunktionen

for alla (z,y) sadana att 0 <y <z < 1, annars f(z,y) = 0.

(a) Bestdm k.
(b) Bestam P(X > Y?).

(4) Antag att

_J e 0<r<y<oo
flz,y) = { 0 otherwise

Visa att f ar den simultana tithetsfunktionen av ett par (X, Y') stokastiska variabler.
Berdkna P(X +Y >1). Ar X och Y oberoende?

Svar:

/ / flz,y)dxdy = c / (x4 y)e” ) da dy
—00 J —00 0

J

= c/ / re w+y)dxdy+c/ / y e~ @) dx dy
o Jo
J

oo o0

re * 6_ydydx+c/ ye_y/ e “dxdy
0 0 0

e *d

I
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som medfor att ¢ = %



(b)

(c)

(a)
(b)

Det galler att

3

fx(x) = (z+y)e W dy

2
o [T I [ _
Te x/ e Vdy+ -e x/ ye Ydy

0 2 0
(x+1)e ",

Pa samma sitt, fy(y) = %(y +1)e ¥, y > 0. Eftersom f(x,y) = fx(x)fy(y)
for alla x,y > 0 inte géller, slumpvariablerna X och Y inte ar oberoende.

c\Sc\

1 oo
xe T dy 4~ / ye @) dy
0

z > 0.

NI~ N~ N~ N

P(X>2Y <1)
PY <1)
1L fol(as +y)e” @) dy do
Lo+ 1)evdy
L redr fol eVdy+1 fol yeVdy [, e da
—3yey —eY
s(—re™ —e @) (1 —e) + j(—ye ¥ —eV|g)e
1—3et

3e 2 (1—et) N (1 —2e1)e?

2 —3e ! 2 —3e !
4e=2? — 5e~3

2 —3e!

P(X>2y<1) =

fx(@) =6x(1—2),0 <z <1 och fy(y) =1,0 <y < 1. XochY éar
oberoende.

E[X]:/le~6x(l—x)dq;: [23;3_%;54]1:1

1 271
Y 1
Bl = [vaa= %] =3
0 0

E[X —Y]=E[X]-E[Y]=0.

1 3 1 1
E[X2]:/ x2-6x(1—x)dxzﬁ E[Y2]:/ y2-1dy:§
0 0

Var(X =Y) =Var(X) +Var(=Y) = Var(X) + Var(Y)
2

= E[X°] = (B[X])* + BE[Y?] = (EY])’ = =



P(Y—X>%> = P(Y>1+X)
([ s a
/( 1) )
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(3) (a) Vi har att

1y 1 VLT 1,2 L
/ /k@—w@mx:/A¢ (@ wltmzk/flm:—
0 0 0 2 0 0 2 6

Sa k =6.
(b) 0 <Y <1 medfér att Y > Y? och

PX>Y*)>P(X>Y).

PX>Y?*)=1
fas fran P(X >Y) = 1.

/ / f(x,y)dydx:/ / eydyda::/ e dr=1
—00 J —00 0 T 0

Dessutom, f > 0. Saledes ar f en tathetsfunktion. Det géller att
/ f(x,y)dy:/ eVdy=e*, x>0.

o0 y
fry) = /0 f(l‘,y)dIZ/Oe_ydxzye‘y, y > 0.

Eftersom f(z,y) = fx(z)fy(y) inte galler for alla z, y > 0, de stokastiska variablerna
X och Y inte &r oberoende. For P(X + Y > 1) rita integrationsomradet.

PX+Y >1) = // eydydx—l—/ / e Y dydx
l—z
= / —(- ‘”da:—l—/ e " dx
0 1



Alternativt visar man

P(X +Y >1)

Jorg-Uwe Lobus, jorg-uwe.lobus@liu.se

1-P X+Y<D

1—x
1—/ / e Y dydx
1—/ (e’lr e~ (- w)) dx
0
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