Forelasning 7

Kovarians och korrelation
Kom ihag
Z g(k)P(X =k)  om X &r diskret

Bl = Mt

/ g(x) fx(x)dx om X &r kontinuerlig

o0

Sats Lat X,Y vara tva stokastiska variabler.
(a) Vidare 1at g : R? — R. Det géller att

Z Z g(k, 1) p(k,1) om X,Y ér diskreta
E[g(X,Y)] = Ooallacx()k, l)
/ / g(z,y)f(z,y)drdy  om X,Yér kontinuerliga

dar p(k, 1) &r den simultana sannolikhetsfunktionen (diskret fall) och f(z,y) &r den simul-
tana tathetsfunktionen (kontinuerligt fall).

(b) Lat XY vara oberoende och g : R — R, h: R +— R. Det giller att

I synnerhet,

Definition
Cov(X,Y)=C(X,Y)=E[(X — E[X])(Y — E[Y)])]

kallas kovarians av X och Y.
Anmérkningar (1) Ofta fordelaktig ar forkortningsformeln

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].

(2) T synnerhet, om X och Y &r oberoende sa géller
Cov(X,Y)=0.
(3) Motriktningen kan vara fel.

Exempel Lat



och

- 0 om X #0
11 om X=0

dvs. X och Y &r ej oberoende. Men
X Y=0= FE[XY]=0

och
EX|=(-1)-P(X=-1)40-P(X=0)+1-P(X=1)=0

dvs.
Cov(X,Y)=FEXY]-E[X] -E[Y]=0.

Sats (Rékneregler for Cov)
(a) Cov(X,X)=Var(X), a€R
(b) Cov(X,Y) = Cou(Y, X)
(c) Cov(aX,Y)=Cov(X,aY)=aCov(X,Y)
(d) Cov (Z Xi, Z Y;) = Z Z Cov(X;,Y))
=1 j=1 i=1 j=1

Foljdsats
(a) Cov(a,X) =Cov(X,a) =0, a€R

(b) Cov (Z a; X; + b, chY} + d) = Z Z a;c;Cou(X;,Y;), a;,b,cj,d eR
i=1 j=1

i=1 j=1

(c) Var (Z Xi) = Z Var(X;) + Z Cov(X;, X;)

J#
Exempel Lat X ~ U(0,1). Bestiam Var(X + X?).
Svar:

Var(X + X?) = Var(X) + Var(X?) + 2Cov(X, X?)
— B[X? — (BE[X))? + E[XY] - (B[X]?)” + 2E[X - X?] — 2B[X] - E[X?]

= B[X? + 2B[X% + BE[X"] - (B[X])* - (E[X]")” - 2B[X] - E[X?]

1 1 1 1 1
:/ xQd:zH—Q/ Hfgdﬂi-i-/ :1:4dx—</ xd:c) —(/ 517de>
0 0 0 0 0
1 1
—2/ :cd:v/ 2% dx
0 0
61

=0.34.
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Definition
CovX,Y

N VVar(X) - Var(Y)

p(X,Y)

kallas korrelation mellan X och Y.

Anmairkning Korrelationen anvinds som matt pa linjirt oberoende.

L L L

Positiv Negativ Ingen
korrelation korrelation korrelation

Google Bild

Punkterna i bilderna motsvarar de olika utfallen av slumpvektorn (X,Y).

Sats (a) Det géller att
p(X,Y)[<1.

(b) T synnerhet géller |p(X,Y)| = 1 om och endast om det finns a,b, ¢ € R sadana att

aX +b0Y =c.

Anmérkning Del (a) dr ekvivalent med
(Cov(X,Y))* < Var(X)-Var(Y),

den stokastiska versionen av Schwarz’ olikhet.

Betingade Fordelningar

Definition Lat X,Y vara tva diskreta stokastiska variabler med den simultana sanno-
likhetsfunktionen p och de marginella sannolikhetsfunktionerna px och py. Lat py (k) > 0.
Da kallas

p(j, k)

Px|y=k(J) = for alla mojliga viarden j pa X
py (k)

betingad sannolikhetsfunktion for X givet Y = k.

Anmirkning Om X och Y &r oberoende sa giller

prvali) =22 S BE _(j)




Exempel Lat X ~ Po(\;) och Y ~ Po()g) vara oberoende stokastiska variabler och
n € N. Visa att
PX=kX+Y=n), n=0,1,...

.. . . . A
dr sannolikhetsfunktion av Bin(n, 125 )-

Svar: Vi har

PX=kX+Y =n
P(X = X +Y = 1) = pxixsyon(h) = )

P(X+Y =n)
 P(X=kY=n—-k) PX=k)-PY=n—k)
P(X+Y=n) P(X +Y =n)

*)\1)\_]{ . 67)\2 /\;z—k
il (n—@!:(§>AfA$k
Oatre) A1+ Ag)" k) (A + Xg)n
n!

n )\1 k )\1 n—k
- 1- k=0, ...
(k) (Ay+A2> ( Ay+A2) ’ SRR

df vi har anvint att X +Y ~ Po(A; + Ag), se foreldsning 8. Den hogra sidan dr sanno-

likhetsfunktionen for Bin(n, /\I)J‘:/\Z).

e

e

Definition Lat X, Y vara tva kontinuerliga stokastiska variabler med den simultana té-
thetsfunktionen f och de marginella tathetsfunktionerna fx och fy. Lat fy(y) > 0. Da

kallas
hm%@:f@w

betingad tithetsfunktion for X givet Y = y.

Anmirkning Om X och Y dr oberoende sa giller

Fa) _ fx@) frly)

fxy=y(x) = = fx(x).
= ST v
Exempel Lat
e~ t/Y oY
_ om O<zr<oo, 0O0<y<o
flz,y) = y
0 annars

vara den simultana tathetsfunktionen av X och Y. Bestdm

P(X>1Y =y) diry>0.

Svar: Vi maste forst bestimma fx|y—, eftersom

PX >1)Y =y) = /OO Ix|y=y(x)dx.



For att hitta

S 0]
behover vi fy(y). Vi far
::/ij%awdy:eﬂiL:§eﬂwdx

=e ¥, y>0,

dar vi har utnyttjat att ie‘“”/y, x > 0, ar tathetsfunktionen av Exp(i) Foljaktligen

fX|Y=y(37) =

o) ety L g

frly ey y
Alltsa - o 1
PX >1)Y =y) = / Ixy=y(z)de = / S ey = ey
1 1Y

dar vi igen har utnyttjat att ie*x/y, x > 0, dr tiathetsfunktionen av E:pp(i)
Betingat vintevarde

Definition Lat X,Y vara tva stokastiska variabler.

Z Px|y=y(T) om X,Y ar diskreta

alla z
EX]Y =y] =

/ Px|y=y(®)dr  om X, Yér kontinuerliga

—00

kallas betingat vintevirde av X givet Y =y.

Sats Lat X, Y vara tva stokastiska variabler. Da dr vantevirdet av den stokastiska vari-
abeln F[X|Y = y| (en stokastisk variabel som kan anta alla mojliga virden y pa V') lika
med E[X], dvs.

Z E[X|Y = y]py(y) om Y ar diskret

EX] = E[BX|Y)| = { ¥

/ E[X|Y =y] fy(y)dy  om Yér kontinuerlig

o

Exempel En bjorn ar instingd i en grotta. Det finns tva tunnlar. Tunnel 1 startar i
grottan och leder bjornen till skogen efter 3 timmar. Tunnel 2 startar i grottan och ar
en loop dar bjornen tillbringar 4 timmar for att sedan atervinda till grottan. Varje gang
bj6rnen dr i grottan véiljer den tunnel 1 med sannolikhet 1/3 och tunnel 2 med sannolikhet
2/3. Berikna den forvintade tiden for bjornen att na skogen.

Svar: Lat
X : restid f6r bjornen



och
Y : val av tunnel.

Vi har . 5
P(Yzl):g, P(Y:Z):§,
och
EX|Y =1]=3, FEX|Y =2=F[X]|+4.
Saledes
E[X]=FE[EX|Y]]=EX|Y =1PY =1)+ EX|Y =2]P(Y =2)
dvs.

E[X]:?)'%—I—(E[X]—i—ll)- som ger FE[X]|=11.
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