Forelasning 8

Summor av oberoende stokastiska variabler
Faltning

Sats (a) Lat X och Y vara tva oberoende diskreta stokastiska variabler som kan anta
vardena {0,1,2,...}. Det géller att

k
pxsv(k) =) px(k—ipy(i), k=012, ...

=0

(b) Lat X och Y vara tva oberoende kontinuerliga stokastiska variabler. Det géller att

Fray(a) = / T hxla— i) dy, acR

Bevis av (a). Det giller att

pxiv(k) = P(X+Y =k) = (U{X-k—z}ﬁ{Y-z})
{X =k—1i} N {Y =i} disjunkta) = iP(X:k—i,Y:i)

1=0
k

k
(X,Y oberoende) = Y P(X=k—i)-P(Y =i)=Y px(k—i)py(i).

i=0 =0

Exempel Lat X, Y vara oberoende U(0, 1)-férdelade stokastiska variabler. Bestdm fxy.
Visa pa sa sitt att en summa av tva oberoende rektangelfordelade stokastiska variabler
ar triangelfordelad. Anvénd Sats (b).

Losning. Kom ihag att

fx(z) = { och  fy(y) = {

X +Y kan anta viardena mellan 0 och 2. For att bestdmma fxy (a) skiljer vi mellan tva
fal, 0 <a<lochl<a<2 Lat0<a <1.

frv@ = [ " la— ) fe(y) dy

1 omaze(0,1)
0 annars

1 omye(0,1)
0 annars

= fx(a—y)fy(y)dyz/ 1-1ldy=a,
y=0 y=0
hér ar fy(y) =0om y & (0,1) och fx(a—y) =0omy >a. Nulat 1 <a < 2.

Frv(a) = / fx(a—y)fy(y) dy

— /y:a_lf (a—y)fy(y )dy—/y;_ll.ldy_Q_a7



hér ar fy(y) =0om y & (0,1) och fx(a—y) =0 om y < a— 1. Sammanfattningsvist ar
det

a om a € (0,1]
fxiv(a) =< 2—a om a€(1,2)
0 annars
"
/I |
i
|
o' 1 %

Sarskilda fordelningar

Sats (a) Lat X7, ..., X, vara oberoende normalférdelade stokastiska variabler med parame-
trarna (p1,01), ..., (fn, 0n). Da ar

ZXi ~ N Zﬂi,
=1 =1

(b) Lat Xy ~ Bin(m,p) och X5 ~ Bin(n,p) vara oberoende. Da &r

X1+ Xy ~ Bin(m +n,p).
(c) Lat Xy ~ Po(A1) och Xy ~ Po()\y) vara oberoende. Da ar
X1 + X2 ~ PO(/\l + )\2)

Bevis. Del (a) bevisas med hjélp av momentgenererande funktioner, se storseminarium
4.

(b)

m m-+n
Xlzz;n, X2=A21Yi
1= 1=m-+

dar Yi,..., Y, ar oberoende stokastiska variabler med P(Y; = 0) =1 — p och P(Y; =
1) = p. Detta medfor

m-+n

X1+ Xy =) Y;~ Bin(m+mn,p).

=1



(¢) Vi anvénder Sats (a). Det giller att

k k
PX+Y =k = Y PX=k—iY=i)=>» P(X=k—i)P(Y =i)
i=0 i=0
k —i i
~ Y em AL Leh 2
par (k—1)! 7!
e~it) & k! k—iyi
K Zi!(l{:—i)!)\l A
i=0
e~ (A1+X2) k k k—ini ()\ + A )k
_ —iyi _ ,—(A14+A2) | 1 2 _
= Z(,)Al A=e s k=01,
i=0
dar vi har anvant Binomialsatsen. O

Vantevarde och varians av summor av stokastiska variabler

Sats (a) Lat Xi,..., X, vara stokastiska variabler med E[|X;|] < co. Det géller att

ZX] = Z E[X3).

(b) Lat X7,..., X, vara oberoende stokastiska variabler med E[X?] < oo. Det galler att

Var (i XZ) = z”: Var(X;).

E

Exempel Lat Xi,..., X, vara oberoende och likafordelade stokastiska variabler med
Var(X) = 0% < oco. Visa att

1 n
Iim V — X; ] =0.

Losning.
lim Var l En X; = lim _iVar En X;
n— oo ni:l ' o n—oo n2 1 ¢
= i -1nV(X = li ! 21 =0
= Jim EZ“ ar (Xi)| = Jim |5 no”] = 0.

ar

n n

ZG¢X¢+5NN Z%’Mz“”%

i=1 =1




(b) Om Xj,..., X, &r oberoende N(u,o)-fordelade stokastiska variabler sa &r
X= En: X; ~ N, —
- n — 7 ,LL, \/ﬁ .

(C) Om Xl ~ N(/.Ll,Ul), ceey an ~ N(,ul,al) OCh }/1 ~ N(MQ,O'Q), ceey Yn2 ~ N(/LQ,O'Q)
ar oberoende sa ar

L o2 o2
X =Y ~N [ —pa | 2+ 2
ny no

Exempel Vi betraktar oberoende stokastiska variabler X, Xs, X3, X4, Y1, Y5, Y5, Y, som
alla ar normalfordelade med vantevarde 28 och standardavvikelse 0.25. Lat

(a) Bestam P(27.5 < X; < 28.5).
(b) Bestdm P(27.5 < X < 28.5).
(c) Bestim P(—0.3 < X —Y < 0.3).

Losning.

(a)

28.5 — 28 97.5 — 28
PRTS <X, <285) = &2 ") (2=
(27.5 < X1 < 28:5) ( 0.25 ) ( 0.25 )

= B(2)— B(—2) =28(2) —1=10.95.

(b) X ~ N(u,0/y/n) = N(28,0.125)

- 28.5 — 28 27.5 — 28
PRIF<X <25) = (=) ("=
(275 < X <28.5) ( 0.125 ) ( 0.125 )

= (4) — B(—4) =2d(4) — 1 =0.99994 ~ 1.

beraknad med http://homepage.stat.uiowa.edu/~mbognar/.

(c) Ps.s. Y ~ N(u,0/y/n) = N(28,0.125) som medfér att X — Y har vintevirde 0 och
varians

Var(X = 7) = Var(X) + (=1)*Var(V) = = = 0.177%

82

o 0.3-0 —03-0
P(-03<X -V <03) = & (2
(=03 < <03) (0.177) ( 0.177 )

= &(1.70) — B(—1.70) = 26(1.70) — 1 = 0.91.



Flerdimensionell normalfordelning

Definition Lat X;,..., X,, vara stokastiska variabler och X = (X1,..., X,,)T.
(a) Vektorn

E[X]

kallas vantevdardesvektorn.
(b) Matrisen

Covx = [ Cov(X;, X;) |. .

i,J=1,...,n

kallas kovariansmatrisen.
(c) Stokastiska vektorn X = (X1,..., X,,)T med den simultana tithetsfunktionen

__ o e, n
f(flf)—(%)gwetB’éeXp{ Lo ) B e m}, v R,

kallas n-dimensionell normalfordelad med vénteviardesvektorn p och kovariansmatrisen
B.

Anmérkningar (1) Om n = 1 s ir X = (X,...,X,)T = X; och E[X] = E[X{],
Covx = Var(Xy). Om n =2 sa ar

x=| ] = [ ER | oo | ot et

(2) Om X = (X1,...,X,)T har den simultana tathetsfunktionen i (c) sa galler att E[X] =
1 och Covx = B.

Sats Lat X = (X1,..., X,,)T vara n-dimensionell normalférdelad med vintevirdesvektorn
pux och kovariansmatrisen Covx. Lat b € R¥ och A vara en k x n-matris. Da &r
linjarkombinationen

Y=AX+b
k-dimensionell normalférdelad med vantevardesvektorn
py = Apx +b

och kovariansmatrisen

Covy = ACouvx AT,

Exempel / Lektionsuppgift Lat X = (X, X5)T vara 2-dimensionell normalférdelad
med viantevirdesvektorn (1,0)7 och kovariansmatrisen

10
C’ovxz[o 1}.



Bestam P(X; > Xj). Ledning: Lat Y = (1,—1)X. Da ar P(X; > X,y) = P(Y > 0).
Anviand senaste satsen.

Losning.
2
Med
A=[1-1], b=0 och NX:((l])
far vi

e 17 (1)t e (12071 ]

och saledes Y ~ N (1, \/5) Detta medfor att

P(X; > X,) = P(Y>O):P(Y_1 0_1)

NI

= P (Z > —%) = ®(0.707) = 0.76

dir Z ~ N(0,1).

Exempel / Lektionsuppgift Lat X;, X, vara oberoende N (0, 1)-férdelade stokastiska
variabler och lat a € [0,27). Lat den stokastiska vektorn Y defineras genom

YE(K):{ sin o cosa} (Xl)‘
Y, —cosa sina X5

(a) Bestdm véntevirdesvektorn och kovariansmatrisen for Y.

Ledning: Anvind sin® o + cos? o = 1.

(b) Ange fordelningen av Y] + Y2 (namnet av fordelningen och parametrarna).
Losning.

(a) Lat

A [ sin o Cf)SOéi| X:<X1 ) .
—cosa sina X5

Det galler att Y = AX. Det medfor att
0 0
w=a(0)- ()

C — AC AT—{ sin « cosa](l 0)[sina —cosa}
Yy = X =

—Ccosa sina 0 1 cosa  Sin o

- sine  cos« sina —cosa | 1 0
—cosa Sin« cosa  sSinwo 01 )

och



(b) Som linjédrkombination av normalférdelade stokastiska variabler dr Y; 4+ Y2 ocksa
normalfordelad.

E[Y: + Ya] = E[Vi] + E[Ya] = 0
VY1 +Yy)=V(Y1)+V(Ys) +2Cou(Y1,Y2) =1+1+2-0=2,

dvs.
Yy + Y ~ N(0,V2).
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