Forelasning 9

Chebychevs olikhet och den svaga stora talens lag

Sats (a) (Markovs olikhet) Om X dr en stokastisk variabel som bara antar icke-negativa

viarden , sa ar

EX]
a

(b) (Chebychevs olikhet) Om X &r en stokastisk variabel med E[X] = poch Var(X) = o2,

sa ar

for vilken a > 0 som helst.

P(X >a) <

[\

P(IX — | > k) < % for vilken & > 0 som helst.

Bevis. (a) Vi definierar en stokastisk variabel I genom

{ 1 omX>a
I =
0 annars

och observerar att
I < X/a ochsaledes FE[I] < E[X]/a.

Dessutom géller
EIl=0-PI=0)+1-P(I=1)=P(X >a).

Detta ger

(b) Fran (a)-delen far vi

P(IX =l > k) = P(X = p)? > 1) < A2 20O

Exempel Anta att antalet produkter som tillverkas i en fabrik under en vecka ar en
stokastisk variabel med véintevirdet 50. Vad kan man sdga om sannolikheten att antalet
produkter som tillverkas denna vecka kommer att bli storre an 757

(b) Anta att variansen av antalet produkter dr 25. Vad kan man siga om sannolikheten
att antalet produkter som tillverkas denna vecka kommer att bli storre d4n 40 men mindre
an 607

Svar: (a) Lar
X : # produkter som tillverkas denna vecka .

Markovs olikhet ger

E[X] 50
6 76



(b) Chebychevs olikhet ger

o? 25 1
P(X — >0 < —=—=-.
( 50 = 0)_102 100 4
Alltsa

1 3
P(A0 <z < 60) = P(IX =50 < 10) = 1= P(|X = 50| > 10) > 1 — - = .

Sats (den svaga stora talens lag) Lat X, Xs,... vara en foljd av oberoende stokastiska
variabler med E[X;] = p, Var(X;) = 0% < 0o, i = 1,2,.... Det giller att

n— 00 n

lim P <’Q — ,u‘ > 5) =0 for vilken som helst ¢ > 0.

Bevis. Vi har

och

Xi+... X, 1 « 1 5, o
Var (T) = ;Var(Xi) = 5Nt =—

pa grund av oberoendet. Det foljer fran Chebychevs olikhet, att

Xi+...X Var (t=Xe z
limP(‘Q—u'ZeS)Slim ar( & )zliml:().

n—o0 n n—o0 52 n—oo 52

Anmirkning "Starka stora talens lag"

Xi+...X
P(limyzu)zl.

n—o0 n

Exempel Tolkning av relativa frekvensen

# ettor
# tarningskast

vid upprepade tarningskast. Lat

1 kast ¢ ger etta
X, = . .
0 kast 7 ger ingen etta

Vi far vantevardet av X

1 1



Lat
S, =X1+ -+ X,, = # kast som ger etta.

Vi far for vilken som helst € > 0

p<&21+€)§p(

n 6

(3 i)er
n 6

Centrala gransvardessatsen

S| &
| =

och

=&
| =

da n — oo.

Sats (Centrala grinsvirdessatsen) Lat X, Xo, ... vara en {6ljd av oberoende och likaforde-
lade stokastiska variabler med FlX;] = p och Var(X;) = 0? < co. Det giller att

Xi+... X, —
limP( s nu§a>:®(a), a € R,
n—00 \/ﬁa'

déar @ betecknar fordelningsfunktionen for N (0, 1). Ekvivalent ar

dar 7 = % Z?:l XZ

Exempel. Lat Xi,..., Xy vara oberoende stokastiska variabler fran U(0,1) och S =
Xi + -+ + Xy0. Approximera fordelningen for S (dvs. ange typ och parametrarna) och
berdkna P(S > 6).

Svar: Eftersom X; ~ U(0,1),

0+1 (1—0)2 1
EX)|=——, Var(X;) = = —
Xil == M) =TT T
Centrala gransvirdessatsen medfor att
S—10-1
2 N(0,1).

———— — "approx
1
V104 /15

Detta motsvarar standardiseringen

S — fig
s

av slumpvariabeln S med E[S] = us och Var(S) = o2.

Saledes E[S] =5 och Var(S) = 2, dvs.

5
S ~approx N <57 6) .



Vidare

thuxm—1u§u> 6—5

V104/ 55 V10,/4
)(1"‘...)(10—'{')/ULS 1
5 5

6 6

:1—¢<VL@:=1—08&3:01%7

P(S>6)=P

=1-7P

Exempel En Astronom vill méta (i ljusar) avstandet mellan sitt observatorium och en
viss stjarna. Han vet att varje gang han méter avstandet far han inte avstandet exakt.
Darfor méater astronomen avstandet manga ganger och anvinder medelvirdet av sina
métningar som en definitiv skattning for avstandet. Han antar att virden av matningarna
ar oberoende och likaférdelade stokastiska variabler som har vintevirdet d (det riktiga
avstandet i ljusir) och variansen 4 (ljusar?). Hur ménga mitningar behdéver han for
att hans skattning skulle vara med sannolikhet 0.95 inom +0.5 ljusar fran det riktiga
avstandet d?

Svar: Lat X; beteckna resultatet av den i : e mitningen. Sokt ar n sddan att

1 n
095=P|d—-05< — X, <d+05].
Enligt Centrala gréansvirdessatsen

005 = P (—0sY" < X=d V) g
SR ING 5
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Normal Distribution
X ~ N(u,0)

w=0 o= 1

T = 196 P(-|x] <X< [x])= v| 0.95

04

03

f(x)

0,2
0,1

0,0

Matt Bognar U Iowa

Detta ger ocksa


https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/

Ur tabellen fas

4 ~ 1.96 som medfér att n~ (4-1.96) =61.5.

Astronomen behéover alltsa 62 métningar.

Poissonprocessen

Definition Lat N(¢) vara antalet héndelser som intriffar pa tidsintervallet [0,¢]. En
samling av stokastiska variabler N(t), t > 0, kallas Poissonprocess med intensitet A\ > 0
om

(i) N(0) =0,

(ii) # héndelser som intriffar pa disjunkta tidsintervall (-, -] &r oberoende, dvs. 0 < s <
t <wu < v medfor att N(t) — N(s) och N(v) — N(u) dr oberoende,

(iii) fordelningen av # hindelser pa ett intervall beror pa langden av intervallet, inte pa
vart intervallet ligger (Poissonprocessen &r tidshomogen), dvs. N (¢ +s) — N(s) har
samma fordelning som N (t), s,t > 0,

(iv) P(N(h) =1) = M 4o(h)  dir limy,, 22 =0,

(v) P(N(h) = 2) = o(h).

Exempel Radioaktivt sonderfall. Lat N(t) : # emitterade partiklar i tidsintervallet (0, ¢].

oberoende vantetider

Lat T} vara tiden, da den forsta hindelsen intraffar och, foér n > 2, lat 7T, vara tiden som
gar mellan den (n — 1) : e och den n : e handelsen. T1,T5, . .. kallas vintetider.

Sats Lat N(t), t > 0, vara en Poissonprocess med intensitet A > 0. (a) Lat s, > 0. Det

giller att
P(N(t+5) = N(s)=n) = P(N(t) =n) = e %



for alla n = 1,2,.... Dvs. tillvixter under ett tidsintervall med lingd t & Po(\t)-
fordelade.

(b) T1,T5, ... ar oberoende Exp(\)-fordelade.
(c) Lat S(t) vara tiden, da den forsta hindelsen efter ¢ > 0 intréffar. Da dr S(t) ~ Exp(\).

Exempel Antalet hindelser som intraffar under en dag beskrivs av en Poissonprocess med
intensitet A = 0.3 héndelser per dag. (a) Beriikna sannolikheten att minst en héndelse
intraffar under en dag.

(b) Berékna sannolikheten att inga héndelser intréffar pa en hel vecka.

(c) Bestdm n sadan at P(N(7) < n) > 0.99, dir N(7) betecknar # héndelser under en
vecka.

Svar: (a) N(1) ~ Po(0.3) ger
P(N(1)>1)=1-P(N(1)=0)=1—¢e"=10.26.
(b) N(7) ~ Po(7-0.3) = Po(2.1). Saledes
P(N(7)=0)=e*! =0.12.

(¢) Ur tabellen fas P(N(7) < 5) =0.9761 och P(N(7) < 6) = 0.9941. Alltsa n > 6.
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