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av Blom, Enger, Englund, Grandell & Holst.

Version 18 december 2006

Fel i 16sningarna mottages tacksamt till mattsson@math.kth.se.

Notera att l6sningarna pa vissa stillen utnyttjar andra, mer fullstindiga, tabeller &n vad som normalt
ar tillgingliga for studenterna. Dérfér kan t.ex. kvantiler i normalférdelningen och #(n)-fordelningar i
I6sningarna vara bestdmda med mycket god nogrannhet.

2.1

a) Notera att om tirningen har n sidor s& méaste vid n + 1 gjorda f6rs6k ndgon sida forekomma minst tva
ganger (Dirichlets ladprincip). Alltsa, ett lampligt utfallsrum dr Q = {2,3,4,5,6, 7} om tdrningen har 6
sidor.

b) Vid varje forsok (kast) finns majligheten att man inte erhaller samma antal 6gon som i foregéende kast
vilket gor att antalet nodvindiga kast &r obegrinsat och ett lampligt utfallsrum &r Q = {2, 3,4,5,...}.

2.2 Om den overskjutande lingden efter en tillsagning dr atminstone 100 cm kommer dven den att tillsagas for
att skapa en ny planka. Detta upprepas till den kvarvarande ldngden dr for kort att utgéra en meterlang
planka.

Alltsa, den 6verskjutande bitens lingd kan sigas vara ett utfall i utfallsrummet Q@ = {z : 0 < z <
100 cm} = [0,100).

2.3

a) Utfallsrummet bestar av 8 element.
Q= {DDD,DDK,DKD,DKK,KDD,KDK,KKD, KKK}
dir A = {exakt tva defekta} bestar av utfallen A = {DDK, DKD,KDD}.

b) Utfallsrummet bestar av 4 element,
0 ={0,1,2,3},

dir A = {exakt tva defekta} bestar av utfallet A = {2}.
¢) (1) Utfallsrummet #ir dverupprikneligt och ges av
Q={z:2>0} =Ry =[0,00).

Héndelsen dr {z : a < z < b} = (a,b).

(2) Utfallsrummet dr dverupprikneligt och kan ges av
Q={(z,y) :2 >0,y >0} =R}.

Hindelsen dr {(z,y) : £ > a,y > a} = (a,0) % (a,0).

(3) Utfallsrummet &r dverupprikneligt och ges av
Q={(z1,...,2p) 121 >0,...,2, >0} =RY}.
2.4 Hindelsen A N B bestar av utfallen som finns i A och i B, det vill siga hindelsen kan uttryckas som
"bade A och B intriffar”.

Hiandelsen A N B* bestar av utfallen i A men inte i B, det vill siga AN B* dr hindelsen ” A men inte B”
eller endast A”.



Hindelsen A* N B* bestar av de utfall som inte ligger i A och inte heller i B sa hiindelsen beskrivs av
“inte A och inte B”, det vill séiga ”varken A eller B”. (Notera att meningen ”inte nagon av A eller B”
later sig skrivas som (A U B)* vilket enligt de Morgan #r ekvivalent med A* N B*.)

2.5 Utfallsrummet bestar av de 36 utfallen Q = {(z,y) : z,y € {1,2,3,4,5,6}}. Med beteckningarna

a) A = {Podngsumma mindre #n 6} sd ir A = {(z,y) € Q: z+y < 6}, det vill séiga A bestar av de 10
utfallen {(1,1), (1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (4,1)}. Saledes &r P (4) = 10/36.
b) B = {Samma poing vid bada kasten} si dr B = {(z,z) € 2}, det vill séiga B bestar av de 6 utfallen
{(1,1),(2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)}. Sledes P (B) = 1/6.
Man kan ocksa tanka sig att det forsta kastet bestimmer det virde som man skall triffa i det andra

kastet. For varje utfall av det forsta kastet &r sannolikheten 1/6 att kast 2 kommer att ge samma
virde (kasten #r oberoende).

¢)
Cc = {Atminstone ett av kasten ger precis tva poéing}
= {(1,2),(2,2),(3,2),(4,2),(5,2),(6,2),(2,1),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)}
och P (C) =11/36.
d) Slutligen, D = {Atminstone ett av kasten ger minst fem poang} innehaller 20 distinkta utfall och
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2.6 Enligt Kolmogorovs axiom ér P (AU B) = P (A)+P (B) da A och B ir disjunkta, det vill siga ANB = &.
Alltsa &r P (B) = P(AUB) — P (A) = 0.75 — 0.25 = 0.50.

2.7 Enligt additionssatsen dr
P(AuUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

vilket ger
P(ANnB)=P(A)+P(B)-—P(AUB)=0.6+0.7—-0.8 =0.5.

2.8 Givet dr P (A) = 0.1, P(B) = 0.2 och P(AN B) = 0.05. Ett Venn-diagram for héndelserna kan se ut
som:




a) P ({Atminstone ett av felen}) = P(AU B) = P (4)+P (B)—P (AN B) = 0.10+0.20—0.05 = 0.25.

b) P ({A men ej B}) = P(ANB*) = P(4) — P(ANB) = 0.10 — 0.05 = 0.05.

c) P{Bmenej A})=P(BNA*)=P(B)—P(ANB)=0.20-0.05=0.15.

d) P ({exakt ett av felen}) = P((BNA*)U(ANB*)) = P(BNA*)+ P(ANnB*) = 0.154+0.05 =
0.20.

2.9 Om ANB =@ sdir P(AUB) = P(A)+P (B) = 0.6+0.7 = 1.3 vilket inte &r mojligt. Alltsa, hindelserna
A och B &r inte oférenliga (disjunkta).

2.10 Hindelsen A U B bestar av de disjunkta méngderna A och A* N B, det vill siga AUB = AU (4*N B).
Alltsa dr
P(AUB)=P(A)+ P(A*NB)=0.54+0.1=0.6.

2.11 Hindelsen A kan delas in i tva disjunkta mingder: AN B och AN B*. Alltsa dr P(A) = P(ANB) +
P (AN B*) vilket omformas till

P(AnB*)=P(A)—P(ANB).
P4 samma siitt dr P (BN A*) = P(B) — P (AN B), och eftersom AN B* och BN A* #r disjunkta, s &r

P((ANB*)U(BNA")=P(ANB*)+P(BNA*) = P(A)+P(B)—2P(ANB).

2.12

P(A;U---UA,) = P(AU(AU---UA,))
= P(Al)+P(A2U---UAH)—;P(A1O(A2U"'UAH))1

~~

>0

< P(A))+P(AU---UA,)

pa samma, sitt
< P(A1)+P(A2)+P(A3U---UAH)

och sé vidare. ..
< P(A)+P(Ay)+---+P(A,)

b)
P(A;n---nA4,) = {deMorgan} = P ((AfU---U Ax)*)

1_P(A;u---uA;)21—iP(A;)=1_Z(1_P(A,-)).

i=1 i=1

2.13 Vi viljer tva bokstiver utan aterliggning. Antalet siitt som dessa tva bokstiver kan viljas pa &r (3) =
% = 28 och vid val pa méafa dr alla dessa sétt lika sannolika. Enligt den klassiska sannolikhetsdefinitionen
fas att sannolikheten kan bestimmas som

Antal gynnsamma utfall 1
Antal mojliga utfall 28~ 00T

3

P (Drar V och G) =




52) 52-51-50
3-2-1

2.14 Vi viljer tre kort utan aterliggning. Antalet séitt som dessa tre kort kan viljas pa dr (3 = =

22100 och vid val pa mafa &r alla dessa sétt lika sannolika.

a) Att vilja tre kort sd att alla tre korten &r hjirter kan goras pa (133) = 286 sitt. Enligt den klassiska
sannolikhetsdefinitionen ar

Antal fal (%2 11
P (Alla hjirter) = ntal gynnsamma uttall (5) _ 1 ~ 1.29%.

Antal mojliga utfall  (2) ~ 850

b) Att vilja tre kort s att inget kort &r hjarter kan géras pa (%) = 9139 sitt.

o (B) s
P (Inga hjérter) = (53—2) = Tr00 ™~ 41.35%.

c) Att vilja tre kort sa att alla kort &r ess kan goras pa (3) = 4 sitt.

I

2.15 Vi viljer tva kulor utan aterliggning. Antalet sitt som dessa tva kulor kan viljas pa ar (;) =42 =21
och vid val pa mafa dr dessa 21 sitt lika sannolika.
Att vilja tva kulor sa att en dr svart och en dr vit kan enligt multiplikationsprincipen goras pa

# sétt att # sétt att 4\ /3
vilja en vilja en vit | = ( ) ( ) =4-3 =12 sitt.
1)\1
kula

svart kula

Enligt den klassiska sannolikhetsdefinitionen fas att

: o gy = W (0 124
P (Tva kulor av olika firg) = 0 =5 =7~ 0.571.

b) Om urvalet gors med aterliggning finns 7-7 = 49 siitt att viilja tva kulor pa (med hinsyn till ordning).
Enligt tidigare kan man pa 12 séitt vilja tva kulor av olika firg oavsett ordning, det vill siga pa 2-4-3 =24
sétt med hinsyn till ordning. Den s6kta sannolikheten blir saledes

24
P (Tva kulor av olika firg) = 197~ 0.490.

Alternativt kan sannolikheterna beriknas med hjilp av betingning pa firgen pa den forst dragna kulan.

3/6 2:a svart 4/7 2:a svart
svart svart
4/7 376 47 3/7

2:a vit 2:a vit

3)7 4/6 2:a svart 3/7 4/7 2:a svart
La L:a
vit Y vit 3/7

2:a vit 2:a vit

4

3w

I fallet utan aterliggning (till véinster) &r sannolikheten for att de tva kulorna har olika firg 2 - 2 +

22 = 2 och i fallet med aterliggning (till hoger) &r motsvarande sannolikhet 7 - 2 + 2.1 =22,

2.16 Mingden av alla stryktipsrader Q = {1, x,2} x --- x {1, x, 2} har enligt multiplikationsprincipen m =
3-3---3 =3 = 1594323 element vardera med sannolikhet 1/m.

4



a) Lat A vara hiindelsen att man far 13 rétt. Antalet element i A dr enligt multiplikationsprincipen
g=1]4=1-1---1=18 =1
och P(A) =g/m=1/38 =371 ~6.272-107".
b) Lat B vara hindelsen att de 12 férsta matcherna &r réitt och den 13:e matchen fel. Antalet element

i B ges av

g=|Bl=1-1---1-2=1%.2=2
ty de forsta tolv matcherna kan endast tippas pa ett séitt och sista matchen pa 2 (felaktiga) sitt.
Alltsa P (B) = g/m = 2/33 ~ 1.255 - 10~°.

c) Lat C vara hindelsen att f& ”precis 12 ritt”. Antalet stryktipsrader med tolv ritt dir match i,
i=1,...,13, ar fel &r
1---1-2-1---1=12.2=2
SN—— N——
i—1 st 13—i st
eftersom man kan tippa match ¢ fel pa tva sitt. Med 13 méjliga virden pa ¢ sa dr antalet stryktips-
rader med exakt 12 rétt |[C| = 13-2 = 26 och P (C) = g/m = 26/3'% =26-3713 ~ 1.631- 107°.

Generellt, 14t Dy, vara hindelsen ”precis k ratt”. Enligt multiplikationsprincipen &r antalet utfall i

-Dk7

# sétt att\ /# sétt att # sétt att 13

|De| = | viljaut k tippa k tippa 13—k | = (k) 1k o138k
matcher magtcher ritt matcher fel

sa sannolikheten for att en stryktipsrad har exakt k ritt ges av

P (precis k ritt) = M _ (13) (1>k (g>13—k

313 k)\3) \3
for k=0,1,...,13.

0.25 -

0.2

S

=

3
T

Sannolikhet

I
=
T

0.05 -

0 T T @ @ & & &
8
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Antal ritt, k

Sannolikheterna foér att fa k ritt pa stryktipset med en pa
mafa ifylld rad.

2.17 Sannolikheten att det bland n personer inte finns nagon gemensam fodelsedag ar

Antalet sitt vi kan vilja ut n fodelsedagar utan par

P(1 =
(Ingen gemensam) Antalet sitt vi kan vilja ut n fodelsedagar

Under ett antagande om att varje ar har 365 dagar och att fodelsedagar &r likformigt férdelade tver aren
kan med multiplikationsprincipen bestimma sannolikheten till
365-364---(365 —n + 1) 365!

P (Ingen gemensam) = 365365 ---365 = 3657(365 — n)!”

Sannolikheten for minst att det bland n personer finns minst en gemensam fodelsedag &r saledes

365!

P (Minst en gemensam) = 1 — P (Ingen gemensam) = 1 — 3657 (365 — )1
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For olika virden pa n bestdms sannolikheten till

n| 2 5 10 20 23 30 40
P (Minst en gemensam ‘.0027 .0271 1169 4114 .5073 .7063 .8912,

och man ser att for 23 eller fler personer dr sannolikheten storre dn 50%.

2.18 Slumpforsoket bestar av att dra 5 kort utan aterliggning pa mafa ur en kortlek om 52 kort. Utfallsrummet
bestir da av de m = (37) = 2598960 sitt som detta kan goras pa. Antalet utfall som motsvarar en hand

med korten. ..

a) ess, kung, dam, knekt, tio i samma firg, ir enligt multiplikationsprincipen

# fﬁljde'r ) 4.1
ess,. .. ,tlo

g = (# fdrger) - (

s sannolikheten &r g/m = 4/(%).

b) fem kort i foljd i samma, fiirg, dr enligt multiplikationsprincipen

g = (# farger) - (}iﬂflolljfg Om) —4.10 =40

sa sannolikheten ar g/m = 40/ (7).
c¢) fem kort i samma firg, dr enligt multiplikationsprincipen
# sdtt att 13
g = (# farger) - | vilja fem | =4- (5) = 5148
kort

sa sannolikheten dr g/m =4 - (153)/(552)-

2.19 Slumpforsoket bestar av att dra 13 kort utan aterliggning pa mafa ur en kortlek om 52 kort. Utfallsrummet
bestar da av de m = (37) = 635013559600 sitt som detta kan goras pa. Antalet utfall som motsvarar en

13
hand med korten. ..
a) 5#, 39, 3¢, 2& ir enligt multiplikationsprincipen
B # sitt att) (# sétt att (4 sdtt att) [# sitt att
9 = \vilia5 & vilja 3 © vilja 3 ¢ vilja 2 &

13\ /13)\ [13\ /13
= 1287 - 286 - 286 - 78 = 82111732
(5>(3>(3)(2> 87-286-286-78 =8 73256

sa sannolikheten dr g/m = 0.01293.



b) fordelningen 5,3,3,2 pa godtyckliga (distinkta) fiarger. Enligt ovan ir
# sétt att # sitt att # sétt att # sétt att
(véilja 5 av) - (véilja 3 av) - <véilja 3 av) . (v'&ilja 2 av) = 8211173256
farg 1 farg 2 farg 3 farg 4
sa det som aterstar dr att bestdimma pa hur manga olika sitt man kan fordela ©, {, & och & dver

firg 1-4. Valj forst vilka firger vi skall plocka tre kort av. Det kan goras pa (3) = 6 sétt. For vart

och ett av de siitten skall vi bestimma den firg som vi skall plocka 5 kort av. Vi har tva firger kvar

sa detta kan goras pa (f) = 2 sétt. Den sista firgen kan bara viljas pa ett sétt. Det totala antalet

sitt som firgerna kan fordelas ar
(4) -2-1=12
2

och sannolikheten ar 12 - (svaret i a) = 0.15516.

2.20

Alternativ 1: Betrakta den hog dér ruter kung ligger. Sannolikheten att hjirter kung ligger i samma
hog dr 1/3 (ett kort av tre mojliga), dvs. med sannolikhet 2/3 ligger de i olika hogar.

Alternativ 2: (Hypergeometrisk fordelning.) Av N = 4 kort dr s = 2 svarta och v = 2 réda. For
att vilja ut korten i den ena hogen viljer man ut n = 2 kort av N stycken, vilket kan goras pa
(™) = (3) = 42 = 6 siitt. Av dessa &r det

00

sitt som ger exakt ett svart kort, vilket medfor att de tva réda korten ligger i varsin hog. Den s6kta
sannolikheten dr saledes

2\ (2

DG _2

k) 3

Alternativ 3: (Formell betingning) De tva korten som skall liggasi en av hégarna viiljes enligt nedanstiaende

traddiagram:
1/3 2:a svart
1:a <
svart,
2/4
/ 2/3 2:a r6d
2/4 {: 2:a svart
l:a
réd
1/3 2:a r6d

Sannolikheten for att fa tva kort av olika farg &r sdledes

22 22 2
4 3 4 33

2.21 Av N = 100 distinkta enheter dr s = 6 defekta. Om man viljer ut n = 5 pa mafa utan aterliggning sa
ar enligt multiplikationsprincipen

(#séitt att vélja 2) ?S_at; glt;n‘(?gz
bland de defekta. hel
P (2 defekta) = o

#sétt att vilja 5 bland alla

6\ (94
2)\3) 15-134044 _ 33511

(100) 75287520 1254792%0'026706'

5



P& samma sitt kan man rikna ut

6\ (94 N 6\ (94
0/\ 5 1/\ 4/ _ 54891018 + 18297006 435643

(100) 75287520 448140
)

Om man later {X = k} beteckna héndelsen att det finns k defekta bland de utvalda sa kan man pa
samma sitt bestdmma sannolikheten for héndelserna

#sitt att valja\ /#sitt att vilja
k bland de de- | [ 5 — & bland de (6) ( 94 )

P (0 eller 1 defekt) = ~ 0.97211.

fekta hela k)\5—k
P(X=k) = _
( k) #sitt att vilja 5 bland alla (100)
b)

for k=0,1,...,5

02 T
0 Q

2
Antal defekta,

ot

&
3 4
k

2.22 Efter ha tagit tre hjirter ur kortleken finns 52 — 3 = 49 kort kvar varav 13 — 3 = 10 dr hjérter. Den
betingade sannolikheten att det fjirde kortet inte dr ett hjirter &r

P (Fjirde kortet &r inte hjirter|tre forsta korten #r hjirter) = Z—g ~ 0.796.

b) Lat A vara hindelsen att det fjarde kortet dr en spader och B hindelsen att de tre f6érsta korten &r
hjarter.

Notera att det inte dr en betingad sannolikhet som stks. Av de kvarvarande 49 korten &r 13 stycken
spader sa sannolikheten &r

13
P (Fjarde kortet dr spader|tre férsta korten &r hjirter) = P (A|B) = 10~ 0.265
det vill séiga en tredjedel av svaret i a.

Den sokta sannolikheten &r
P(ANnB)=P(A|B)P(B)
dar

P (B) = P (tre forsta korten dr hjirter) = % = %

S&
13 11 143

P ({Fjarde kortet dr spader} N {tre forsta korten &r hjirter}) = P (A|B) P (B) = 19 350 — 11650°

2.23 Lat Hy, Hy och Hj beteckna hindelserna att instrument 1, 2 eller 3 viljes. D4 ér P (Hy) = %, k=1,2,3,
och de tre hindelserna utgor en partition av utfallsrummet. Lat A vara hindelsen att valt instrument
fungerar. Enligt lagen om total sannolikhet &r

1 1 1
P(A) = P(A|H,) P (H,) + P (A|H,) P(Hy) + P (A|H3) P (H3) = 0.9 - 3 T08-2+04.2=07
8



b) Med Bayes formel erhalles

P(H\NA) _P(AH)P(H,) 09-3 3

P = =505~ == p@ T 0T T
P& samma sitt fas 08,1
och P(A|H;)P(Hs) 04-%1 4
P (Hy|A) = Sy g

P(A) Too07 21
Notera att dessa tre sannolikheter summeras till 1.

2.24 Av de 11 frukterna &r 3 giftiga och 8 ogiftiga. Lat B vara hindelsen att hunden far en ogiftig frukt.
Hundens frukt viljes pa mafa och saledes ar P (B) = 8/11.

Givet att hunden klarar sig finns 10 frukter kvar varav 3 &r giftiga och 7 ogiftiga. Sannolikheten att Per
far alla giftiga frukter &r

it att vilja 3) (70t att valja
bland de giftiga 4 — 3 bland de 3\ (7
sHg ogiftiga _ (3) (1) 171
#sitt att vilja 4 bland alla Y 109.8:7 — 30"

Sannolikheten att Pal far alla giftiga frukter ar

. - #sitt att vilja
(#satt att vilja 3) (6 _ 3 bland de) (

bland de giftiga ogiftiga _ 3) (;) _ L 753 = 1
#sitt att vilja 6 bland alla () grxs il

Med A som hindelsen att bade Per och Pal far minst en giftig frukt var ar

P(A|B) = 1— P ({Per far alla} U {Pal far alla}|B) = 1 — P (Per far alla|B) — P (P4l far alla|B)
-+ 1_14
30 6 5

c) Slutligen
8 _ 32

4
P(ANnB)=P(A|IB)P(B)=—--—=—.
(ANB)=P(AB) P(B)= ¢+ = >
2.25 Lat H vara hindelsen att det var tva M som f6ll ned. D4 éirP(H):l/(g) = 1/10. Om tva M faller ned

star det fortfarande MALMO efter uppséttning. Om det inte &r tva M som faller ned star det MALMO
pa skylten efter uppsittning med sannolikhet 1/2. Enligt lagen om total sannolikhet dr

1

P (MALMO) = P (MALMO|H) P (H) + P (MALMO|H*) P (H*) = 1- 55 + % :

11

9
10 20°

2.26 Hindelsen att familjen har minst ett barn av vardera kon givet att det #ldsta barnet #r en pojke &r
hindelsen att de tre andra barnen &r en pojke och tva flickor. Varje sddan tilldelning av kon har sanno-
likhet p(1 — p)? enligt oberoendet. Att vilja ut vilket barn som blir pojke kan goras pa (f) = 3 sétt. Den
sokta sannolikheten dr saledes 3p(1 — p)2.

b) Lat B vara hindelsen att familjen har minst en pojke. Da dr B* hiindelsen att familjen har enbart
flickor och enligt oberoendet P (B*) = (1 — p)4, det vill séiga P (B) =1— (1 —p)*.



Lat A vara hindelsen att familjen har tva pojkar och tva flickor. Varje sekvens av tva pojkar och
tva flickor har sannolikhet p?(1 — p)? pa grund av oberoendet och det finns (g) = 6 sadana sekven-
ser (konstilldelningar). Saledes &r P (A4) = 6p*(1 — p)>.

Nu dr A C B och
P(ANB) _P(A) _ 6p*(1-p)°
P(B) ~P(B) 1-(1-p*

P(A|B) =

2.27

a) Med definitionen av betingad sannolikhet har man att

P (andra sidan r6d Nsedd sida r6d)  1/3 2

P (andra sidan rod|sedd sida réd) = P (sedd sida 16d) =1a"3

eftersom téljaren #r sannolikheten for hiindelsen att man ser det helréda kortet och nimnaren fas
av att hilften av kortsidorna &r roda.

b) Det &r inte samma chans for bada fallen. Av ovanstdende foljer att
P (rodrod|sedd sida réd) = P (andra sidan réd|sedd sida rod) = 2/3
medan
P (rodvit|sedd sida rod) = P (andra sidan vit|sedd sida rod) = 1/3.
2.28 Lat A, B och C vara hindelsen att person A, B och C far vinstlotten. Notera att hiindelserna dr disjunkta
och P(AUBUC) = 1. Eftersom A tar forsta lotten dr P (A) =1/3 =P (AN B*NC*).

P (B) = P(B|A) P(A) + P (B|A*) P(4*) = 0% +%§ %

eftersom givet A* finns tva lotter kvar och P (B|A*) &r siledes en halv. Slutligen,

1 12 1
P(C)=P(C|B)P(B)+ P(C|B*)P(B*) = 03 + 33= 73
Resonemanget illustreras enkelt med ett tradddiagram:
A vinst —— B nit 1, Cnit ANB*NC*
B vinst ——» C nit A*NBNC*

A nit

Bnit —1» C vinst A*NB*NC
Triddiagram som visar de tre mgjliga fallen: A vinner, B vin-
ner och C vinner.

2.29 Lat A, B och C beteckna hindelserna att ett pd mafa valt batteri kommer fran fabrik A, B eller C.
Vidare, lat R beteckna hindelsen att valt batteri har en lang livslangd. Enklast illustreras sambandet
mellan hindelserna och deras betingade sannolikheter i ett triddiagram sasom det nedan. Sannolikheten
for tex. hiindelsen att man véljer ett batteri fran fabrik A som réicker linge, P (A N R), kan beriknas som
P(R|A) P(A), dvs. genom att multiplicera grenarnas sannolikheter.
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Ricker

0.95 15 ANR
inge
Fabrik
A Rick ANR
Acker inte N R*
0.5 0.05 ™ Jsnge
0 97 Récker B N R
) lange
02 , Fabrik
B
0.03 Racker inte BN R*
) lénge
0.3 .
Ricker
0.98 18nge CNR
Fabrik
C
0.02 Récker inte CNR*
) ldnge
Alltsa,
P(ANR) = P(R|AP(A) = 095-0.5 = 0475
P(BNR) = P(R|B)P(B) = 097-0.2 = 0.194
P(CNnR) = P(R|IC)P(C) = 0.98-0.3 = 0.294
och
PRR=P(ANR)UBNRU(CNR)=P(ANR)+P(BNR)+ P(CNR)=0.963.
Vidare sa ar P(ANR) 0475
N .
P(AR) = P(R) 0963 0.49325
och P(ANRY) P(RA)P(A) 0.05-0.5
P (A|R*) = = =" % —0.6757.
(A[R") P (R¥) 1-P(R) 0.037

2.30 Lat F vara hindelsen ”den flyttade kulan &r vit” och V' hindelsen ”den dragna kulan ar vit”.

a) D& ar F* hindelsen ”flyttad kula svart” och

PWV) = P(VNE)U(VNF*)=P(VNF)+P(VNF~
2 2 1 3 7
= P(V|IF)P(F)+P(V|IF)P(F")==--—+--==—
VIF) PR + Py PPy =2 24 2 3 T
b) Vi sdker nu P (F*|V).
x x * 1.3
P(F*|V) P(F nv):P(VlF)P(F):375_§‘
PV) PV) A
2/3 Drag vit P(VNF)=P(V|IF)P(F)
Flytta =2/3-2/5=4/15
2/5 vt <
1/3 Drag svart P(V*NF)=1/3-2/5=2/15
33 Drag vit P(VNF*) =1/3-3/5=3/15
Flytta

1/3
svart 2/3<

11

Drag svart

P(V*NF*) =2/3-3/5=6/15



2.31 Lat S vara hindelsen att en skickad bit &r en 0:a och M vara hiindelsen att en 0:a mottagits. Beroendet
mellan S och M ges av triddiagrammet nedan.

P(SNM) =P (MI|S)P(S)

0.99 Mottag 0
Siind 0 =0.99-0.40 = 0.396
0.40 0.01
: Mottag 1 P(SNM*)=0.01-0.40 = 0.004
0.00 0.02 Mottag 0 P(S* N M) = 0.02-0.60 = 0.012
Sénd 1
0.98 Mottag 1 P (S* N M*) = 0.98 - 0.60 = 0.588
De sokta sannolikheterna dr (kolla figuren!)
P(S*NM* P (M*|S*) P(S* 0.588
P(S*|M*) = ( ) _ (M*|S*) P (S*) — 0.9932

P(M*) ~ P(M*S)P(S)+ P (M*S*)P(S*) _ 0.004 + 0.588

och
P(fel) = P((SNM*)U (S*N M)) = 0.004 + 0.012 = 0.016.

2.32 Med de Morgan

PA*NB*) = P((AUB)*)=1-P(AUB)=1-(P(A)+P(B)-P(ANB))
= (A och B oberoende) =1—-P(A)—-P(B)+P(A)P(B)=(1-P(A)1-P(B))
P (A7) P (B")

det vill siga A* och B* dr oberoende. Saledes

P (A* N B*) = P(A*) P(B*) = (1 — 0.1)(1 — 0.05) = 0.855.

2.33 Lat A, B och C vara hindelserna att familj A, B respektive C kommer dir P (A) = 0.8, P (B) = 0.6 och
P(C)=0.9.

a) Hindelsen att alla kommer &r AN BN C och med oberoendet fas

P (Alla kommer) = P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C)=0.8-0.6-0.9=0.432.

b) P4 samma sitt

P (Ingen kommer) = P(A*NB*NC*) =P (A*) P(B*)P(C*) =0.2-0.4-0.1 = 0.008.

¢) Komplementet till hiindelsen {minst en kommer} ir att ingen kommer. Saledes &r

P (Minst en kommer) = 1 — P (Ingen kommer) = 0.992.

2.34 Om tdrningen har 6 sidor och har samma sannolikhet for varje sida &r P (A) = 2/6 = 1/3. Genom att
betinga pa utfallet i férsta tidrningskastet kan man utnyttja lagen om total sannolikhet fér att bestimma

P (B):
P(B) = P(B|l:a)P(1:a) + P(B|2:a) P (2:a) + P (B|3:a) P (3:a) + P (B|4:a) P (4:a)
+P(B|5:a)P(5:a)+P(B|6:a)P(6:a)=%-%-{-%-%—F%-%-I—%-é-l—g-%—l—l-%—%.
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Hindelsen AN B dr hindelsen {sld en 2:a f6ljt av en 5:a eller 6:a} eller {sla en 5:a foljt av minst en 2:a},
det vill siga

1 2 1 5 7
PANB) == -—4+=- .- = —.
(4N B) 6 6+6 6 36
Eftersom . 1 91
P(ANB)=—=-.—=P(A)P(B
(ANB) = 52 = 322 = P(4) P(B)

s& dr hindelserna oberoende. Det ovanstaende fas dven direkt ur figuren nedan:

3
6 =
51 A
|
=
+ 34
<
g
2 4
14

1:a tdrningen

2.35
a) Med data:
k t
s|1 112
v|1 1|2
2 214
fas P(S)=2/4=1/2, P(T)=2/4=1/20ch P(SNT) =1/4. Alltsa ir
1 11
P T=-==-.-=P P (T
(SNT)=; =5 5=PS)P)
och hindelserna dr oberoende.
b) Med data:
k t
S 1 10|11
v | 10 1]11
11 111 22

fas P(S) =11/22=1/2, P(T) =11/22=1/2 och P (SN T) = 10/22. Allts &r

P(SNT) = £¢%—1 L_psypm

=55=
och hindelserna dr inte oberoende. Givet information att det dragna foremalet &r ség svart okar
sannolikheten att det ocksa &r en térning. P (T'|S) = 10/11.

2.36 Sannolikheten att en tillverkad komponent har minst ett av felen
13



Alternativ 1: Hindelsen "néagot av felen” = AU B U C och

P(AUBUC) = {deMorgan} =1— P (A* N B*NC*) = {oberoende}
1—P(A*P(B*)P(C*) =1-(1-0.20)(1—0.05)(1 - 0.10)
1—0.684 = 0.316.

Alternativ 2: Hindelsen ”"négot av felen” = AU B U C och

P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(AnC)—P(BNCO)

+ P(ANBNC) = {oberoende}
P(A)+P(B)+P(C)—P(A)P(B)—P(AP(C)-P(B)P(C)
+P(A)P(B)P(C)

= 024+034+05-02-03-0.2-05-03-0.5+0.2-0.3-0.5=0.316.

P(AuBUC)

Alternativ 3: Lat X beskriva antalet fel hos produkten. {X = 0} = A* N B* N C* si utnyttjandes
oberoendet

P(X =0) = P(A*)P(B*)P(C*)=0.684

och pa samma, sitt fas

P(X=1) = P(4%)P(B*)P(C)+P(A*)P(B)P(C*)+P(A)P(B*)P(C*) =0.283
P(X=2) = P(A)P(B)P(C*)+P(A)P(B*)P(C)+P(A*)P(B)P(C) = 0.032
P(X=3) = P(A)P(B)P(C)=0.001

Vi soker P(X >1)=1— P (X =0) = 1 —0.684 = 0.316.

=

0.684

Venn-diagram dér héndelserna motsvarande felen A, B och C
dr oberoende.

2.37 Lat A vara hindelsen att det dragna kortet dr hjéarter och B hindelsen att det dragna kortet &r ess. Vi
far omedelbart att P (A) =13/52 =1/4 och P (B) =4/52 = 1/13. Handelsen AN B &r hindelsen att det
dragna kortet dr hjirter ess och vi far da att P (A N B) = 1/52. Det innebér att P (AN B) = P(A) P(B)

varfér A och B &ir oberoende.

b) Definiera A och B som i a) ovan. Vi far da att P (A) = 13/48 och P (B) = 4/48 = 1/12. Vidare ser vi
att P (AN B) = P (dragna kortet #r hjirter ess) = 1/48 varfor vi inte har att P (AN B) = P(A) P (B).
Hindelserna A och B ir ej oberoende.

2.38 Lat A och B vara tva hindelser med P (4) >0 och P (B) > 0.

a) Om A och B ir oforenliga (disjunkta), AN B = @, s ir
0=P(@)=PANB)#P(A)P(B)>0
e
>0 >0

och hindelserna dr inte oberoende.
14



b) Om A och B ir oberoende s &r

P(ANB)=P(A)P(B)>0

N N —
>0 >0
s& AN B # @ och A och B ér ej oforenliga.
2.39 Lat Ky, ..., K, vara de oberoende hiindelserna att komponenter 1,...,n fungerar en given tid. P (K;) =
b;.
a) Da giller for ett seriesystem
P (Syst. fungerar) = P(KiNn---NK,)={ober.} =P (K1) ---P(K,)=pi---Dn.
b) For ett parallellsystem har vi att
P (Syst. fungerar) = P(K;U---UK,)=1-—P(Kin---NK}) = {ober.}

= 1-P(K])---P(K;)=1=(1—=p1)---(1=pn).
¢) Med n =4 och p; = 0.90 fir man

P (Seriesystem fungerar) = 0.90* 0.6561
P (Parallellsystem fungerar) = 1—(1—0.90)* = 1-10"".

2.40 (Se dven uppgift 2.39.) For tva komponenter, 14t A och B vara de oberoende héndelserna att respektive
komponent fungerar. Notera att med tva komponenter &r hindelserna {seriesystem fungerar} = AN B
och {parallellsystem fungerar} = AU B = (4* N B*)*.

a) Hindelsen {seriesystem fungerar} = A N B si med oberoendet

P ({seriesystem fungerar}) = P(ANB)=P(A)P(B)=0.9-08=0.72.

b) Komponentredundans motsvaras av en seriekoppling av tva parallellsystem dir parallellsystem 1
fungerar med sannolikhet

P ({parallellsystem 1 fungerar}) = P(A; UA2) =1—P(ATNA;) =1— P(AT) P (4%)
= 1-(1-P(A1))(1=P(A42))=1-(1-0.9)(1-0.9) =0.99.

Motsvarande for parallellsystem 2 &r

P ({parallellsystem 2 fungerar}) = P(B; UB2) =1—P(ByfNBy) =1— P (B}) P (B3)
= 1-(1-P(B1))(1-=P(B2))=1-(1-0.8)(1-0.8) =0.96.

Seriekopplingen av dessa tva system har funktionssannolikhet
P ({system fungerar}) = P ({parallells. 1 fungerar} N {parallells. 2 fungerar})
= 0.99-0.96 = 0.9504.

c¢) Systemredundans innebir en parallellkoppling av tva seriesystemen, dir varje seriesystem har funk-
tionssannolikhet 0.72. Parallellkopplingen har funktionssannolikhet

P ({system fungerar}) = P ({seriesystem 1 fungerar} U {seriesystem 2 fungerar})
= 1—(1— P ({series. 1 fung}))(1 — P ({series 2 fung}))
= 1-(1-0.72)% = 0.9216.
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2.41 Numrera relderna enligt:

La] L« [5]
— o 7 -

Lat K;,i=1,...,7, beteckna hiindelsen att reld ¢ dr tillslaget. Hindelserna K;, i = 1,...,7 &r oberoende
och 14t pi = P(K,)
Lat

A = Ks,

B = KiNnKsjnNnKg

C = K10K20K50K70K6.

Om nagon av hiindelserna A, B eller C' intriffar &r punkterna forbundna med varandra. Alltsa, punkterna
ar forbundna med sannolikhet

P(AUBUCQ) P(A)+P(B)+ P(C)-P(ANB)—P(ANCQC)
—P(BNC)+P(AnBNC(C)
= P3 + P1P4Pe + P1P2P5P7P6 — P3P1P4Ps — P3P1P2P5P7P6 — P1P4P6P2P5P7 +

P1Pap3papspepr = p +p° — pt +p° — 2p° 4+ p".

2.42 Spelet avslutas nir tavlan triffats tva ganger. Hindelsen att det #r samma person som skjutit bada
skotten &r hindelsen att efter forsta triffen sker det ett udda antal missar foljt av en triff.

Alltsa,
P(Samma person) = Y (1-p)**'p=1-ppd [1-p°] =1-pp—F—
k=0 k—0 1-(1-p)
_ 1-p
- =

Notera att detta dr sannolikheten att en fig(p)-fordelad stokastisk variabel antar ett jimnt virde.

2.43

Alternativ 1: En kortlek kan delas i 4 lika stora hogar, det vill siiga med 13 kort i varje hég, pa

(1) () () )

sitt. Att vilja ut den forsta hogen si att den innehaller ett ess kan géras pa (15)(}) sétt. Efter

detta kan den andra hogen viljas pa (35) (%) sdtt s& att den innehéller ett ess. Den tredje hogen
viljes analogt pa (%3) (}) sdtt och den fjirde pa (13) (1) sétt.

Salunda blir sannolikheten

(1) (1) (33) (©)

P (Ess i varje hog) = = v = 5—— ~ 0.1055




Alternativ 2: Vi tar hiinsyn till kortens ordning i hdgarna. Vi tinker oss 52 positioner (lador) dir lada
1-13 motsvarar hog 1, lador 14-26 hog 2, 27-39 hég 3 och slutligen 40-52 den sista hogen. Det
forsta esset kan liggas ut pa 52 sitt. Nir det lagts ut dr de 12 andra ladorna knutna till samma hog
blockerade sa ess tva kan laggas ut pa 39 sitt. For var och ett av dessa kan sedan ess tre liggas ut
pa 26 sitt och slutligen det sista esset pa 13 sétt. Sannolikheten dr darfor

52-39-26-13  (4-13)-(3-13)-(2-13)-(1-13) _ 13* 13
52-51-50 - 49 521/48! B~ )

2.44 Lat B vara hindelsen att bridgehanden innehaller minst ett ess och A hindelsen att bridgehanden in-
nehaller exakt ett ess.

En bridgehand om 13 kort kan viljas pa (ig) sitt. Om man inte har nagra ess dr de 13 korten valda

bland de 52 — 4 = 48 kort som inte dr ess. En bridgehand utan ess kan siledes véljas pa (‘llg) sdtt och om
bridgehanden véljes pa mafa ar

P (B) = P (minst ett ess) = 1 — P (Inget ess) = 1 — —x5-.
13

Eftersom A C B och

P (A) = P (exakt ett ess) =

_PUnE) P _ ()
TR TR T @) - )

Den sokta sannolikheten &r
(1)(53) _ 5359

(13) — (G5) 14498

P(A*|B)=1-P(A|B)=1— ~ 0.3696.

b) Givet att personen har hjirter ess dr sannolikheten f6r inget ytterligare ess

) (12)

P (A|har hjarter ess) = (o =
(12)

och den sokta sannolikheten ar

(o) (1) _ 11686

(g) © 20825

~ 0.5612.

1 — P (Alhar hjirter ess) =1 —

3.1 Lat X beteckna det nummer dér lyckohjulet med n nummer stannar. De mojliga virdena pa X &r
Qx ={1,2,...,n}. Ett rdttvist hjul har samma sannolikhet for alla nummer, dvs px(k) = P(X =k)=p

beror ¢j av k. Eftersom
1= px(k)=)> p=np
keQx k=1

sdarp=1/n,dvs P(X =k)=1/nfor k € Qx. Med n = 20 nummer si &r
P(2<X<5) = PUX=3}U{X=4}U{X=5})=P(X=3)+P(X=4)+P(X =5)
1+1+1 3 3

0.05 I
0.8 o—

0.04 eie
= = T
I 003 VI0.6 o—
o 3 o
R~ B

2 04 o°
002 [
2 3 4

b=
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Vinstnummer, k Vinstnummer, k

S|
s
S
S
I
S|
(e]

1
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3.2 Lotterna i lotteriet fordelas enligt

Antal lotter vinstbelopp

1 100

) 20

30 )
964

Totalt 1000

Lat X beskriva vinstbeloppet av en pa mafa vald lott. De méjliga virdena pa X ar Qx = {0, 5, 20,100}.
Sannolikhetsfunktionen for X ges av

px(0) = P (X =0) = 964/1000 = 0.964
px(5) = P (X =5) = 30/1000 = 0.030

pX(zo) P (X = 20) = 5/1000 = 0.005
px(100) = P (X = 100) = 1/1000 = 0.001

och px (z) = 0 for Hvrigt.

3.3 De mojliga virdena for den stokastiska variabeln X ges av Qx = {3,4,7,8,9} dir

4 3 2 2
px(3) = 'BE px(4) = 1 px(7) = 1 px(8) = 1

a) Eftersom ;o px (k) =158 &r

px(9) =1-[px(3) +px(4) +px(7) +px(8)] = 1_12

b) Eftersom férdelningsfunktionen Fx (t) = P (X < t) fas

FxG)=P(X<8)= 3 px(k) = px(3) +px(4) = =
kEQx:k<5

7
PA4<X<8)= Z px(k):px(4)+PX(7)+pX(8):E
kEQx 4<k<8
och

PX>8)= Y px()=px(®) +px(O)= 5= 1.
keQx:k>8

3.4 Om X beskriver summan av tva pa mafa valda mynt sa ges de mojliga virdena av Qx = {2,6}. Sanno-
likheten for att erhalla dessa virden skall nu bestimmas och uppgiften kan 16sas pa flera siitt.

Alternativ 1: Vi kan vilja ut 2 mynt av tre pa (3) = 3 siitt. Av dessa kan tva enkronor viljas pa 1 sitt
sa
P (X =2) = P(Vilj tva enkronor) = -

ochalltsh P(X =6)=1—-P(X #6)=1—-P(X =2) =

win

Alternativ 2: Lat A; och A, vara hindelserna att det forsta respektive det andra valda myntet &r en
enkrona. Da dr P (A;) = % och P (Az|A;) = % 3,

P (X = 2) =P (Val_] tva enkronor) =P (A1 n Az) =P (A2|A1) (Al)

l\DI»—l
wll\D
w

och P(X=6)=1-P(X #6)=1-P(X =2) = 2,



Alternativ 3: De tre mdjliga utfallen Q = {1,15,1,5,155} lika stor sannolikhet.

For de tre utfallen fas virdena 1+ 1 =2,145 =6 och 1+ 5 = 6. Den stokastiska variabeln X har
saledes mojliga virden givna av Qx = {2,6} dir

px@=P(X=2=P(Lil) =y px(6)=P{L5}U{L5}) =

Ll
+
W=
Wil N

3.51 en urna med N = 10 kulor & v = 4 stycken vita och s = 6 stycken svarta. Vid dragning med
aterliggning lat X beskriva antalet dragna svarta kulor fore den forsta vita kulan. Mojliga varden pa X
ges av Qx = {0,1,2,3,...} och hiindelsen X = k, k € Qx, dr hiindelsen att man dragit k svarta kulor
foljt av en vit. Alltsa &r

_ Antalet sétt att dra k svarta foljt av en vit sk v _ ( s )k v

P(X =k = = =(Z) = =(@1-p)F
( ) Antalet, sitt att dra k + 1 kulor NE+T — N (1=p)"p,

N

for k=0,1,2,... ddr p=v/N = 0.4 andelen vita kulor i urnan. Detta ir en geometrisk fordelning.

0.5
0.4%

0.3 -

px(z)

. IT?@om@

0 1 2 4 5 6 7 8 9 10

Antalet dragna svarta kulor fore den forsta vita vid val pd
mafa med aterliggning.

Nu &r
P(X>3)= Y px(k)=) (1-plp=(01-p’°p) (1-pF=01 —p)%ﬁ = (1-p)*.
keQx:k>3 k=3 k=0

Detta kan dven inses genom att hindelsen X > 3 #r héindelsen att dra tre svarta kulor pa rad. Med siffror
ar P(X >3) = (1 -p)® = (0.6)% = 0.2160.

3.6 I en urna med N = 10 kulor &r v = 4 stycken vita och s = 6 stycken svarta. Vid dragning med
aterldggning 1at Y beskriva antalet dragna kulor nir den férsta vita kulan dras. Mojliga virden pa Y ges
av Qy ={1,2,3,...} och hiindelsen Y = k, k € Qy, dr hindelsen att man dragit k¥ — 1 svarta kulor f5ljt
av en vit. Alltsa dr

Antalet s#tt att dra k — 1 svarta foljt av en vit _ sF=1. s\k-1 v

v
P Y = k = — — 2 g . k—1
( ) Antalet s#tt att dra k kulor Nk ( N) N (1-p)""p,

for k=1,2,3,... ddr p = v/N = 0.6 andelen vita kulor i urnan. Detta #r en for-férsta-gangen-férdelning.

Notera att Y = X + 1 med X enligt uppgift 3.5.

Alternativ 1: Nu ir

o0 o 1

PY>2= Y pr(k)=) (1-p'p=0-ppd (1-pf=01-ppr—r——=1-p

kEQy k>2 k=2 k=0
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Alternativ 2:
PY>2)=1-P(Y <2)=1-PY =1)=1-(1-p)°%=1-p.

Hindelsen Y > 2 #r hindelsen att dra en svart kula. Med siffror &r P(Y > 2)=1—p = 0.6.

3.7 I en urna med N = 10 kulor #r v = 4 stycken vita, det vill séiga andelen vita kulor dr p = v/N = 0.40.

a) Lat X beskriva antalet vita kulor vid dragning av n = 3 stycken med aterliggning. Mojliga virden
pa X ar Qx = {0,1,2,3}. Betrakta en sekvens av k vita och n — k svarta kulor. En sadan sekvens har

sannolikhet
Antalet sdtt att fa en viss sekvens . .
av k vita och n — k svarta _v-(N—o)"™ (1)’“ (1 _ g)“—’“ = pF(1 = p)nt
Antalet siitt att dra n kulor Nn N N )

Hindelsen X = k &r hindelsen att fa nagon av dessa sekvenser med k vita och n — k svarta. Det finns
(%) sddana sekvenser si

P@z@zc

k)pk(l—p)n_k k=0,1,2,...,n.

Detta #r binomialférdelningen.

Lat X beskriva antalet vita kulor vid dragning av n = 3 stycken utan &terliggning. Mgjliga varden pd X
ir QOx = {0,1,2,3}.

_Antalet sétt att fa k vita och n — k svarta (Z) (IX__;; ) (A;Zp) (N,(Ll__kp))

PX =k = Antalet sitt att dra n kulor - (17‘{) - (2’) k=0,1,2,3.

Detta dr den hypergeometriska férdelningen.

b) Hindelsen att fa fler vita &n svarta kulor dr hindelsen {X > n/2} = {X > 1.5} som har sannolikhet

P (Fler vita &n svarta) = Y  px(k) = px(2) + px(3)-
keQx:k>1.5

Vid dragningen med aterliggning erhalls

px(2) +px(3) = (;)1,2(1 e (3

3>p3(1 — )% =p*(3 —2p) = 0.3520

och vid dragning utan aterliiggning dr sannolikheten

pe (o) = g il S 2

3.8 De mojliga virdena pd X ar Qx = {0,1,2,...} dir P(X = k) = p* for k = 1,2,3,... och ndgot p > 0.

Nu ar
1 = > px(k) =D P(X=k) = P(X=0)+> P(X=k)
keQx k=0 k=1
oo oo 1
— _ ko _ _ k _
= P(X=0+) o = P(X=0)+p) »p —P(X—0)+pm.
k=1 k=0
sé, 1—9
—)=1__P _1z¢<pP
P(X =0)= 5= 1=p



Om uttrycken for P (X = k), k € Qx, skall vara giltiga sé skall 0 < P (X = k) <1 vilket ger

1-2p

<
0 1=p

<1

eller 0 < p <1/2.

3.9 Lat den stokastiska variabeln X har mojliga virden Qx = {0,1,2,3,...} och sannolikhetsfunktion

ik
px (k) = Fe_“, k=0,1,2,...,

och noll f6r dvrigt. Vi s6ker sannolikheten P (2 < X < 5). Alltsa,

3 4 3
peo p o W’ o, 128
P 2 X = = 4 _ 22 = L n—
(2< X <5) E px (k) = px(3) + px(4) T + ¢ —5 - °
kEQx:
2<k<5
~ 0.3907.

3.10 Lat A, sta for hindelsen att terminal & anvinds, k¥ = 1,2,3. Om X beskriver antalet terminaler som
anvinds sa ges de mojliga virdena for X av Qx = {0, 1,2, 3}. Vi erhaller att

1 11 1
P(X =0) =P (A7 n A3 N A}) = {oberoende} = P (AY) P (A3) P (4%) = 13 3°-%
Vi ser ocksa att
3 21 6
P(X = 3) = P(Al ﬂAz ﬂA3) = {oberoende} = P(Al)P(AQ)P(Ag) = Z - g - 5 = ﬂ

Handelsen {X = 2} #r handelsen {4; N A N A%} U {A4; N A% N A3} U{A¥N Ay N As}. Vi erhaller

P(X=2) = P((AiNANAY)UAINAINA3)U (AT N AN A3)
= PAINANAY)+P(AiNASNA3)+ P(ATN AN As)
= P (A1) P(A;)P(A3) + P (A1) P(A3)P(A3) + P (A7) P (As) P (A3)
11
ﬁ.
Den sista sannolikheten P (X = 1) fas enklast som P(X =1) =1 - P(X #1) =1— (P(X =0) +
P(X =2)+ P(X = 3)). Vi har alltsa

5 for k=0,
26—4 for k=1,
px(k) =<4 fork=2,
5 for k=3,

0 for ovrigt.
3.11 Enligt uppgift ar

vilket ger att 4 = —In(1/2) = In(2). Sdlunda har vi att

P(X22):1—P(X<2):1—(P(X=0)+P(X:1)):1—(%#I—Te—“) :%‘1(2)@0.1534.
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3.12 De mojliga viirdena pd X ges av intervallet Qx = [0, 10). Intervallet innehaller ett 6verupprikneligt antal
virden och dessa kan inte alla tillskrivas positiva sannolikheter.
Ett rimligt utseende pa férdelningsfunktionen &r
t
Fx(t) =P (X <t) = 5

for 0 <t < 10, eftersom héndelsen {X < t}, att fa vinta hogst ¢ minuter, innebdr att mannen kom till
hallplatsen under ett tidsintervall av lingd ¢ minuter fore nista tadg. Med 10 minuter mellan tagen &r
sannolikheten att triffa ett intervall av lingd ¢, t/10, om tidpunkten viljes pa mafa.

Ur
Pla<X <b)=Fx(b)— Fx(a) och P(a<X§b)=/be(x)dm

fas att Fx (t) &r primitiv funktion till fx(¢) och

d 1
t) = —Fx(t) = — <t<
fx(t) 7 x (1) o0 0st=10,
likformig foérdelning pa intervallet [0, 10].
b) Alternativ 1:
7
1 7-3.5
. < = = — = = 0.35.
P(B5<X<T) /:CEQX: Fx (@) dz /3510dx = =0.35
3.56<x <7 :

Alternativ 2:

P(35<X <7) = Fx(T) - Fx(35) = — — 59 _

cIningsfunktion Fy (z)

ththetsfunktion

3
Foar

3.13 En kontinuerlig stokastisk variabel med tdthetsfunktion fx(x) uppfyller att

1= /O:O Ix(z)dz.

o0 6 2316
1= / fx(z)dz = / cx’dr =c [—] =72
— 0 0 3 0

3.14 En kontinuerlig stokastisk variabel med téthetsfunktion fx(x) uppfyller att

Om fx(z) = f(x) sd &r

det vill séiga ¢ =1/72.

1= /_0:0 fx(z) dz.

Om fx(z) = f(x) sa ar

1=/:>o fX(m)dmz/l \/xc_Hdm:zc[\/xH L =2V

—1
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det vill sigac=1/ V8. Med detta virde dr

*° booe 1 1
P(X>0):/0 fx(x)d:c:/o ﬁdz:2c[\/x+10:2c(\/§—1):1—ﬁz0.2929

3.15 Den stokastiska variabeln X har férdelningsfunktion

0 forx <1

FX(Q:):P(XSZ.):{]_—]_/.Z'Z for = > 1.

Vi s6ker medianen g .59, den punkt sadan att

- 1
Fx(Zo.50) = 3
Det innebér att ) )
Z = Fy (7 -1
2 X (To.50) o
vilket har 1sningarna &o.50 = —v/2 och Zg.50 = V2. Kravet #g.50 > 1 ger losningen &g.50 = /2.

3.16 En stokastisk variabel X med tathetsfunktion

3e37  omz <0

_ )2
Ix(@) {%e_z omz >0

har férdelningsfunktion Fx () = P (X < t) som for t < 0 &r

= /_too [x(z)dz = /_too ge“ dr = g [e&” . %] too = %e“.
/ fx(z d:c—/ fXa:d:c—i—/fX )dx = Fx(0) + /—_md:c
L1 Zet,

For ¢t > 0 ar

Il

Fx(t)

En o-kvantil z, &r 16sningen till Fx(z,) = 1 — a. Eftersom Fx(0) = % ar medianen Zgs590 = 0 och
.75 < 0 och xg o5 > 0 varfor xg 75 bestdms ur

1 1
- = Fx($0_75) = 56_320'75 =  To.5 = —5 ln(2) ~ —0.2310

och zq.95 bestims ur

1
- = FX (.’L’O 25) =1- §e_w°-25 = ZTo.25 = ln(2) =~ (0.6931.



3.17 Lat X beskriva tiden fran butikens ¢ppnande till férsta kunden kommer. D3 r

a) P(X <3)=Fx(3)=1—e %43 =1— ¢ 12 x 0.6988.

b) P(X >4)=P(X >4)=1— Fx(4) = 1 — (1 — e %44) = ¢=16 5 0.2019.
)P(3<X<4)=PB<X<4)=Fx(4)—Fx(3) = (1—e 044)—(1—e 043) = ¢~ 12_¢~1:6 5 0.0993.
HPHUX<3JU{X>4})=P({X <3}U{X>4})=1-PB<X <4)=1—(e 12— 16) ~ 0.9007.

e) Fordelningsfunktionen r kontinuerlig s& P (X = z) = 0 for alla z.
3.18 En stokastisk variabel X med téthetsfunktion

27¢=%" om 2 >0
0 omz <0

har fordelningsfunktion Fx(t) = P (X < t) som for ¢ > 0 &r

2

t t t? 2
Fx(t) = / fx(z)de = / 2ze™" dr = {u =2’} = / e “du= [e_“(—l)]g =1l-e"!
—o0 0 0
och Fx(t) =0fort <0.

En o-kvantil z, dr 16sningen till Fix (z,) = 1 — a vilket ger att for 0 < a < 1 &r

2
ma

l—-a=1-—-¢e"

vilket har 16sningarna z, = ++/— In(a). Eftersom Fx (0) = 0 dr z, > 0 och de negativa rotterna dr inga
losningar. Alltsd, a-kvantilen &r z, = /— In(a).

Numeriska virden:

a Tqo
0.5 0.8326
0.1 1.5174
0.01 2.1460.

3.19 Fordelningsfunktionen for tvapunktsfordelningen med massan 1/2 i punkterna a och b dir a < b har

fordelningsfunktion:
0 diz<a
Fx(z)=P(X<z)=q1 dida<z<bd
1 daz>0.

Fx(z)

0.5

0 L I
a b

Férdelningsfunktionen Fx (z) for tvapunktsférdelningen med
massan 1/2 i punkterna a och b.
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3.20 Lat X beskriva lingden av ett telefonsamtal. Givet dr att for ¢ > 0 &r
e~ = P (Samtal lingre &in t) = P (X > t)
for ndgon konstant A > 0. Alltsd &r fordelningsfunktionen for X:
Fx(t)=P(X<t)=1-P(X>t)=1—e
for ¢ > 0. Saledes har X téathetsfunktion

Fx(t) = S () =0— e = 2,

for t > 0. Sannolikheten P (1 < X < 10) bestdms pa tva alternativa sitt:

Alternativ 1: Med A = 2/3 fas

10 10 _17%0
P1<X<10)= fx(z)dz = e N dx = [)\e_)‘w—] e *—e 102 3 0.5121.
1 1

Alternativ 2: Med A = 2/3 fas

P1<X<10)=Fx(10)=Fx(1)=(1—-e M9 —(1—e )= —e 10 x0.5121.

3.21 Lat X beskriva avstandet mellan parkeringsfickans borjan och bilen. Om vi parkerar bilen pa mafa i fickan
ansétter vi modellen att X dr likformigt férdelad pa intervallet O till 13 — 5 = 8 meter, dvs. fx(z) = 1/8
dao<z<8.

13 meter

Var bil

X meter 5 meter 8 — X meter

En annan bil far plats om var bil star tidigt (X < 3) eller sent (X > 5) i fickan. Med siffror

3 8 3
P ({annan bil far plats}) = P ({X <3}U{X > 5}) = /0 fx(x)dz +/5 fx(x)dz = 1

3.22 Lat X beskriva livslingden for en transistor. Modell: X #r exponentialférdelad med parameter A = 1074,

det vill siga for x > 0 &r

fX(w) — /\e—Az _ 1 e—z/lOOOO

~ 10000 ’
fx(z) =0om z <0.

a) Vi erhaller

6000 6000

6000
P (X < 6000) = / fx(z)dz = / e A dg = [—e_”]o =1-e%6~0.4512.
0

—00
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b) Lat Ay vara héndelsen att transistor ¥ upphor att fungera inom 6000 timmar, k=1,2,3,4,5. Hindelsen
{minst en upphor att fungera} = A; U Az U---UA; = (AT NA3N---N AR~

det vill siiga motsatsen till att nagon upphor att fungera inom 6000 timmar #r att alla fungerar
minst 6000 timmar. Harav far vi att

P (minst en upphor fungera inom 6000 timmar) = 1 — P (alla fungerar minst 6000 timmar)
och med hjilp av oberoendet mellan transistorerna fas
P (minst en upphor fungera inom 6000 timmar) =1— P (Af N A5N---N Af)

= 1-P(A})P(A%)---P(A}) =1—(1—0.4512)° ~ 0.9502.

3.23

0.8

Fx(z)

04

02

0 L I
0 1 2 3

T

Fordelningsfunktionen Fx (z) med diskontinuitet i z = 1.

a) P(X <5/3)=Fx(5/3)=3+2(3-1)=1
b)P(X>3/2):1—P(X§3/2):1_FX(3/2):1_(%+§(%_1)):%‘
) P(4/3< X <5/3)=Fx(5/3)—Fx(4/3)=(:+2(32-1)-(:+2((-1)=2%
d)
P(X=1) = P(X<1)-P(X<1)=Fx(l)= lim P(X<h)
= Fx(1)— lim Fx(h) = Fx(1) = =

h—1—

3.24 Intensiteten A\ x (z) for en (positiv) kontinuerlig stokastisk variabel X ges av relationen

fx (@)

M (@) = TR @

dir fx(z) #r tdthetsfunktionen och Fx(x) dr fordelningsfunktionen for den stokastiska variabeln. Fran
fordelningsfunktionen

1
Fx(z)=1- ———
X("I’.) (1 + ZC)C
bestdms tiathetsfunktionen p
C
fX(x) - % X(ZL’) - (1 +$)c+1



vilket ger intensiteten
c/l+z)tt ¢

Ax() = 1/1+2)° 1+z

for x > 0.

3.25 Overlevnadsfunktionen R(t) = P (X > t) bestiims ur intensiteten Ax (z) for en (positiv) kontinuerlig
stokastisk variabel genom relationen

R(t) =exp{—/0t )\X(:v)dm}.

¢ ¢
/ Ax (z) dx = / e?dr = [e*]) =ef — 1
0 0

Har arfor ¢ > 0

sd
R(t) = exp{1 —e'}

och fordelningsfunktionen blir
Fx(h) =P(X <t)=1-P(X>t)=1-R(t)=1—¢"¢
for ¢ > 0.
3.26 Den diskreta stokastiska variabeln X &r likformigt fordelad 6ver de mojliga virdena Qx = {1,2,...,6}.
For funktionen y(x) = 2z giller att

z: 1 2 3 4 5 6
y(z): 2 4 6 8 10 12

s den stokastiska variabeln Y = y(X) har mojliga virden givna av Qy = {2,4,6,8,10, 12} dir

PY=2 = PX=1)=¢ P(Y=8 = P(X=4)=1
PY=4) = P(X=2)=% PY=10) = P(X=5)=3%
PY=6) = P(X=3)=1% PY=12) = P(X=6)=4%

3.27 Den diskreta stokastiska variabeln X ir likformigt fordelad dver de mojliga viardena Qx = {0,1,2,...,9}.

For funktionen y(z) = |z — 3| giller att

(S8

y(z) :

s den stokastiska variabeln Y = y(X) har mojliga viirden givna av Qy = {0,1,...,6} dir

PY=0 = P(X=3=4% PY=4 = PX=7=4%
PY=1) = PX=2+P(X=4)=% PY=5 = P(X=8)=4%
P(Y =2) PX=1)+P(X=5) =2 P(Y=6 = P(X=9=4%
PY =3 = PX=0+P(X=6)=5

3.28 Lat X vara likformigt fordelad pa intervallet [—1,1], det vill séiga

1
fX($)=§ -1<2z<1
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och fx(z) =0 for ovrigt. D& har X fordelningsfunktion

" 0 omt<—1
Fx(t)ZP(XSt)Z/ fx(x)de = % om-1<t<1
e 1 omt>1.

MedY = (X +1)/2 sa ges de mojliga virdenapa Y av Qy = [0,1] och for ¢ € Qy har Y férdelningsfunktion

X +1 26-1)+1

gt) S P(X<2—1) = Fx(2t—1) = >

Fy(t)zp(ygt)zp< ¢

det vill siga fy(t) = 1for 0 <t <1 ochY #r likformigt férdelad pa intervallet [0, 1].

3.29 Lit X vara en positiv kontinuerlig stokastisk variabel med tithetsfunktion fx(z) och férdelningsfunktion
Fx(z). Med Y =1/X sd dr Y en positiv stokastisk variabel med fordelningsfunktion

= rrsa=r (e s)or(x22)1-rr< D) 1m0

for £ > 0. Derivering ger med kedjeregeln

@) = Ly (@) = ~fx (%) e (1) .

T T
Med given téthet fx (z) erhalles

2

fr(z) = ) 14+ g2

L1212

22 1 1+ (1/z)2
det vill siga X och Y har samma férdelning (ir likaférdelade).

3.30 Lat X beskriva den tid som fru Svensson parkerar. Enligt modellen &r X likformigt fordelad pé intervallet
[20, 60], det vill séiga

1
=— 20<z<60.

fx(x) m 0<z<60
Med Y som den avgift fru Svensson betalar i parkeringsavgift ges de mojliga virdena pa ¥ av Qy =
{14,16,18}. Vidare sa ir

30 30
py(14) = PU5<X<30)= [ fx@dz= [ fx(z)ds= i
15 20
45 3
py(16) = P(30< X <45) = fx(z)dz = 3
30
60 3
py(18) = P(45< X <60)= fx(z)de = 3

3.31 Lat X vara exponentialférdelad, det vill siga X har tiathetsfunktion
fx(@) =X >0

for ndgon konstant A > 0. Lat Y = |X| vara heltalsdelen av X. De mojliga virdena pd Y ges av
Qy ={0,1,2,3,...} och for k € Qy &r

k+1
P(Y =k)

P(k§X<k+1)=/ :

k
= e M _ e Akt — oM [] _o=A] = pk(1 —p)

k+1
fx(z)dz = / e dx = [—e_)‘“”]kJrl
k

dir p = e, Alltsd #r | X | geometriskt fordelad med parameter e~ .
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3.32 Lat X beskriva positionen fér en jordbdvnings epicentrum i forkastningssprickan. Enligt modellen dr X
likformigt fordelad pa intervallet [—a, a], det vill siiga

1

fX(-fU) = %7

—a<z<La.
Med Y som avstandet mellan damm och epicentrum fas med Pythagoras sats
Y =vX2+d2

De mojliga virdena pd Y dr Qy = [d,va? + d?]. For ett t € Qy s dr

Fy(t) = P(Ygt):P( X2t 2 gt) =P(X*<t—d) =P(|X| < \/t2—d2)
Vi2—d? 2 2
2 —d
= P(-VE-@<x< t2—d2)=/ fx(@)do = ——
Y ) a
Tathetsfunktionen fas genom derivering
d d | Vit2 — d? t
t) = —Fy(t) = — = for d <t < a2+ d2.
fy(t) di v (1) dtl o ] ok ord<t<+va*+
4.1 Sannolikhetsfunktionen for (X,Y") ges av tabellen
k
px,y (4, k) :
12 3 4 px(J)
0 0.11 0.09 0.07 0.01 0.28
1 0.07 0.12 0.12 0.02 0.33
J 2 0.02 0.05 0.17 0.05 0.29
3 0.00 0.02 0.04 0.02 0.08
4 0.00 0.00 0.01 0.01 0.02

py(k) 0.20 028 0.41 0.11

dir marginalférdelningarna px (j) och py (k) bestdmts ur

px( =Y. pxyGk) )= D> pxy(k)-

k:(4,k)EQx,y J:(4,k)EQx, ¥

a) Ur den simultana foérdelningen far man att

1 3
P(X<LY<3) = Y pxy(k)=>_> pxy(jk)=.11+.09+ .07+ .07 +.12 + .12 = 0.58.
(4,k)EQx,y: j=0 k=1
i<1E<3

b) En familj dr trangbodd om (X + 2)/Y > 2 och

4 j/2
P(X+2>2Y) = Z px.y (j, k) ZZZPXX(JF’C)
(4,k)EQx v : 7=0 k=1

(j+2)>2k
px,y(1,1) +px,v(2,1) + px,v(3,1) + px,v(3,2) + px,y (4,1) + px,v(4,2) = 0.11
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4.2 a) Med oberoendet mellan X och Y erhalls

P(X=3Y=6)=P(X=3)P(Y =6) =px(3)py(6) = 0.20-0.30 = 0.06.

b) Vidare, med oberoendet sa dr P (X < 3,Y <6) =P (X <3)P(Y <6) dir
P(X<3)=P(X=1)+P(X =3)=0.10+0.20=0.30

och
PY<6)=P(Y=2)+P(Y =4)+P(Y =6)=0.10+ 0.20 + 0.30 = 0.60.

Salunda,
P(X <3,Y<6)=P(X<3)P(Y <6)=0.30-0.60=0.18.

4.3 For en tvadimensionell stokastisk variabel (X,Y") giller att

_ (o] [e] _ o] 00E 7z2y :/OOE 712?}_1 o]

! /Oo/oofX,Y(x’y)dydw ~/1 /0 z ¢ dydm 1 T ¢ z? 0 e
e 1 1™ ¢

/1 ;'ﬁdx—[ﬁ]l =3

det vill sdga ¢ = 2.

Il

4.4 Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X,Y) har tathetsfunktion

1
(1 +2°)(1+y%)

fxy(zy) =
Man bestdmmer Fx y(s,t) = P(X <s,Y <t)ur
s t s t 1
— = dyd
Fx y(s,t) [m [m Ixv(z,y) dydx [m [m 20+ 21+ ydx
£l ¢ 1

]. 1 s 1 .
= 9 3, 9 P u— | J— — |t —1 d
w2 oo 1+ 2 ‘/700 1+ y2 dydx 2 [m i 22 [ an (y)] o T

_ % _soo 1 +1$2 I:tanil(t) + g] dz = tan™ (7':)24'7!'/2 /_soo : -:_xQ s
_ tan=!(t) + 7 /2 [tan_l(w)]s _ (tan='(s) +7/2)(tan"1(t) + 77/2)‘

Ur Fx,y(z,y) kan de marginella fordelningsfunktionerna bestdmmas

tan~!(z) + 7 /2
—

Fx(z)=P(X <z)=P(X <z,Y <) = Fxy(z,0) =
Pa samma sitt erhélls Fy (y) = P (Y <y) = P(X < 0,Y <y) = Fx,y(0,y) = w Deriveras
de marginella fordelningsfunktionerna erhalls de marginella tathetsfunktionerna:

_d _dtanY(z) +7/2 _ 1
Ix(@) = %Fx(m) T dx ™ (1 + x2)

och fy(y) = W Notera att fx,y(z,y) = fx(z)fy(y) for alla (z,y) varfor de stokastiska variablerna
X och Y &r oberoende.

4.5 Ur tabellen har man att

PY =k)=P(X=j,Y=k)+P(X=j5Y=k)+P(X=4jsY =k)=.03+.04+ .03 =0.10.
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Med oberoendet fas P (X =5, Y =k1) =P (X =j) P (Y = k1), j = j1,j2,J3, vilket ger
P(X=j,Y=Fk) 003

P(X=j5) = P = k) = 510 = 030

P(X=j) = P();TY?Q;};; k) _ 8:—(1]401 = 0.40

P(X =js) = P();Tf:;; B _ % = 0.30.
Pa samma sitt ir

P(Y =ky) = P =g,V =k) 015 _

P(X =j1) 0.30
och slutligen
P(Y=k3)=1-P Y #k3)=1—(P(Y =k2)+P(Y =ki)) =1-0.10—-0.50 = 0.40.
Ur marginalférdelningarna bestims P(X = 5,Y =k) =P (X =j) P (Y =k):
ki kK3
j10.03 0.15 0.12

j»10.04 020 0.16
js 1 0.03 0.15 0.12

4.6

D& X har fx(z) = 1/10 for 0 < 2z < 10 och YV Y
har fy(y) = 1/8 for 0 < y < 8 och X och Y é&r
oberoende sé dr

fxv(z,y) = fx(@)- fy(y) = % .

0 0
Paret av vintetider (X,Y)
fér de tva bussarna #r likfor-
migt fordelat Gver rektangeln

for (z,y) € [0,10] x [0, 8]. [0, 10] x [0, 8].
Alternativ 1: Enligt definitionen

10 8
Pex+v>10 = [[ pevewdds= [ [ ey duds
8 16—z

(z,y):z+y>16
10 8 10 2 10
1 z—8 1 [z 1
—dydz= | T de=_|T —8z| =-.
/8 /16—w 80 Y /8 80 780 [2 :”L 10

Alternativ 2: Ur figuren. Under likformig fordelning att fa ett utfall i det omarkerade omréadet, z +y >
16, ges som forhallandet mellan areorna. Rektangeln har area 10 - 8 = 80. Triangeln med horn i
(10,6), (10,8) och (8,8) har area 2 -2/2 = 2. Sannolikheten #r alltsa

2 1
P(X+Y 216) = & = 1.
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4.7 D4 X har fx(z) =1/4for 0 <z <4ochY har fy(y) =1/6 for 0 <y <6 och X och Y #r oberoende sa

4.8

4.9

ar

fxy(z,y) = fx(2) - fry) =
for (z,y) € [0,4] x [0, 6]. Bestim P (X <Y).

1 1
6 24

=] =

Alternativ 1: Enligt definitionen

P(X<Y) = // fx,y(z,y)dyde = /04 /; fx,y(z,y)dyds = /04 /: %dydx

z<y

4 2
6—x 1 T 2
- dr = — _— = —.
/0 214 T g [m 2]0 3

Alternativ 2: Ur figuren. Att fa ett utfall i det mar-
kerade omradet under likformig fordelning ges
som forhallandet mellan areorna. Rektangeln har
area 4 -6 = 24. Triangeln med horn i (0,0), (4,4)
och (4,0) har area 4 -4/2 = 8. Sannolikheten #r

alltsd P(X <Y) =28 =2

x
Med enheten timmar, dr fx(z) = 1,0 < z < 1, ol

fry) = 1,0 < y < 1, och med oberoendet 13

fxy(@y) = fx@)fry) =1-1=1fr (z,y) €

[0,1] x [0,1].

De tva personerna méts om | X — Y| < 1/3 tim-

me. Under likformig fordelning att fa ett utfall i

det markerade omradet ges som forhallandet mellan

areorna. Kvadraten har area 1-1 = 1. Trianglarna

med kateter av lingd 40 minuter = 2/3 timme har 129

vardera area 3 - 2/2 = 2. Alltsa &r 12 13%

Paret av tider (X,Y) da
de tva personerna kommer
till motesplatsen &r likformigt

1 2 5 fordelat 6ver kvadraten med
PlIX-Y[<g)=1-2-g=0¢. sidlingd 1 timme = 60 minu-
ter.

Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X,Y’) har simultan téthet

fxy(z,y) = (zy + c)e (=H¥)

l1+c¢
for z >0,y > 0.
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a) Marginalfordelningarna bestims ur

@ = [ rvend= [ s oe ey = oo [T e
= e (lev 00 W [Taevay) = et (e e o10E)
_ ctT o, - -
c+1
fyly) = /_Z fxy(z,y)de = /000 Il i c(wy +c)e= (@) dg = Zi—‘ze‘y.
b) Da c¢=0 ar

fx(@) - fy(y) =z -ye ™V =y eV = fx v (x,y)
for z > 0 och y > 0. Alltsa &r fx(z)fy(y) = fx,v(z,y) for alla  och y s& X och Y &r oberoende.
Om ¢ #0sd dr fx(x)fv(y) # fx,y(z,y), det vill siga X och Y &r ej oberoende.

4.10 For z > 0 och y > 0 dr den simultana tithetsfunktionen

2
fX,Y(-'E;y) = m
Nu ar
oo o0 2 1 y=e 1
fx(x) =/_0o fx,y(:c,y)dy=/0 Arotpp®™ [_m]yzo Tt

Av symmetriskil maste X och Y ha samma férdelning sd fy(y) = 1/(1 + y)? for y > 0. Notera att
fx,v(z,y) # fx(x)fy(y) sa de stokastiska variablerna X och Y dr beroende.

b) Den simultana férdelningsfunktionen fas for s > 0, ¢t > 0 som

s gt s pt 9 s 1 t
F t) = dx dy = — = dzdy= = | 4
X, (s,1) /_oo/_oofX,Y(%y) T ay /0 /0 Qt+ztye W /0 [ (1+w+y)2] Y

0

| 1 1 1 °
2~ sy = |- +
o I+y)? (Q+t+y) I+y 14+t+y],
1 1 1
I1+t+s 14+t 14s

De marginella fordelningsfunktionerna fas som grinsvirden

14

1
Fx(.iL‘) = iny(.’l,‘,oo)zl— 1+$
v (y) x,v (00,9) 1+y

Ett sdtt att visa att Fx v (z,y) > Fx(z)Fy (y) (vilket visar att X och Y #r beroende) &r f5ljande:

Fxy(@,y) - Fx@Fy(y) = [1-———— 4 ]_(1 1)(1 1)

14z 14y l4z+y 1+ 14y

1 1 1 1
- = - >0
l+z+y (Q+4+2)(14+y) 1+z+y l1+z+y+ay

eftersom zy > 0da z > 0 och y > 0.

4.11 Fran den simultana tithetsfunktionen

1 +x+y+cmye_(m+y),
c+3
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bestdms marginalférdelningen med hjilp av partiell integration

fx(@) = / Fror(@,y) dy = / A e [w e~ (1)
—00 0 0
oo oo
+/ Lrer —:C;e_(”y) dy = 1o ige_w + [—1 1?6_(”‘1’)(—1)] = iige_w + ti?e_w
0o € c c 0
24 (c+ 1)xe_$
c+3 ’
Av symmetriskil har X och Y samma fordelning sa
_2+(c+Vy _,
)=—"35"°¢

och de stokastiska variablerna dr oberoende om fx vy (z,y) = fx(z)fy(y). Hogerledet kan skrivas

2+ (c+ l)sce_w 2+ (c+ l)ye_y 442+ Dz +2(c+y+ (c+ l)zwye_(m_,_y)

c+3 c+3 (c+3)?
Identifiering av koefficienter ger att fér oberoende sa skall
4 _ 1
(c+3)?2 =~ c¢+3
2(c+1) 1
(c+3)2  c¢+3
(c+1)?* c
(c+3)?2 =~ c¢+3

vilket har 16sningen ¢ = 1.

4.12 Lat X beskriva tiden tills person A far napp och Y tiden tills B far napp. Modell: X och Y &r oberoende
och exponentialférdelade med parametrar a resp. b. D4 X har fx(z) = ae ™ f6r x > 0 och Y har
fr(y) = be™® for y > 0 och X och Y #r oberoende s& #r

fxv(@,y) = fx(@) - fr(y) = ae™*@be ¥

for (z,y) € [0,00) x [0,00). A vinner om A far napp forst, det vill siga om X < Y. S& P (A vinner) =
P (X <Y) och enligt definitionen

P(X<Y) = //ny T,y dyd:z:—/ / fxy(z,y dydw—/ / ae~%be =% dydx

<y

/ ae **b |e y_—l da::/ ae e b gy — q (e (ath)z -1 =4 .
0 b z 0 a+b 0 a+b

Om a = 2b &r sannolikheten 2b/(2b+ b) = 2/3.

4.13 Takttagelsen att bollen nuddar nétet om bollens centrum &r nirmre édn avstandet r fran en trad, ger att
sannolikheten for att inte nudda nit kan skrivas som en kvot mellan triffyta pa avstand r fran trad och
hela triffytan.

a) Den totala triffytan har arean a-a = a?, medan ytan pa avstand r fran tradden &r (a —2r)2. Alltsa,

P ({¢j nudda nat}) = (‘1_(1#)2 =(1- 22)2 .

b) En hexagon med sidlingd a kan delas in i 12 trianglar enligt figuren. Triangelns hojd #r (m.h.a.
Pythagoras) v/3a/2 sé triffytan blir v/3a?/8. Ytan pa avstand stérre &in r fran triangelns bas dr

(bas) - (hojd) - 5 = (a/2 — 25)(v3a/2 — 1)}
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s& sannolikheten blir

P ({ej nudda niit}) =

(@/2- F)VBaf2-0} (2 \?
V/3a2/8 _( \/§a> '

(Om man inser att areorna dr proportionerliga mot kvadraterna pa hypotenusorna far man direkt
kvoten (a — 2r/v/3)?/a?.)

i

4.14 Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X,Y") har mgjliga virden Qx,y = {(z,y) :2=1,2,...,y =
1,2,...,z #y}.

Hindelsen (X,Y) = (z,y) dir y < z betyder att de y — 1 forsta kasten gav 3:or eller mer, vid kast y
erholls en 2:a, under kast y + 1,...,x — 1 erholls 2:or eller mer och under kast z en 1:a. Pa grund av
oberoende kast har sekvensen sannolikhet

4 41 5 5 1 4v'571y
6 66 6 6 6 6° |
N—— N——
y—1 st z—1—y St

Om 2z < y har motsvarande sekvens sannolikhet

6 6 6 6 6 6
S——— S———
z—1 st y—1—z St

Alltsd kan den simultana sannolikhetsfunktionen skrivas

5

pxy(z,y) = = 6

4min(z,y)—1‘5max(z,y)—1—min(z,y) 1 4 min(z,y) 5 max(z,y)
pn——— mls) (o)

for positiva heltal z och y sddana att = # y.
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0.04

Den simultana fordelningen for (X,Y), for tydlighets skull
ritad som lador istéllet for stolpar.

4.15 Med Z; = max(X,Y) dir X och Y &r oberoende sa dr
Fr,(t) = P(Zy <1) = P(max(X,Y) <) = P(X <1,Y <t) = P(X <t) P(Y <1) = Fx () Fy ().
Om X och Y har samma férdelning sa #r
Fz,(t) = Fx (t)Fy (t) = Fx(t).
Hir dr X (och Y) likformigt férdelade pa intervallet [0, a] sa for 0 < ¢ < a &r

FX(t)=/_:ofx(x)d;v:/0tédx: t

a

och Fiz_(t) = t

a2"

P4 liknande sétt far man att med Z_ = min(X,Y) dir X och Y &r oberoende sa &r

P(Z_<t)=1-P(Z_>t)=1—-P(min(X,Y)>t)=1-P(X >t,Y > 1)
1-PX>t)PY>t)=1-(1-P(X<t))A-P(Y L?)
1— (1= Fx(®)(1 - Fy ().

Fz_(t)

Om X och Y har samma férdelning s& #r
Fz () =1-(1—Fx(®)(1 - Fy(t)) =1 (1- Fx(t))*.

Hir erhalls for 0 < ¢t < a att

Fz (H)=1- (1——

med parametrar A; > 0,...,A, > 0.
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Lat Z = min(Xy,...,X,). Losningen till problemet bygger pa iakttagelsen att om min(Xi,...,X,) > ¢
sa dr alla X4,...,X, storre &n t. Alltsa,

Fy(t) = P(Z<t)=1-P(Z>t)=1—-P(min(Xy,...,X,) > t)
= 1-P(X;>t,...,X, >t) = {oberoende} =1— P (X; >t)---P(X, >t)
1-(1-P(X;<t))---(1-P(Xp<t))=1-(1-Fx,(t))--- (1 - Fx,(t)).

For en exponentialférdelad stokastisk variabel dr fordelningsfunktionen fér ¢ > 0

t t
Fx,(t) = / fx;(t)dz = / Nie % dy = [(—l)e_Ai‘”]f] =1-—e Nt
—0o0 0
Alltsa &r
Fz(t)=1—-(1=Fx,(t))---(1=Fx, (t)) =1—e Ml...e7tl =1 N
diar A = 3" | A;, den totala intensiteten. Salunda &r

fz(t) = iFZ(t) =X M, t>0,
dt

det vill siga Z = min(Xy,...,X,) ir exponentialfordelad.

4.17 Med X3,...,X,, som de oberoende exponentialférdelade stokastiska variabler som beskriver lampornas
brinntider ges belysningens brinntid av Y = min(X}, ..., X,,). Samma lsning som i uppgift 4.16 ger att
Y &r exponentialférdelad med intensitet Ay = Y | Ax, = Y., A =nA, det vill siga

fz() = Aye M =nple ™M = 200e 720N ¢ > 0.

4.18 En stokastisk variabel X med téthetsfunktion

125 — &
Fx(@) = ===

har frdelningsfunktion for ¢ € [95, 125]

95 < z < 125,

t t 195 — 250z — 221" 250t — 2 — 1472
FX(t):P(th):/ fx(m)dmz/ 5 xdm=[M] _ 200t =t = 14725
—00 9

5 450 900 05 900
Med n = 8 lopare, vars tider Xq,...,X, beskrivs av oberoende stokastiska variabler, &r tiden da den
sista kommer i mal
Z = max(Xy,...,X,)
och tiden da den férsta kommer i mal Y = min(X;,...,X,).
Med Z enligt ovan sa har Z férdelningsfunktion
Fz(t) = P(Z<t)=P(max(Xy,...,X,) <t)=P(X; <t,...,X, <t) = {oberoende}
= PX;<t)---P(X,<t)=Fx,(t)---Fx, (t).
P& samma sitt har YV fordelningsfunktion
Fy(t) = PY <t)=1—-P(Y >t)=1— P (min(Xy,...,X,) > 1)

= 1-P(X;>t,...,X, >t) ={oberoende} =1—-P(X; >t)---P (X, > 1)
1-(1-P(X: <t))---(1-P(X,<t))=1-(1-Fx,(t)---(1 - Fx,(1)).
Nu #r héndelsen {alla i mal efter 100 minuter} = {Z < 100} s& den s6kta sannolikheten &r

8
P (Z < 100) = Fz(100) = Fx, (100) - - - Fx, (100) = [Fx (100)]® = (%) ~ 7.60-1075.

37



P4 liknande sitt dr hindelsen {ingen i mal efter 100 minuter} = {Y > 100} s& den sokta sannolikheten

ar

25

8
P (Y >100) = 1 — Fy(100) = (1 — Fx, (100)) - - - (1 — Fx, (100)) = (1 — Fx(100))® = (%> ~ 0.0541.

4.19 Om X och Y ir stokastiska variabler med mojliga virden Qx = {0, 1, 2} respektive Qy = {0, 1,2} sa ges
de mojliga virdena pa Z av Qz = {0,1,2,3,4}.

For dessa virden har vi att

pz(0) =
pz(1) =

pz(2) =

pz(3) =

P(Z=0)=P(X+Y =0)=P(X=0,Y=0)=P(X = P(Y:O):%
P(Z=1)=P(X+Y=1)=P({X=0,Y =1}U{X =1, = 0})
P(X:O)P(Y:1)+P(X:1)P(Y:O)=1—18+é:3%
P(Z=2=P(X+Y=2)=P({X=0,Y =2} U{X = 1,Y = 1} U{X =2,V = 0})
P(X:O)P(Y:2)+P(X:1)P(Y:1)+P(X:2)P(Y:O):;—é
P(Z=3)=P(X+Y=3)=P({X=1Y=2U{X=2Y =1)})
P(X=1)P(Y=2)+P(X=2)P(Y = )=%
P(Z:4):P(X+Y:4):P(X:2,Y_2):P(X=2)P(Y:2)=%.

04r

pz(k)

| |

0 1 2 3
k

Sannolikhetsfunktionen pz (k) for Z = X + Y.

0

~

4.20 Lat X och Y vara oberoende och geometriskt fordelade med parameter p, det vill séiga

px(k) =py(k) =1 -p)*'p, k=0,1,2,...

Da ges de mojliga virdenapd Z =X +Y av Qz ={0,1,2,...} dir for n € Q7 &r

pz(n)

= P(Z:n):P(X+Y:n):P(U{X:k,yzn—k}>
k

Il

Y PX=kP¥ =n-k=> 1-pp-(1-p)" Fp=(n+1)(1-p)"p"
k k

=0



0.09

0.08 -

0.07
0.06
=0.05 -
-~
ol
Zo.040
0.03
0.02
NTTT
0 19900
0 5 10 15 20 2

Sannolikhetsfunktionen for X +Y dédr X och Y dr oberoende
Geo(0.2)-fordelade stokastiska variabler.
4.21 Lat p vara sannolikheten att spelare A vinner en spelomgang

Om X beskriver antalet spelomgangar som spelare A vinner av n = 5 oberoende spelomgangar ges mojliga
virden pa X av Qx = {0,1,...,5}. Att hiindelsen {X = k} intréiffar betyder att man sett en sekvens
av n spelomgangar varav k vanns av spelare A, och om vi antar att i varje spelomgang vinner niagon av
spelarna, si vanns n — k spelomgangar av spelare B. En sekvens av K A och n — k B

AAA..-ABB---B
—_——

k st n—k St

har sannolikhet p¥ (1 — p)"~*. Vi har (}) sddana sekvenser s4

n _
P =)= (})pa-nm*
for k=0,1,...,n.

Om A och B har samma vinstsannolikhet, det vill sigap=1—p=1/2 s &r

P == () amramr = (})2
for k=0,1,...,n.
Med Y som antalet spelomgéngar som spelare B vinnerirY =n—Xoch Z=X-Y =X—-(n—X) =2X—

n, det vill siga méjliga virdenpd Z = X —Y gesav Qz = {-n,—n+2,...,n—2,n} = {-5,-3,-1,1,3,5}
och for k € Q4 &r

pz(k):P(Z:k):P(ZX—n:k):P(X:k;n) _ (éﬁn

¢) Den sokta skillnaden &r |Z| dér de mojliga vérdena &r Q7 = {1,3,5} och for k € Q| &r
P(Z =k = P(Z=k)+P(Z=-k) = (;&)2_" + (,ﬁm> 27" = 2(,&)2—” = (;ﬁn)?_“-
2 T2 2 2

:((nﬂ)/z)

4.22 De stokastiska variablerna X och Y &r oberoende och likformigt férdelade pa talen {1,2,...,n}.

Da ges de mojliga virdena pd X —Y av Qx_y ={-n+1,-n+2,...,n—2,n— 1} och for | X — Y| &r

motsvarande Q x_y| = {0,1,...,n —2,n — 1}. Fér k > 0 ur denna méngd &r
P(|X-Y|=k) = PX-Y=k+P(X-Y=-k=PX-Y=k+PY-X=k)
2P(X -Y =k)

39



eftersom X och Y har samma fordelning. For k = 0 s& dr

P(|X—Y|=0)=P(X:Y):P(U{X:z‘,Y:i}) :ZP(X:i)P(Y:i):i%-%:

For k=1,2,...,n—1&r

P(X-Y=k=) PX=i,Y=i-k)=) P(X=i))P(Y=i-k)= ) %-%—"_k

n2
i=14+k
sé,
% omk=20
— J 2(n—k) _
P x+y|(k) = 3 omk=1,2,...,n—1
0 for ovrigt.

4.23 Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler med téitheter

fx(@) =2e72"  fy(z) =3¢
for z >0,y > 0.

Summan X + Y har mojliga virden [0, 00) och for z > 0 &r

fx+v(z) = /_00 fxy(u,z—u)du = /OZ fxW)fy(z —u)du= /z 2e—2uge=3(2—1) gy,

0

z
6e’3z/0 e du = 6e 3% [e"]5 = 6e %% [e* —1].

0 I I I I |

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Tathetsfunktionen fér X +Y dg,r X och Y &r oberoende och
exponentialférdelade med olika intensiteter.

4.24 Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler med tatheter

fx(z) =

3=

| .
1+ 22 (Cauchy) fr(y) = 3 (Likformig)

for —co <z <oooch -1 <y <1.

De mojliga virdena pd X +Y ges av Qx 1y = (—00,00) och

00 1 1
fx4v(2) = /_OofX,Y(Z—u,u)duz/_lfx(z—u)fy(u)du:/_liﬁ.%du
1 1

o [—tan~'(z —w)]_, = % [tan ! (z + 1) —tan! (2 — 1)].
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0.25

0.2

0.15

fx+v(2)

0.1

0.05

0
—10 -8 —6 —4 -2 0 2 4 6 8 10

Tathetsfunktionen for X +Y dir X och Y #r oberoende och X
dr Cauchyfordelad och Y ar likformigt férdelad pa intervallet
(_1, 1)'
4.25 Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler med tdtheter
fx(z) = e=® (Exponential) fy (y) = 1 (Likformig)
for > 0 och 0 < y < 1. De mojliga virdena pa X + Y ges av Qxy = [0,00) och

[eS) min(1,z)
fxtv(2) = / fxy(z —u,u)du= / fx (2 —u) fy(u) du
oo 0
Om z > 1 sa ér )
fxqv(z) = / e W ldu=e? [e“](l) =[e—1]e %,
0

annars for 0 < z <1 &r

z
fxyy(2) = / e W . ldu=e ¥l =1—e "
0
Dessa tva uttryck kan sammantaget skrivas som

Ix+v(z) = [emin(zal) _ 1] e 7.

4.26 Taget ankommer stationen X minuter efter 12:00 och ldmnar stationen X + Y minuter efter 12:00, dock
tidigast 12:07.

Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler ddr X &r likformigt fordelad pa [—2, 3] och Y &r
likformigt fordelad pa [3, 5], det vill siga X och Y har titheter

fx@) =3, -2<2<3 W) =53,3<y<5 = frr(ny) = @) = 15

Om X +Y < 7 kommer taget att avgd i tid klockan 12:07, det vill siga forseningen Z kan skrivas
Z = max(X +Y —7,0). Mojliga viirden pa Z ges av intervallet Q7 = [0, 1]. Fér 0 < z < 1 sa uppfyller
férseningen Z

3 /5
1
P(Z>z) = PX+Y—-T7T>2)= // fx,y(m,y)dydmz/ / —dydz
242 J24T—2 10
(z,y):x+y>2+7

/3 7$_(z+2)d:c ! [%2+(z+2)x]3 =(1_Z)2
z z+2

s 10 10 20
sa,
0 om z <0
Fz(z)=1—-P(Z>2) = 1—% om0<z<1
1 om z > 1.

41



19/20-

Fz(z)

0 . | | I 1
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Fordelningsfunktionen for forseningen Z. Notera att det-
ta & en blandfordelning med en diskret komponent,
férdelningsfunktionen gér ett sprang i z = 0 motsvarande
P (Z =0), och en kontinuerliga komponent dir Fz(z) vixer
kontinuerligt.

4.27 Lat X och Y vara oberoende och Poissonférdelade med parametrar p4 respektive pup. Eftersom X > 0
och Y > 0 sa #r de mojliga virdena pa Y, betingat att X +Y =n, 0,1,...,n. For k = 0,1,...,n &r
enligt definitionen av betingad sannolikhet och oberoende stokastiska variabler

PY=kX+4+Y=n) PY=kX=n—-k) PY=kPX=n-k)

PY=kX+Y=n)= P(X+V=n) ~ PX+V=n P(X+Y =n)

Fordelningen for X + Y fas med hjilp Binomialteoremet

P(X+Y=n) = P(U{X:k,Y:n—k}):ZP(X:k,Y:n—k):{oberoende}
k

= Y P(X=k)P( ZF‘B up . _MA A __oHa

- n—k)!

1 _ n! _ (uA+uB) u"o_
_ = (ka+pr) koon—k _ —(patupB) _ H
T e Zk!n—k)!'uBuA n! e _n!eu’

=(HAINB)"

det vill siga X +Y ar Poissonfordelad med parameter y = pa + pp. Vidare s dr enligt definitionen av
betingad sannolikhet

—k

u n —

P(Y=k|X+Y:n) _ ‘;ﬁe HB(TL )e NA= nl ,u%uzk

%e (batus) El(n — k)! (ua+ pB)"
n

(Z> (,UAl:‘BNB)k (uAlfuB) B = <Z)pk(1 -p)" 7k,

det vill siga den betingade fordelningen for YV, givet X +Y = n, dr Bin(n,p),dir p = pp/(ua + pB)-

4.28 En partikel registreras med sannolikhet p oberoende av tidigare partiklar. Med X som antalet utséndrade
partiklar, X #r Poissonfordelad med parameter u, sa uppfyller antalet registrerade partiklar Y

P =HX =)= (})pa-p,

det vill siga Y ir, betingad X = n, Binomialférdelad.
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Med lagen om total sannolikhet fas

P(Y=k) = ZP(Y:k|X:n)P(X:n):i<

k k
(“IZ) e Her(l—p) — (le') e P,

det vill siga Y ér Poissonfordelad med parameter up.

4.29 Marginalfordelningarna bestams for > 0

o0

fx(z) = /_ fxy(z,y)dy = / e Vdy=[-eY]" =€,

det vill sdga exponentialférdelad med intensitet 1, och

fr(y) = /oo fxy(z,y)de = /Oy e Vdr =ye™V

—0o0

(en Gammafordelning).
Den betingade titheten for YV, givet X =z, gesfor 0 < z <y av
_Ixy(zy) eV
fY|X:av(y) - fX(-'E) - - =e .
c) Den betingade titheten for Y — x, givet X =z, ges for y > 0 av

, T+ —(y+z) 3
fow\sz(y) = fX’Y;j(i) v) = 2 =T =eY,

det vill siga Y — x #r exponentialférdelad, givet X = z. Salunda,

frxw=[ T fyoxix—e(9) fx (@) de = / T e V(@) dz = o /0 " fx(@)de= e

0

skillnaden Y — X &r exponentialfordelad med parameter 1.

Lat X, och X5 vara oberoende och exponentialfordelade med parameter 1. Lat X = X; och Y = X; + Xs.
D4 &r den simultana fordelningen for 0 <z <y

fX,Y(xay) = fX1,X1+X2 (xay) = fX1,X2 (xay_x) = {oberoende} = le (w)sz (y—a:) = eizei(yim =e Y.

4.30 Lat X vara (den stokastiska) sannolikheten att apparaten gar sénder under garantitiden. Mojliga virden
pa X ar Qx =[0,1] och
fx(@)=2(1-2) 0<z<l

Lat A vara hindelsen att en pa mafa vald apparat haller garantitiden ut. Da ar

P(4) = /OOP(A|X::c)fx(a:)da::/01(1—:c)-2(1—m)da::2/01(1—a:)2da::2[M]l
. .
2

3

5.1 Lotterna i lotteriet férdelas enligt
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vinstbelopp (k kr) | 0 5 20 100
antal lotter 964 30 5 1
P(X =k) 0.964 0.030 0.005 0.001

Lat X beskriva vinstbeloppet av en pa mafa vald lott. De méjliga virdena pa X ar Qx = {0, 5, 20,100}.
Det forviintade vinstbeloppet dr

E(X) = > kP(X=k)
k

0-P(X=0)+5-P(X =5)+20-P(X =20)+100- P (X = 100)
= 0.35.

Variansen kan beriknas pa tva sitt:

Alternativ 1: Ur definitionen

V(X) = E((X-E(X))?) =) (k-035)°P(X =k)
k
(0—-0.35)2-P(X =0)+ (5—0.35)*- P(X = 5) + (20 — 0.35)? - P (X = 20)
+ (100 — 0.35)% - P (X = 100)
12.628.

Alternativ 2: Via
E(X?) = Y KP(X=k)
= og-P(X=0)+52-P(X=5)+202-P(X = 20) + 100% - P (X = 100)
= 12.75
och sedan

V(X)=E(X?) - (BE(X))? =12.75 — 0.35% = 12.628.

Standardavvikelsen fas till D (X) = /V (X) = 3.5535.

Nettovinsten Y ges av
Y = X —0.50.

Vintevirdet och variansen for Y kan bestdmmas pa tre sitt.

Alternativ 1: Ur férdelningen fér nettovinsten Y. De mdjliga virdena dr {—0.5, 4.5, 19.5, 99.5} med
sannolikheter 0.964, 0.030, 0.005, 0.001 respektive.

E(Y) = Y kP(Y =k)
k

(=0.5)- P (Y = —0.5) +4.5- P(Y = 4.5) + 19.5- P (Y = 19.5)
+99.5-P(Y =99.5) = —0.15

och

V() = E(Y-E(®Y))’) =) (k+0.15°P(Y =k)
(=0.540.15)*- P (Y = —0.5) + --- + (99.5 4+ 0.15)* - P (Y = 99.5) = 12.628.
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Alternativ 2: Via fordelningen for X.

E(Y) = E(X-050)=) (k—050)P(X =k)
k
(0 = 0.50)P (X = 0) +--- + (100 — 0.50) P (X = 100) = —0.15

och
V() = E(Y-E(®Y))?) =E((X-0.5)+0.15)%) = E((X - 0.35)%
= ) (k—0.35)P (X =k) =12.628
k

Alternativ 3: Via lineariteten for vintevirden.
E(Y)=E(X-0.50)=E(X)—0.50=0.35—0.50 = —0.15
och
V)=V (X -050)=V(X)=12.628.

5.2 Uppgiften kan 16sas pa tva sétt.

Alternativ 1: Lat X beskriva antalet steg som en l6pare flyttar. Da &r

tdrningsresultat ‘ 1 2 3 4 5 6
antal steg ‘6 2 3 4 5 6

De mojliga virdena pa X ges av Qx = {2,3,4,5,6} dir px(k) =P (X =k)=1/6for k=2,...,5
och px(6) = P(X =6) =1/6+1/6 = 1/3.

Viantevirdet for X dr enligt definitionen
1 1 1 1
EX)=Y kpx(k) =2 - 243 -2 +-45->4+6-= = —.
();px() R R LR R R
Alternativ 2: Lat X beskriva resultatet av tdrningskastet. Mojliga virden pa X &r {1,2,...,6} och
px(k)=1/6for k=1,...,6. Lat g(z) vara funktionen g : Qx — {2,3,...,6} given av:

tarningsresultat (x) ‘ 1 2 3 4 5 6
antal steg g(z) ‘6 2 3 4 5 6

Da ar

5.3 Mitinstrumentet ger ett matfel X med tathet fx(z) = 100(1 — 100|z|) for —0.01 < z < 0.01. D& &r

0.01
E(X) /:fo(x) de = / z-100(1 — 100|z|) d=
—0.01
= {Symmetriskt intervall, udda integrand} = 0.

Vidare s& ar
0.01

E(X-EX))?) =E(X?) = /a:2 fx(z)dr = / z% - 100(1 — 100|z|) dz

—0.01

V(X)

0.01
= {Symmetriskt intervall, jimn integrand} = 2 / 2% -100(1 — 100z) dz
0

z® 4]0"“ 10"
3 0

x
200 [— - 1OOZ 6
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s,

D (X) =+/V (X)=10"2%/6.
5.4 Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med téthetsfunktion fx(z) = 2z/a?, 0 < x < a. D4 &r

° @ 2z 2 [2%1" 2 [a®-0 2

—0o0

5.5 Lat X vara en diskret stokastisk variabel med mdjliga véirden givna av Qx = {1,2,3,...} och

6 1
px(k):P(XZk)=—2-k—2, k=1,2,...

Notera att detta ir en giltig fordelning: px (k) > 0 for k € Qx och

6 1 6 o 1 6 w2
Yoxk)=) S m=75) m=5 =1
keQx k=1 k=1

——
=n2/6

For denna fordelning &r

= 6 w1
2 kex®) =2 k- 7r2k2_7r_k§E

k€EQx

eftersom den harmoniska serien &r divergent, alltsd existerar inte vintevirdet E (X) som annars hade
definierats av vénsterledet.

5.6 Lat X vara tiden som en bil parkeras i parkeringshuset. De mdjliga virdena fér X ges av intervallet
Qx =[0,00) och X har tithet fx(z) =e %, det vill siga X dr exponentialférdelad med parameter 1.

Lat Y beskriva kostnaden for att parkera en bil. D& ar Y = 10 + 5X. Hér foljer tre alternativ for att
bestdamma E (V).

Alternativ 1: Via fordelningen for Y. De mojliga virdena fér Y = 10 + 5X ges av Qy = [10, o0). For
t € Qy sa dr fordelningsfunktionen for YV

Fy(t)=P(Y <t)=P(10+5X <t) =P (X < (t—10)/5) = Fx((t — 10)/5).

Deriveras denna fas tdtheten

fr(t) = %FY() %Fx((t—lo)/S) fX((t—l())/5) ; ~1(t-10)

for t > 10. Med denna tathet bestidms vintevirdet medelst partiell integration.

00 o0
E(Y) = /tfy(t) dt = / $Lo=3-10) gy [—te—%(t—”’)] +/ e~ 5(t=10) gy
10 9 _/_10, 10
=10
1 [}
= 10+ [-5e HC10] " =10+ [5— 0] = 15 kr.
10
Alternativ 2: Via fordelningen f6r X. Eftersom E (g = [g(z x) dz sd dr via partiell integration
EY) = E(G+10X)= /(5 +102) fx (z) dx = / (54 10z)e *dx
T 0

Il

0

v

I—(s +10z)e"] ° +/0 10e™" dz = 5+ 10 [—e™?] =5+ 10 = 15 kr.

~

=5
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Alternativ 3: Via E (X) och riknelagarna for vintevirden. For X giller att

E(X) :/oo fo(:c)d:c:/Ooox-e_mda:: [—a:e_””]go+/oooe_wda:: [—e="]° =1.

0
—oo
=0

Alltsa
E(Y)=E(1045X)=10+5E(X)=10+5 = 15 kr.

5.7 Lat X vara en stokastisk variabel med téthet fx(z) = 2e=2% for £ > 0. D4 &r

E(eX) = / e“”fx(x)dx:/o eZZe_Q“”d:U:Z/O e dr =2[-e"] " =2.

0
—o0

Kommentar: Funktionen mx (s) = E (e**) kallas for den momentgenererande funktionen till den stokast-
iska variabeln X. Hér berdknades mx (1).

5.8 Den stokastiska variabeln X har fordelningsfunktion Fx(x) =1 — (1 + x)~° f6r £ > 0 och en parameter

a > 0. Hir foljer tva alternativ for att beriikna E (ﬁ)

Alternativ 1: Lat Y = 5. D4 ges de mojliga véirdena for Y av Qy = (0, 1] och for t € Qy &r

Fy(t) = P(Ygt):P(le§t>=P<X2%—1>=1—FX (1_1>

t
1 —a
1—(1+--1
(5]

= ]_— :ta.

Da har Y tathetsfunktion

fyt) = —Fy({t)=at*"', 0<t<1,
och vintevirde

1

a

oo 1 ta+1
E(Y)=/ tfy(t)dt=/0 t-ata_ldt:a[ T
0

—00 a+1

Alternativ 2: Deriveras fordelningsfunktionen for X fas

fx(@) = = Fx(2) =0 (=a)(1+2) " " =a(l+2) "}, >0

Nu kan véntevardet berdknas enligt

1 oo 1 © 1 a o0 1
sl 1 ) = . _ _ _
(1+X) /_oo 1+ fx(@)do /0 l1+z (1+ )0t dz a/o 1+ z)+2 dz

1 -1 ]Oo a

a[(1+x)a+1a+1 0 Ta+l

5.9 Om X #r en stokastisk variabel med téthetsfunktion fx(z) = & dd -5 <z
likformigt fordelad pé intervallet [—5, 5], s &r

oo 5 0 5
B = [ @@= [ o= [ (g [

—o00 -5 10

IA

5, det vill sdga X ar

-1 2
W®=S T

|

N =
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5.10 Lat X beskriva mingden vitska som tappas upp. Da dr

fx(2) =7(1+1x)2= z > 0.

Mingden vitska i kirlet beskrivs av den stokastiska variabeln g(X) déir funktionen g(z) &r

z om0<z<a
g9(z) =
a omzx > a.

Alternativ 1: Den genomsnittliga vitskemingden i kérlet dr da

Il

B = | " 4(@) fx(o) do = / @) e da

—oo (1+z)?

a 1 oo 1 a+11 1 -1 o
= l"id%“}‘ a-idx:/ ———d +a o mm—
/o (1+2)° / (1+2) TR [1+w]a

17t a
n(y)+-| +
[n(y) i‘/]1 I+a

=In(a+1).

Alternativ 2: Med Y = ¢(X) sa ges de mojliga virdena pa Y av Qy = [0, a]. Variabeln Y ir en
blandférdelning med en diskret komponent,

PY=a)=P(X >a)= = ——dx = =
vea=riza= [ pwa- [T ] -0
och en kontinuerlig komponent
1
fr(z) = fx(z) = iy 0<e<e
Vintevirdet berdknas som
. 1 ¢ a atl 1
0) = W=+ [ ep@di=a ot [ gind= o [ e
a a+1
= ——+ |1 - =1 1).
1+a+[n(z)+z]1 n(a +1)

5.11 Om E (X) = 81 och V (X) = 81 ir standardavvikelsen D (X) = /V (X) = V81 = 9 och variationskoef-

ficienten D(X) 0 .
—fr=—=-x~11.1%.
EX) 8 9 %

5.12 Den stokastiska variabeln X har téthetsfunktion fx(z) = 3z=* for £ > 1. D4 &r véntevérdet

o) oo 3 1 —11® 3

—o 1

Variansen kan beriiknas pa tva sitt.

Alternativ 1: Ur definitionen:

V(X) = E((X—E(X))2):/Z(x—E(X))QfX(x)d;U:/loo (m—g>2'j—4dm
_ /lmwdng,[—_lz_% %r’:;



Alternativ 2: Genom att forst berikna
[e's) o 3 1 o
oo L
och sedan utnyttja

V(X)=E(X?) - (E(X))?=3- (§) = g.

5.13 Lit X ha téithetsfunktion fx(z) =2z f6r 0 < z < 1. D& dr

o0 ! 210 2
qu(X)z/ fo(a:)dm:/x-2xdx=2[—] = .
—o0 0 31, 3
Vidare,
i ! 1 1
E(Xz)z/ xzfx(x)dxz/ x2-2xdx=2[—] ==
—o0 0 0
4 )
1 2 1
= 2) _ 2 = - — — = —
VI =E() - 0P =3 (3) =
varfor 0 = D (X) = /V (X) = 1//18.
Sannolikheterna i b) och c) kan beriiknas pa tva sétt:
Alternativ 1:
pe pe 271 H+0o 2 2
Ppu-20<X<pu+o) = / , fX(x)da::/ , 2xdr = [z ]u—2<f =(pu+0)° —(u—20)
u—20 n—20

(p+0) = (p—20)((p+0) + (1 —20)) =30(2u — 0)
3 (2 2 1 >=4\/§—1.

Vis\" 3 VI8 6
Den andra sannolikheten bestdms pa samma sétt. Notera att pu + 20 > 1.
ut20 1 )
Plu—o<X<p+20) = / fX(:E)d:c:/ 2mdm:[x2]u_0
n—o p—o

Il

2 1\% 1
1_(/1/_0')2:1—(3—\/—1_8) :§+T

Alternativ 2: Genom att f6rst bestimma fordelningsfunktionen f6r X. For ¢ € [0, 1] &r

¢ t
Fx(t):P(th):/ fx(a:)dx:/ 2z dx = [mz](t):tz_
—o0 0
Sedan bestéims sannolikheterna enligt, notera att 0 < pu — 20, u+ 0 < 1,

Pu—20<X<p+o)=Fx(p+0o)—Fx(p—20)=(u+0)? - (u—20)>
= ((+0)—(p—20))((n+0)+(p—20)) =30(2n - 0)
ENEENET Y S

V18 3 V18 6

och, noteraatt 0 < p—0 <1< p+ 20,

[\&]
@S
N

2 1\? 1
P — X 2 =F 2 —F — =1- — 2:]__ - J—
(=0 <X < p+20)=Fx(p+20)—Fx(p—o) (n—o) (3 '_18> 5+
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5.14 Vi bersknar V (X?) genom att utnyttja
V(X?) = B((X*)?) - (E(X?))".

Om X é&r likformigt fordelad pa intervallet [0, 1] s& &r fx(z) =1,0 <z <1, och

E(X?) :/oo xzfx(x)dx=/1$2-1da:= [%3]:: L

—oo 0

P& samma sitt ar

—o0 0

0 ! o1 1
E(X4):/ x4fX(a:)dx:/ m4-1dw:[—] =_.
51, 5
(Generellt &r E (X*) =1/(k + 1).) Alltsa &r

V(X?) =E(X') - (B(X?)" =

5.15 Lat X beskriva resultatet vid matningen av surhetsgrad med en pH-meter. D4 &r
X = (surhetsgrad) + (mitfel) = 5.84+Y

o. Notera att
0, D (e) = 0.

dir mitfelet Y dr en stokastisk variabel med E (Y') = d (det systematiska felet) och D (Y)
Y kan skrivas Y = d + € dir det slumpmiissiga felet € dr en stokastisk variabel med E (e)

Med riknelagarna fér vintevirden och varianser erhalls

E(X)=E(584Y)=58+E(Y)=58+d=6.2

om d = 0.4, och
V(X)=V(58+Y)=V(Y)=0"

s& D (X) =0 = 0.05.

5.16 Lat (X,Y) vara en tvadimensionell stokastisk variabel med simultan férdelning;:

o
px,v (4, k) o1 o oy (B)

1 0.1 0.2 0.3 0.6
2 04 0 O 0.4

px(j) 05 02 0.3

dar marginalférdelningarna px (j) och py (k) bestamts ur

px()= Y, pxyGk)  pv(k)= D pxy(k).

k:(j,k)€Qx, ¥y 3:(5,k)EQX ¥

Da ar

E(X)=Yj-px(j)=0-05+1-02+2-03=0.8.

J
och
E¥)=Y k-py(k)=1-06+2-04=14
k

Vidare,

E(XY) =" jkpx,y(j,k) = (0:1)-0.14+(0:2)-0.4+(1:1)-0.2+(1-2)-0+(2:1)-0.3+(2-2)-0 = 0.2+0.6 = 0.8
(3.k)
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s& kovariansen fas till

C(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=08—-0.8-1.4=—0.32.

5.17 Lat X beskriva virdet av det forsta och Y virdet av det andra pa mafa valda myntet. Da ar Qx = Qy =

{1,5} och
2 1
PX=1)=- P(X =5)=_.
(x=p=2 Px=5=:
Nu ar
1 1
PY=1X=1)=7 PI=3Xx=1)=7 P¥=1X=5=1 P¥ =5X=5=0
vilket med P (X =z,Y =y) = P(Y =y|X = z) P(X = z) ger den simultana férdelningen:
, J
pxy (i, k) —————
I 5 py (k)
s 1/3 1/3 2/3

5 [1/3 o 1/3

px(i) 2/3 1/3

Notera att X och Y har samma férdelning.

Nu ar 5 _
E(X)sz-pX(j)=1-§+5 §=§=E(Y)
J
och 5 )
E (X?) = 2 —12.2452.2 =
(x?) ;J px (j) g5 5 =9
s )
) ) 7 32
VX)=EB(X) - (BEX)*=9-(3) =5 =V)
Nu &r
. . 1 1 1 11
E(XY)=) jk-pxy(k)=(1-1) 3415 5+ (1) 3+(5:5) 0=
(4,k)
s& kovariansen fas till
4 1
C(X,Y):E(XY)—E(X)E(Y):%—39:—56
Korrelationen p (X,Y) bestédms av
C(X,Y) 16/9 1

XY= vy 2R 2

5.18 De mojliga virdena pa (X,Y) ar (0,1), (0,—1), (—1,0) och (1,0) med sannolikhet 1/4 vardera. De mojliga
virdena pa X dr —1, 0, 1 med sannolikhet 1/4, 1/4+1/4 = 1/2 och 1/4 respektive. Notera att X och YV
ir beroende stokastiska variabler. Detta kan visas formellt genom att till exempel visa att

?

P(X:lY:l):O;éié:P(X:I)P(Y:I).
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Nu ar

1 1 1
E(X)=;kpx(k):(—1)-Z+0-§+1-Z =0.
Av symmetriskil har Y samma fordelning sa E (Y') = 0. Nu dr
COLY) = B(X - BQO)Y - BY) = BXY)= Y -5) P(X =i,¥ =)
= O 1)+ O- D)+ -0 +(-07=0.

Korrelationen p (X,Y) =C (X,Y) /v/V(X)V (Y)=0.
5.19 Lit X beskriva positionen efter ett hopp och Y positionen efter tva hopp.
Alternativ 1: De mdjliga virdena pa (X,Y) ges av (—1,—2), (—1,0), (1,0) och (1,2) med sannolikhet

1/4 vardera. De mojliga virdena fér X dr —1 och 1 med sannolikhet 1/2 vardera medan for YV ir
virdena —2, 0 och 2 med sannolikhet 1/4, 1/2 och 1/4 respektive.

Nu ar
1 1
E(X) = Xk:kpx(k)=—1-§+1-§:0
V(X) = BE(X-EX)?)=E(X?) =) Fpx(k)=1
k
EY) = ;kpy(k)=—2&+0é+2&=0
V() = E(FV-EY)?)=E({Y?) =) kpy(k) =2
k
CX,Y) = E((X—E(X))(Y—E(Y)))=E(XY)=Z(Z'-J')-P(X=Z',Y=J')
= (—2)(—1)3+0(—1)%+0-1i+2-1i=1.
Alltsa &r CIX.Y ) )
p(X,Y) *.Y)

TV Vi V2

Alternativ 2: Lat X; och X, vara forflyttningarna i tidsteg 1 och 2. Da ar

P(Xi=1)=P(X,-=_1)=%

och X; och X, &r oberoende. Vidare,

E(X;)=)» kP(X;=k)=0

och
V(X:)=E(X:i—E(X:)?)=E(X}) =) _FP(Xi=k) =1

2

Nu dr X = X; ochY = X; + X5 och
CX)Y) = C(X,X1+X2)=C(X1,X1)+C(X1,X2) =V (X)) =1,
—v(x1) -0

sa
. cxy) 11
pEY) VX)V(Y) Vi-2 V2
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5.20 Lit (X,Y) ha simultan tithet

5.21

fXY(may):ie_za 'Z'>07 —mﬁyﬁw
’ 2z
Eftersom de mojliga vardena pa Y beror pa X dr de stokastiska variablerna beroende. For att visa detta
formellt kan man se att obetingat ges de mojliga virdena pa Y av Qy = (—00, 00) och motsvarande for
X #r Qx = [0,00). Dessa virden har positiva titheter, dvs fx(z) > 0 och fy(y) > 0 for z € Qx och
y € Qy, men fxy(z,y) =0day >z sa alltsd &r fx,v(z,y) # fx(z)fr(y) vilket visar att X och Y &r
beroende.

Vi noterar att z

= e -z — 2 . —r _ A%
fx(z) /_00 fx,y(z,y)dy / 55¢ "y =2z e e ?,

—Z

det vill siga X #r exponentialfordelad med intensitet 1. Alltsa dr E (X) = 1. Av symmetriskél dr £ (Y) =
0.

Slutligen

E(XY):/ / :Uy-%e_wdydxzi/ e*w/ ydy dz =0
0 —T 0 —T
=0

saC(X,)Y)=E(XY)—E(X)E(Y)=0—1-0=0. Detta medfor att p(X,Y) = 0 och variablerna &r
okorrelerade men ej oberoende.

Notera att for att 16sa uppgiften behover inte varianserna V (X) och V (Y') bestdmmas. Vill man rikna ut
dessa éir V (X) =1 (eftersom X &r exponentialfosrdelad med parameter 1och V (Y) = E (Y?)—(E (Y))? =
E (Y?) dar

2 _ * Z2ifw _1/0027m _1_271'00 g/oo —x
E(?) = /0 [wy2me dydar_3 \ z?e da:—3[a:e ]0+3 ; ze " dx
2 e 2 [ g 2 (e 2
- 0+§[—:ce ]0+3/0 e dx-g[e ]0—3,

s& V(Y) = 2/3. Observera att E (Y2) beriknades genom att utnyttja den simultana férdelningen
fx,v(z,y) och inte med marginalférdelningen fy (y).

Lat X; beskriva antalet test som beh6vs vid grupp i. D& ges de mdjliga virdena pa X; av {1, k+ 1} och
P(X; =1) = P(Alla lampor ir hela) = (1 —p)* P(X;=k+1)=1-P(X;=1)=1-(1-p)k.

Alltsa ar
EX)=1-01-p)*+(k+1)-1-(1-p*) =(k+1)—k(1-p)".

Det totala antalet test som behovs &r
X=X1+Xo+---+X,
dir X,,...,X, ar oberoende stokastiska variabler. Nu ar
E(X)=E(Xi+--+X,)=E(X1)+--+E(X,) =n[(k+1) — k(1 - p)*]

och med Y = X/(nk) ar
E(Y):E(%X) = E(X) = —on[(+1) k1= =143~ (1 -p)"

Bestdmning av vilket k& som ger minimum for givna p 16stes numeriskt och féljande tabell erhélls.
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Felsannolikhet, p  k: E (Y') minimal mkinE Y)

0.05 5 0.42622
0.01 11 0.19557
0.001 32 0.062759
0.0001 101 0.019951

1.2

I

08

= o oxox

Sosr Coxox

02r-

0 I I I I I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Gruppstorlek, k
Det forvantade antalet férsok som maste goras vid gruppstor-

lek k£ da p = 0.05. Den forvintade antalet &r som ldgst for
k =5 vilket ger E (Y) =~ 0.426.

5.22 Lat Xy, X och X3 vara oberoende och E (X;) =2och D (X;)=3fori=1,2,3. Med Y =3X; —2X, +
X3 — 654 dr

E(Y)=E(B3X; —2Xo+ X3 —6)=3E(X;) —2E(Xo) + E(X3) —6=3-2-2.2+2—6=—2.

Vidare, for ¢ = 1,2,3 sa ar

och
V) = V(BX1—-2Xs+ X5-—6)=V(3X; —2X, + X3) = {oberoende}
= V(3X1)+V (=2Xy) +V (X3) =3’V (X1) + (=2)*V (X2) + V (X3)
= 9-9+4-94+9=126
S8

DY) =V (Y) = v126.

5.23 Lat X beskriva lingden av en typisk planka. Modell: X har véntevirde E (X) = 2 och D(X) =0 =
5-1073. D& n = 10 plankor sagas till, 1at Y beskriva plankornas sammanlagda lingd om. ..

1.) ... alla plankorna sagas pd samma gang. Da dr Y = 10X och
E(Y)=E(10X)=10E(X)=10-2=20

och
V(Y) =V (10X) = 10V (X) = 1000>

och
D(Y)=+V(Y) =100 = 0.05.
2.) ... plankorna sigas till individuellt och far oberoende lingder X;,...,X,. Dd dr Y = Zgl X; och
10 10
E(Y)=E (ZX) =Y E(X;)=10-2=20
i=1 i=1
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och
10

10
V)=V (Z Xi) = {oberoende} = Z V (X;) = 100?

i=1

och

D(Y) =V (Y) =100 ~ 0.0158.
b) Metoden i 2 ger mindre standardavvikelse fér den totala lingden Y.
5.24 Lat X, Y och Z vara oberoende stokastiska variabler sadana att
EX+Y)=1, E(X-2)=-4, E(Y-2)=-3.

Da ar

2E (X) EQX)=E(X+Y)+(X-2)- (Y - 2))

= EX+Y)+EX-2)-EY -2)=1-4+3=0,
det vill siga E (X) = 0. Detta medfér att
EM)=EY)+EX)=E(X+Y)=1

och
E(Z)=E(Z)-EX)=(-)EX)-E2Z)=(-DEX-2)=(-1)(-4) =4

b) D4 alla variabler dr oberoende si ér de automatisk okorrelerade varfor
VIX+Y)=V(X)+V(Y)=443="T7# 25,

VIX-Y)=V X+ (DY) =VX)+V((-)Y) =V (X)+ (-1)*V (V) =T.

Av samma anledning som X —Y och X + Y har samma varians méste (X +Y) — Z och (X +Y)+ Z
ha samma varians, varfor

VXY +£2)=V(X+Y+2)=V(X)+V((Y)+V(Z)=4+3+12=109.
Salunda, det forsta pastaendet b &r falskt, de tva andra (by och b3) dr sanna.

5.25 Lit X; och X5 beskriva resultaten av tva oberoende tirningskast. Da dr P(X; =k) = 1/6 for k =

1,2,...,6 och
6
E(X)=Y kP(X=k) = ; — 35
k=1
och 6
V(X) = B(X?) - (B(X)) = Y FP(X =) - (35 = 30
k=1

for i = 1,2. Summan X = X; + X5 har vintevirde
EX)=EX1+Xo)=E(X1)+E(X)=7

och varians 35
V(X)=V (X1 + X2) = {oberoende} =V (X;) + V (X3) = "

For produkten Y = X7 X5 giller

49

E (X1X5) = {oberoende} = E (X1) E (X3) = T
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Variansen &r lite krangligare, men upprepad anvéndning av V (Z) = E (Z%) — (E (Z))? ger

V(X1Xp) = E(<X1X2)2)—(E(Xlxz)f:E(XfXS)—(%)Z{oberoende}
= B(x) E(x}) - 20

Men E (X?) =V (X1) + (B (X1))* = 5 + ()" = % sa

91 91 2401 11515

V) =VOX) =45~ = 11

Slutligen

C(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=E((X1 + X2)X1X2) — E (X1 + X3) E (X1 X>)

dér
E((X1 +X2)X1Xo) = E(X{X,+ X5X;) = {oberoende}
91 7 91 7 637
= E(X?))E(X E(XA)E(X]) == -+ .- ==
(1)(2)+(2)(1)62+62 6
dvs
637 49 245
C(X,Y)=E((X1+ X2)X1Xs) —E(X1 + Xo) E(X1X5) = o -7 =2
Korrelationen fas till
C(X,Y 245/12 42
pxyy= —S&Y) 12 [42
VV(X)V(Y) 35 11515 47
6 144

5.26 Vi later X 4 och Xp vara tva stokastiska variabler sddana att
E(XA)=E(XB)=p och V(Xa)=0%, V(Xg)=0%.
MedY =aX4 +bXp sa ér
E(Y) = E(aX4 +bXp) = aE (X4) + bE (Xp) = au+bp = (a + b)u

vilkket ger E(Y) = pom a+b=1. Uttrycker viaibfarviatta=1—-boch Y = (1 —b) X4 + bXp.
Variansen fér Y ges av

V(Y) = V((1-b)Xa+bXg)= {oberoende} = (1 —b)2V (X4) + b’V (XB)
= (1-0)%0] +b03%.
Denna minimeras med avseende pa b genom losning av

d

0= %V (Y) = =2(1 = b)o% + 2boy;, = 2 [(05 + 0)b — 0]
vilket ger
% h YV =(1—b)Xa+bX by %Gy
04 + 03 ¢ =(1-h)Xa+ B_Ui+0% A+0i+0123 B

Kontroll av andraderivatan ger att detta verkligen &dr ett minimum.

5.27 Lat X3, Xs,..., X, beskriva personens vinst under n = 12 manader. Med modellen att

E(X;)=-05, D(X;)=V15  i=12...,n
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och att Xi,...,X, dr oberoende (okorrelerade ricker) &r den totala vinsten under n manader ¥ =
Xi+---+ X, Har &r

E(Y)=E <zn: Xi) = XH:E (X;) =12-(—0.5) = —6

och

Vy)=V (i Xz') = {oberoende} = XH:V (X;)=12- (\/ﬁ)2 — 180.

i=1

5.28 Vi vet att korrelationen p (X,Y) = C (X,Y) //V (X)V (Y) uppfyller —1 < p(X,Y) < 1. Alltsa &r

—4=—/V(X)V() < CX,)Y) < yV(X)V(Y)=4.
Detta medfor att
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2C (X,Y) =

—_———

{ <17+2-4=25
=17

>17-2-4=09.

5.29 For den stokastiska variabeln X &r

E(X)=0 V(X)=1 E(X?) =2 V(X?) =4

Alternativ 1: D4 ar
V(X+X?) =V (X)+V(X?) +20(X,X?) =1+4+2C (X,X?) =5+2C (X,X?).

Nu éar
E(X-X*)=E(X®*) =2

och
E(X)E(X?) =0-E(X?*) =0

varfor C (X, X?) = E(X - X?) — E(X) E (X?) = 2 och séledes

V(X+X%)=5+2C(X,X%) =5+2-2=0.

Alternativ 2: Vi bestdmmer forst E (X*), k = 1,2,3,4 ur det givna.

E(X) = 0

E(X?) (X)+(EX)2=1+0=1

E(X%) = 2

E(X*) = E((X??)=V(X?)+(E(X?)*=4+1=5

Med detta far vi att

V(X+X?) = E(X+X*?)—(BE(X+X?))?=E(X*+2X*+X") - (E(X)+ E (X?))?
= E(X*)+2E(X®*)+E(X") - (0+1)?=1+2-24+5-1=09.

5.30 Lat skolbarnens vikter beskrivas av de oberoende stokastiska variablerna Xi, ..., X,, med vintevirde 36
och standardavvikelse 3. Det aritmetiska medelvirdet av n skolbarns vikter beskrivs av

- 1
X:E;Xi

57



dar

och
- 1< 1 < V(X
V(X)=V (5 ' Xz-> = {oberoende} = — Y V(X)) = fl )
=1 =1
Alltsa ar D(xX)
—_ - 3
D(X) =4/V(X) = — =3k
R
5.31 Lat Xq,...,X,, vara oberoende stokastiska variabler som beskriver en bestimning av smiltpunkten foér
matfett dir D (X;) = 2,i = 1,...,n. Det aritmetiska medelviirdet av n smaltpunktsbestdmningar beskrivs
av
= 1<
X=- Z X;
i=1
dér
- 1 ¢ 1 & V (X)
(X) (",:ZI z) {oberoende} nzg (X;) m
s D(X) 2

Kravet D (X) < 0.4 ger n > (2/0.4)% = 25.
5.32 Beteckna E (X) = pi, och E(Y) = p,. Upprepad anvéindning av V (Z) = E (Z*) — (E (Z))? ger
V(XY) = E((XY)?)-(E(XY))’=E(X?Y?) - (E(XY))? = {oberoende}
= B B(Y) - (B(X)B(Y) = B(X) B (V) 2
= (V(X)+p)(V(Y) + py) — ppmy
= VX)VE)+V(X) py +V Y) iz + wzhy — mamy
= VX VE)+pV (X)) +pV ().

Generellt sett dr V (XY) # V (X) V (Y), men likhet géller om p, = py = 0.

5.33 Vi utnyttjar forst att

CX+Y,X-Y) = CX,X-Y)+CX,X-Y)
= CX,X)-C(X,Y)+C{,X)-C, )=V (X)-V(Y).
—— ——— ——
=V(X) =C(X,Y) V(Y)
Nu &r
VX+Y)V(X-Y) = (VX)+VT)+20(X, ) (V(X)+V (Y)-2C(X,Y))

= (VX)) + (V) +2V (X)) V (V) = (V(X) +V (Y))

s&
P(X+YV,X—y)= XXV XYV) VX -VE) V(X) -

v
TSV E A VE-Y) JVX)+V()2 V(X)+V ()

5.34 Beteckna V (X) = o2. Forst har vi att

C ()_(na)_(n) =V ()_(n) =V <%Z:21X,> = {okorrelerade} = % ZV(X") -7
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Nu ar

1 n 1 k n k
C(Xn = EZ EZ ;ZIC(Xi:Xj)
=1 : =1 j=
Om X;,...,X, &r okorrelerade dr C' (X ) =0for j #4 och
iiimx X-)—izk:C(X- X~)—izk:V(X~)—i-k 2. 2
nk P O T nk o VT nk P A
sa, o - o o g2
€ (X0 T~ X =0 (%0, %) =0 (%K) = % = % =0

vilket skulle visas.

5.35 For ¢ = 1,...,6, lat Y; vara antalet paket man maste kopa for att doka samlingen fran ¢ — 1 till ¢ djur.
Mojliga virden Y; &r {1,2,3,...}. Ndr man har ¢ — 1 djur 4r sannolikheten p; = (n— (i —1))/n att ett kopt
paket innehaller ett nytt djur oberoende av tidigare paket. Alltsa &r Y; for-forsta-gangen-fordelad med
parameter p; vilket medfor att E (Y;) = 1/p;. Nu &r det totala antalet kopta paket Y =Y + Yo +---+ Y5

dér
1 1 1
EY) = EMi+Ye+-+Y)=EM)+EY2)+---+E(Ys) = —+—+---+—
P P2 Pe
6
6 6 6 1
= —-+—4+:---+-=6 — =14.7.
6 + 6—-1 toot 1 Z k
k=1
0.09 -
0.08 -
[0]
0.07 -
AO.Oﬁ r
T 0.05 - ?
o
R 0.04
0.03 -
0.02 - T
0.01 -
. T WTTTTWWQQ o
0 5 10 15 20 2% 30 35 10
Antal paket, k
Fordelningen for antalet paket man ar tvungen att kdpa for
att samla alla 6 plastdjur. Vintevirdet i fordelningen #r 14.7.
5.36 Lat Us,...,U, vara de positionerna for punkterna. D3 ar Uy, ..., U, oberoende och likformigt fordelade

pa intervallet [0, 1], det vill siiga
fulz)=1, 0<z<1

E(U)Z/OO fo(m)dHJ:/Olm-ldx: [%2]:: 1

e 2

o0 ! 2101
E(U2):/ .7:2fU(x)d:c:/ xz-ldm:[—] ==
—0 0 3], 3
s4 V(U)=E (U?) — (E(U))? =1/3—1/4 = 1/12. De fyra trianglarna har tillsammans area T’ d&r

vilket medfor att

och

1-Uy) - U, 1-U,)-U: 1-0U,) - U: 1-U;)- U,
( 24) 1+( 21) 2+( 22) 3+( 23) 4

T =
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Dai#j ér

E((1-U;)U;) = E (U;) — E(U;U;) = {oberoende} = E (U;) — E(U;) E (U;) = % _ % . % _ i
och L )
E((1-U)U;) = E(U;) — E(U}) = 5737 %
sé,
E(T) = %E (1 =U)Uh) + %E (1-U)U2) + %E (1= Us)Us) + %E (1 - Us)Uy) = %

Fyrhorningen har area A = 1—-T sa E(A) = 1— E(T) = 1/2. For att bestimma V (T') och D (T)
utnyttjas att V (T) = E (T?) — (E (T))?. Definiera Uy = U, sa kan man skriva

4 2 4 4
E ((2T)2) = F ((Z(l - Uil)Ui> ) =F (Z Z(l - Ui—l)Ui(l — Ujl)Uj>

i=1 i=1 j=1
4 4
= Y Y E((-Uin)Us(1 = U;_0)U;) .
i=1 j=1

Vi skiljer pa fallen ¢ = j, [i — j| =1 och |i — j| > 1.

e Dai=yjar

11 1
E(1-Ui)Ui(1=U;1)Uj) = E(1=Uia)'U7) = B((1-Usia)’) E(U7) = 33 = 5-
e Dai=j—14r
E((1-Ui)Ui(1 =U;-1)U;) = E((1-Ui-)Ui(1 = Us)Uita)
1 11 1
= FE(1- i— E z]-_ i E i = = = = = —.
(A=Ui) EG(-U)EUin) = 553 = 55
Samma vintevirde fas da i —1 = j.
e Dali—j|>1ar
1 1 11 1
E(A-U)Ui(1 =Uj-)U) = EA - Vi) EU) EA-Um) E(U) = 5757575 = 15
Salunda fas
LA 1 1 137
4E (T?) = E ((27)?) = E(1-Uis))Ui(1 - Uj—))Uj) =4- =+ 8- —+4- — = —
(T%) = B (1)) ;; (L= Uie)Ui(1 = Ujn)Uj) =4 5 + 8- o 4+ 7o = oo

och

V(T) = E (T?) — (E(T))? = %— (%) -

sa D (T) = 1/12.

1-U;s Us
Z V%/
Uy <, 1-U,
Area A
1-U, / Us
|
U, 1-U;

Arean A bestims som kvadratens
area (1) minus trianglarnas totala
area.
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5.37 Lat Y;, i = 1,...,n, vara stokastiska variabler sddana att

v — 1 om lapp med nummer ¢ dras i omgang i
‘10 annars.

Dadr P(Y; =1)=1/noch

MedY =Y +Ys+---+Y, saér

E(Y):E(Y1+Y2+---+Yn):E(Y1)+E(Y2)+---+E(Yn):n-%:1.

For att berdkna variansen maste beroendet mellan variablerna redas ut. Forst berdknar vi

E(V2) =Y K -P(Yi=k=02-P(¥=0+12-P(Y,=1) =+
n
k
och 1 1 1
YY) =V()=E((Y2) - (E(Y})?== -~ =""
C(Y:,Y:) =V (¥3) (z)(())an e
Tag nu ¢ # j. D& &r
PY,=1,Y,=1)=P(Y, =1|Y; =) P(V; = 1) = — . 1
s o 7 n-1n
Salunda ar
1
E(W)—Zkl-Pm—k,Y,-—l)—l-l-P(Yi—Lm—1)—n(n_1)
(k1)
Alltsa dr
C(V,Y)=E(VY))-EX)E(Y) = — 1. 1___1
v I ’ 77 nn=1) n n nZ(n-1)
Nu ar
V() = v(2n>—c DY) Y| =23 0% Y) =3 C%Y)+) > C%Y,
=1 =1 j=1 =1 j=1 =1 i=1 j=1
J#i
— 1 1
= n 5 +n(n—1) n2(n = 1) 1—5—}—5—1

5.38 Lat p, = E(N) och pu, = E(X). Genom att betinga pd N far man att

E(éX N=n> =E<§Xi

Sa enligt lagen om total forvintan erhalles

n

N="> =ZE(Xi|N=") =ZE(X1') =Ny

i=1 =1

N=n>P(N=n)=ZnuwP(N=n)=pzZnP(N=n)

E(N)
= Hzln-
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Lat Y =30, X;. Daar V (V) = E (YV?) — (B(Y))? dir
N 2 N N
so=s () ) -+ (E5m)
i i=1 j=1

Betingat N =n &r
E(Y?’IN =n) =) Y E(X;X;) =nE (X?) +n(n - ) = nV (X) +n’u]
i=1 j=1

Alltsé ar enligt lagen om total férvintan

E(Y?) =) E(Y’N=n)P(N=n)=> 0V (X)+n’u)P (N =n)=V(X)pn +uE (N?)

och saledes ir
V(Y) = (V(X) pin + p2E (N?)) = (peptn)? =V (X) pin + p2V (N) .

Med vérden
pe =10, D(X)=5 p,=T,V(N) =T
fas
E(Y) = pinpz = 70 V(Y) ZV(X)pn-i-uiV(N) =25-7+100 7 = 875,
det vill siiga D (V) = v/875 =~ 29.58.

6.1 Lat Z vara N(0, 1) med fordelningsfunktion ® (z) = P(Z < z). Da &r

a) P(Z <1.82) =& (1.82) = 0.9656.
b) P(Z < —0.35) = ®(—0.35) = 1 — & (0.35) = 1 — 0.6368 = 0.3632.

¢) P(-1.2<Z<05)=P(-12<Z<05)=&(0.5)—®(—1.2) = & (0.5) — (1— & (1.2)) = 0.6915 —
(1 —0.8849) = 0.5764.

d) a sddan att 0.05 = P (Z > Cl) =1-9 (a) =1-9 ()\0.05), vilket ger a = A0.05 = 1.6449.

e) a>0sddanatt 0.95=P(|Z]|<a)=1-(P(Z<—-a)+P(Z>4a))=1—-(®(-a)+(1—-2(a)) =
1-(1-® (a)+1—® (a)) = 2P (a) —1. Vilket ger ® (a) = 0.975 eller 1 —® (a) = 0.025 = 1—P (Ag.025)
sa a = )\0,025 = 1.9600.

6.2 Lat Z vara N(0, 1) med fordelningsfunktion ® (z) = P(Z < z). D& &r

P021<X <029 = &(0.29)— & (0.21) = 0.61409 — 0.58317 = 0.030926
P(-021< X <029) = &(0.29)— ®(—0.21) = & (0.29) — [L — & (0.21)] = 0.61409 — 0.41683
= 0.19726
P(-029< X < —0.21) = &(—0.21) — & (—0.29) = [1 — & (0.21)] — [1 — & (0.29)]

= $(0.29) — & (0.21) = P(0.21 < X < 0.29) = 0.030926

6.3 Om X #r N(0,1) sd &r E(X) =0 och D (X) =1, det vill siiga V (X) = 1. Alltsa &r

E(Y)=E(BX+2)=3E(X)+2=3-0+2=2
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och
VY)=V@EX+2)=VEBX)=3V(X)=9-1=9

sa D (Y) = 3. Notera att Y ar N(2,3).

6.4 Lat X vara N(u,0) med p=50ch o =2. Dadr Z = (X — u)/o N(0,1) och

a)

P(X<6):P<X_“§6_“)=P<Zgl>:@(0.5):0.6915.
o o 2
b)
P(18<X <72 = P(1.8<X57.2)=P(1'8_“<X_“§72_“)
ag ag ag
= P(-16<Z<11)=®(1.1)— ®(~1.6) = ®(1.1) — (1 — & (1.6))
= 0.80953.

¢) a sadan att P (X < a) = 0.05 bestdms ur

1-& (A0.05) =0.05

I
=
»
IA
&
I
=
N
‘N
!
=
IA
s
|
=
N——
|
=
/N
N
A
s
|
=
N——

|
=]
VS
Q
9

=
N——
Il
-
|
=)
/l\q
Q
Q| |
=
N——

Alltsd ar

= Xo.05

eller
a=pu— )\0_050' =5—1.6449-2 = 1.7103.

6.5 Lat X vara N(u,0) med g = —1 och 0 = 0.01. D4 4r Z = (X — p)/o N(0,1) och siledes

X - 99 —
P(X <099) = P( b 099 “):P(zggg):@(mg)m
ag g
X—p  —099—
P(X <-099) = P( U“< —~ u):P(Z§1)=<I>(1)mO.84134
P(X>-099) = 1-P(X<-099)=1—-P(X < —0.99) ~ 1 — 0.84134 = 0.15866
13-p X—p _ —103-
P(-13<X<-1.03) = P( i P U”g Oj “):P(—30<Z§—3)

®(~3)— ®(—30)=[1— @ (3)] —[L - &(30)] = @ (30) — & (3)
1 —0.99865 = 0.0013499.

6.6 Lat X vara N(u,0) med p =20 och 0 = 3. Da dr (X — u)/o N(0,1). Bestim z si att

0.01:P(X§x)=P<X_'u§$_M)=<I><$_N>:1—<I><—$_'u>.

g g g g

Kvantilen A\g.o1 = 2.3263 &r sddan att 1 — & (Ag.01) = 0.01 det vill séga

T —p
ag

Ao.o1 = —
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eller
r=M— /\0_010’ =20-2.3263 -3 = 13.021.

6.7 Lat X vara N(p,o0) med p =180 och o0 =5. Dd ér Z = (X — p)/o N(0,1). D4 &r

X—p 10—p

1-[1-®(2)] =& (2) = 0.97725.

P(X >170) = P( ):P(ZZ—2):1—P(Z§—2):1—<I>(—2)

Vidare sa ar

10—p _ X —p _200—p

g (o g
= &(4)—[1—®(2)] ~ 0.99997 — 1 + 0.97725 = 0.97722.

P(170 < X < 200) = P( ):P(—2§Z§4):<I>(4)—<I>(—2)

6.8 Lat X beskriva méngden kaffe i siicken, X #r N(u, o) dir u = 35 och o = 0.5.
a) D4 #r sannolikheten att sicken ricker till minst 36 burkar

P(X—u236—u>:1_¢(36—u)
g g g

1—®(2) =1—0.97725 = 0.02275.

P (X > 36)

Il

b) Da dr sannolikheten att sicken ricker till 34 men inte till 36 burkar

34—y X—p 36—
P(34< X <36) = P( i G“

~ - ):@(2)-@(—2)
d(2)—(1-9(2)=28(2) —1=2-0.97725— 1 = 0.9545.

09

0.8

0.7

0.6

0.5

04r

03r

02

0.1r

33 33.5 34 34.5 35 35.5 36 36.5 37

Tétheten fx(x) fér N(35,0.5).

6.9 Lat X vara N(u,0) med p = 0.5kg och 0 = 0.003kg. Da dr Z = (X — u)/o N(0,1) och

rirsnem =« #5550 p (o 5)crca(5)n ()

® (5/3) = 0.95221.

Vi soker nu d sa att
P05-d<X<05+d)=1-aqa.
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D4 ar

S—d—p  X— S4+d—
l—a = P(O.5—d§X§0.5+d):P(O5 d—p p 05+d “)

o - o

R ORIC RO

eller 1 — ® (d/o) = a/2. Eftersom 1 — ® (Aq/2) = a/2 &r d/o = Ay eller d = Ay /20. Sdlunda erhélles

Il

1—a Aa/2 d [kg]

0.50 0.67449 2.0235-103
0.95 1.9600 5.8799 - 1073
0.99 25758  7.7275-1073

6.10 Lat X beskriva en kulas diameter. Med modellen att X &r N(u, o) sé kan de givna antagandena formuleras

023 = P(Xg4.9):P(X_“g4‘9_“> :@(4'9_“> :1-@("‘_4'9> =1—3(\g.23)
g g g g

X — 0— 0— _5.
059 = P(X§5.0):P( w50 ”):@(507">=1—<1>(“ 50):1—¢(Ao_5g)

o - o o o

Ur tabell far man att )\0_23 = 0.7388 och )\0_59 = —)\1_0.59 = —)\0_41 = —0.2275. Alltsa ar

p—4.9 _ — 9.9 4 0.1 AgosztAase —
- = Ao ' poo= 5+ % jemdfes = 49765
vilket ger
©p—5.0 — = — 01 = ].
Y )\0_59 g X023 —A0.59 0.1035
i
3.5
sl
2.5
ol
151
n
0.5 23% 36%
0 1 1 1 1 1 1 1 |
45 46 4.7 4.8 49 5 5.1 5.2 53 5.4 5.5

diameter, z

Tathetsfunktionen for kullagrenas diametrar.

6.11 Lit X beskriva diametern for en svarvad cylinder och ansétt modellen att X dr N(u,0) = N(12.4,0). Vi
vill bestdimma o sd att

120—p  X—p 128 4 4
P(12.0§X§12.8):P( Ul p 128 M>:<I><O—)—<I><—O—>
ag ag ag ag ag
= 20 <—0‘4> 1,
ag

med andra ord, sd att 1-® (0.4/0) = 0.025 = 1—® (Ag.25)- Alltsé &r o = 0.4/ Ag.025 = 0.4/1.96 = 0.2041.

0.95

6.12 Lat X beskriva vikten av en typisk person. Modell: X &ar N(70,10). Lat Y beskriva vikten for n = 10
personer,
Y=X1+Xo+ -+ Xy,
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dir X,,...,X, dr oberoende och fordelade som X. D& dr Y normalférdelad med vintevirde
p=E({Y)=E (ZX) =Y E(X;)=nE(X)=10-70 =700
i=1 i=1
och varians

=V Y)=V (Zn: X,-) = {oberoende} = Zn: V (X;) =nV (X) =10-10? = 1000
i=1

i=1

dvs Y &r N(u, o) = N(700,+/1000). Sokt &r

Yy — —
P (Y > 800) =P( - £ 8000 “) —1-9 (\/ﬁ) = 0.0007827.

6.13 Lat X och Y vara oberoende dir X &ar N(1,1) och Y ar N(—1,2).
a) Da ar...
e ... X +Y normalférdelad med vintevirde E(X +Y) = E(X)+E(Y) = 1+ (—1) = 0 och varians

V(X +Y) = {oberoende} = V (X) + V (Y) = 12 + 22 = 5, det vill siiga D (X +Y) = /5. Alltsa
X +Y ~ N(0,V5).

o ... X —Y normalfordelad med vintevirde E (X —Y)=E (X)—E(Y) =1—(—1) = 2 och varians
V(X —Y) = {oberoende} = V (X) + (=1)?V (V) = 12 4+ 22 = 5, det vill siiga D (X —Y) = /5.
Alltsd X —Y ~ N(2,V5).

Notera att ndr X och Y ir oberoende (okorrelerade) sa har X +Y och X —Y samma varians.

6.14 Lat X; och X5 beskriva tiderna i byggprojektets tva faser. Modell: X; och X5 &r oberoende och X; &r
N(200,20) och X5 dr N(100,15). Den totala byggtiden Y = X; + X5 dr da normalfordelad med viintevirde

p=E{)=E(X1+ Xs) = E(X1) + E (Xs) = 200 4 100 = 300
och varians
o =V (Y) =V (X1 + X5) = {oberoende} = V (X;) + V (X3) = 20% + 15 = 625
dvs Y #r N(u, o) = N(300, 25). Sokt ir

Y —p _ 310 —
po 7
g g

P(Y >310)=P ( ) =1—&(0.4) = 0.34458.

6.15 Lit X beskriva tiden till reld 1 16ser ut och Y den for reld 2. Modell: X #r N(1,0.1) och Y #r N(1.5,0.2)
dir X och Y &r oberoende stokastiska variabler. Reld 2 16ser ut fore reld 1 om Y < X eller, omformulerat,
daY — X <0.Med W =Y — X sa dr W normalférdelad med vintevirde

p=EW)=E({Y —X)=E({Y)—E(X)=15-1=0.5
och varians
o2 =V (W) =V (Y — X) = {oberoende} = V (Y) + (=1)?V (X) = 0.22 + 0.1 = 0.05
dvs W &r N(0.5,/0.05). Alltsa,

P(Y - X <0) P(W<0):P(W_“<0%“>:@(—u/a)zé(—x/%)

ag

Il

1-d (\/3) —1-0.9873 = 0.0127.
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6.16 Lit X och Y vara oberoende dir X &r N(150,3) och Y dr N(100,4).

a) D& &r. ..

e ... X +Y normalfordelad med vintevirde E(X +Y) = E(X) + E(Y) = 150 + 100 = 250 och
varians V (X +Y) = {oberoende} = V (X) + V (V) = 32 + 42 = 25, det vill siga D (X +Y) = 5.
Alltsd X +Y ~ N(250,5).

e ... XY normalfsrdelad med vintevirde E(X —Y) = E(X)—E (Y) = 150—100 = 50 och varians
V(X —Y) = {oberoende} = V (X) + (—=1)2V (V) = 3% + 42 = 25, det vill siiga D(X —Y) = 5.
Alltsi X~V ~ N(50,5).

e ... (X +Y)/2 normalfsrdelad med véntevirde E (X +Y)/2) = $E(X +Y) = 125 och varians
VEX+Y)) = A)°V(X+Y) = 2, det vill siga D (X +Y)/2) = 2.5. Alltsa (X +Y)/2 €
N(125,2.5).

b) Lat Z vara N(0,1). Nu &r

P(X +Y < 242.6)

p((X+Y) =250 2426250
5 5
= 1-—3(1.48) ~ 1 —0.9306 = 0.0694,

) = P(Z < —1.48) = & (—1.48)

P (X - Y] < 40)

P(—4O<X—Y<40):p(_40_50 (X —Y) =50 40—50)

5 5 <75
= P(-18<Z<-2)=3%(-2)— &(-18)
= [1—&(2)]—[1—®(18)] ~ 0.02275 — 0 = 0.022750

- XY 1925
1—P(—55X;Y—12555)=1—P<—5§27§i>

= 1-P(-2<7<2)=1-(2(2) - 2(-2) =
= 2(1-®(2)) ~ 2(1 - 0.9772) = 0.0455.

=
[l
B
_|._
I~<
I
—

)
_>
\%

I3y
N——
Il

6.17 Lat X; och X, vara oberoende och N(u,0) = N(1,2). D& &r X = (X; + X2)/2 normalférdelad med
véntevarde

- 1 1 1 1
E(X)=E(:X1+:;X2 ) =-EX)+5E(Xy)=p=1
—u =
och varians
- 1 1 1 2 1 2 o2
V(X)=V{zX1+ X, ) ={oberoende} = (= | V(X1)+ (=] V(X2)=—F =2
2 2 2) ~—— 2

det vill séiga D (X) = v/2. Alltsa, X ar N(1,v/2).

6.18 Lét X;,..., X, vara oberoende och N(u1,0) = N(1,0.2). Med X = L 5" X;ar X —p=13" X;—p
normalférdelad med véntevirde

_ 1< 1 <& 1
E(X—u)=E<;ZXi—u> ==Y BE(X)-—p=—np-—p=0
=1
och varians

B B 1 n 1 2 n o2
VX-p)=V(X)=V <— ZX,) = {oberoende} = (ﬁ) 2 V(X;) = n

G 2

=0

67



det vill siga D (X — p) = o/y/n =0.2//n.

a) Alltsd, X — p &r N(0,0.2/4/n).
b) Med normalférdelningen for X — p sd &ir Z = (X — p)/(0.2/y/n) N(0, 1)-férdelad och

P (|X —pul > 0.2/vn)

P(‘Ojg/_\/’%‘ >1> =P(Z|>1)=P(Z>1)+P(Z<-1)

1—& (1) +®(=1)=2(1— (1)) = 2(1 — 0.8413) = 0.3173.

¢) Med n = 16 sa dr

P(X —p/>01) = P(‘(i;/_\/’% > 0.20/'1/5
1-3(2)+®(—2) = 2(1 — & (2)) = 2(1 — 0.9773) = 0.0455.

):P(|Z|>2):P(Z>2)+P(Z<—2)

d) Nu ar
= X —yu 0.01 0.01
P(|X - 0.01) = P =2(1-® <0.001
0¥ -u>00) = P (g7l > garm) =2 (1 (a2 ) <
s 0.01
vilket ger
0.01
02/ /n > X0.0005
eller

0.2X0.0005\ > _ (0-2-3.2905)°
>|l—F =|———— ] =433l
" ( 0.01
6.19 Lat X beslriva vikten av en tablett. Ansidtt modellen att X dr N(u, sigma) = N(0.65,0.02).

a) D4 &r

P (X ¢ (0.60,0.70))

1—P(0.60§X§0,70):1_p(0-60—ﬂSX—,u< 0-70—u)

1—(®(2.5) = ®(=2.5)) =2(1—®(2.5)) = 2(1 — 0.9938) = 0.0124.

b) Baserat pa n = 30 oberoende observationer Xi,..., X, sa ir X = £ 3" | X; normalfordelad, X &r
N(u,0/+/n). Alltsa &r

P (X ¢ (0.64,0.66))

.64 — X — 70 —
1—P(0.64§X§0.66):1—P<06 B Xzp 070 “)

o/vn T o/yn = o/yn
= 1—(®(2.7386) — B (—2.7386)) = 2 (1 — B (2.7386)) = 2 (1 — 0.9969)
= 0.0062.

¢) Nu ér

X —p

P(X -l >001) = P(a/—ﬁ

>Jo/._o\/15> :2(1-@(:/‘—0\/15» <0.01

0.01
1-d(—— ) <0. =1—®(\
(0/\/5) < 0.005 (X0.005)

S8
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vilket ger

0.01
NG > X0.005
eller ) )
0'/\0_005 0.02-2.5758
> = — = 26.54
"—( 0.01 ) ( 0.01 ) 6.54,

det vill siga 27 eller fler tabletter.

6.20 Lit X beskriva vikten i ton av en typisk jirnviigsvagn. Modell: X har E (X) = 10 och D (X) = 0.5. Lat
Y beskriva vikten fér n = 25 vagnar,

Y=X1+Xo+---+ X,

dir X,,...,X, ar oberoende och fordelade som X. D& har Y vintevirde

p=E{Y)=E (ZX) =Y E(X;) =nE(X)=25-10 =250
i=1 i=1
och varians

> =V(Y)=V (i&) = {oberoende} = iV(Xi) =nV (X)=25-(0.5)% = 25/4

i=1

dvs D (Y) = 5/2 ton. Enligt Centrala grinsvirdessatsen dr Y approximativt N(u, o) = N(250,2.5). Sokt
ar

Y—u>255—u

P(Y>255)=P( -

) ~1— & (2) = 0.02275.
6.21 Lat X beskriva antalet barn i forskolealder i ett hushall. Modell: X har sannolikhetsfunktion
px(0) =040 px(1) =0.20 px(2) =0.30 px(3)=0.10.
Da ar
E(X)=) kP(X=k)=0-040+---3-0.10=1.1

k

och
V(X)=E((X -E(X))?) =) (k—11)’P(X = k) = 1.09.
k
Lat Y beskriva antalet barn i forskolealdern i ett omrade med n = 1000 hushall,

Y=X1+Xo+---+ X,

dir X,,...,X, dr oberoende och fordelade som X. D& har Y vintevirde

p=E{Y)=E (ZX) =Y E(X;)=nE(X)=1000-1.1 = 1100
i=1 i=1
och varians

2=V ({¥)=V (Z X,-) = {oberoende} = » "V (X;) = nV (X) = 1000 - 1.09 = 1090.
i=1

i=1

dvs D (Y) = +/1090 barn. Enligt CGS &r Y approximativt N(u, o) = N(1100,+/1090). Vi soker y sa att
P(Y <y) = 0.90.

y — _ _
1—®(Xo10) =010 = P(Y>y)=P(T“>%)z1—q>(y “).
g
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Alltsé ér a,pprOXimatin
—_— = A
0.10

eller
Yy =+ A.100 = 1100 + 1.2816 - v1090 = 1142.3.

Alltsa, bygg 1143 platser.
., X, vara oberoende och likformigt fordelade pa [—0.5,0.5]. D4 ar

6.22 Lat X1, ..

Med Y = Y7 | X; sd har Y viinteviirde

u:E(Y):E(iX,-) =iE(Xi)=nE(X)=1000-0=O

0'2 =
i=1

och varians
n
= : = = i) = —.
V)=V (;_1 XZ> {oberoende} E V(X)) 2

Enligt Centrala griansvirdessatsen dr Y for stora n approximativt N(u, o) = N(0,/n/12). Alltsa ir

P(-Kv/n <Y < Kv/n)

P(V|< Kvn) =
<—Kﬁ Y-0 Kyn

) ~ & (KVD2) - & (-KVI2) =28 (KVT2) - 1.

< <
Vvn/12  /nj12  \/n/12
Det sista ledet dr oberoende av n si felet |Y — 0] vixer i storleksordningen /n. Notera att n paverkar

dock precisionen hos normalapproximationen.

For olika varden pa K fas sannolikheterna
0.27097 om K =0.1

2% (K\/ﬁ) —1={ 091674 om K =05
0.99947 om K = 1.

6.23 Lat X1, Xo,...,X,, n = 50, beskriva livsléingderna, for elektronréren. Modell: X; #r oberoende och expo-
nentialfordelade med vintevirde 200 (intensitet 1/200). Den totala tiden som lagret ricker beskrivs av

T = Y"1, X; som har vintevirde

p=E(T)=E (sz) =Y E(X;) = 50200 = 10000
i=1 i=1

och varians
A=V (T)=V ( Xi> = {ober.} = Y V(X;)=50-200%=2-10°.

Vi siker tiden ¢ sadan att P (T >t) = 0.90. Enligt Centrala grinsvirdessatsen dr T approximativt

normalfordelad och
T — t— t—
0.90=P(T>t):P<—“ >—M> ml—@(—u>,
o o o

dvs (t - /,L)/O' ~ }\0_90 = —)\0_10 = —1.2816, eller
t & pu— XNo.100 = 10000 — 1.2816 - 1414.2 = 8187.6 timmar.
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6.24 Lat Xy,..., X, vara oberoende och likaférdelade med E (X;) = 0.1 och D (X;) = 8. Da &r » ., X;

appr0x1mat1vt normalfordelad for stora n och saledes dven X = % S, X Alltsa, X dr approximativt

N(u,0) dér
- 1 & 1\
N—E(X)—E(E;Xz)—E;E(Xi)_o‘l
och
=V (X)=V liX ={obe1roende}=iiV(X')=g
ni:l i n2 ¢ n

det vill siga o = 8//n.

Nu &r
P(X|>008) = 1-P(-008<X <0 08)21—13(_0'80/8\/_50'13)2/_\/%1SO'(;E;\_/T_?'I)
(o) o () o 3R ()

a) med n = 16 erhélls 1 — ® (0.09) + & (0.01) = 1 — 0.53586 + 0.50399 = 0.96814.
b) med n = 1600 erhalls 1 — ® (0.9) + ® (0.1) =1 — 0.81594 + 0.53983 = 0.72389.
¢) med n =160000 erhalls 1 — & (9) + ® (1) =1 — 1+ 0.84134 = 0.84134.
6.25 Lat X beskriva vikten for en magnecyltablett. Modell: X &r en stokastisk variabel med E (X) = 0.65 och
D (X) = 0.02 [gram].

a) Lat Y beskriva den sammanlagda vikten av n = 100 tabletter. Da dr Y = X; +-- -+ X, déir X4,..., X,
Ar oberoende och férdelade som X. Vidare sa ér

EY)=EXi+-+X,)=E(X1)+ -+ E(X,)=065+---+0.65 = 65 gram
och
V(Y)=V(X1+- +X,) = {oberoende} =V (X1) +--- + V (X,) = 0.02> + - -- 4+ 0.02° = 0.04 gram?,
det vill siga D (Y) = 0.2 gram.

b) Enligt Centrala grinsvirdessatsen dr Y approximativt normalférdelad med viintevirde p = 65 och
standardavvikelse o = 0.2. Alltsa dr

Y - 3 3
P(Y <65.3) :P( p 83 “) ~ 3 (6537’0 = & (1.50) = 0.9332.

o - o o

6.26 Lit X beskriva vikten for en magnecyltablett. Modell: X &r en stokastisk variabel med E (X) = 0.65 och
D (X) = 0.02 [gram].

Lat Y beskriva den sammanlagda vikten av n = 99 tabletter. Da ar ¥ = X3 + --- + X, dir Xy,..., X,
Ar oberoende och férdelade som X. Vidare sa &r

u=EY)=E(X;+--+X,)=E(X1)+---+E(X,) =065+ ---+0.65 = 64.35 gram
och

V(Y)=V (X1 +---+ X,) = {oberoende} = V (X;)+---+V (X,) = 0.02% +---40.02% = 0.0396 gram?,
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det vill siga o = D (Y) = 0.1990. Enligt Centrala grinsvirdessatsen dr Y approximativt normalférdelad
med vintevirde p och standardavvikelse o.

Alltsa asken innehéaller minst 100 tabletter om

Y — — -
P(Y <65) =P (—“ < 65—“) ~ 3 (65 “) = & (3.266) ~ 0.9995.
g g g

6.27 Lat Z vara en N(0,1)-férdelad stokastisk variabel. Da dr X = p + 0Z normalfordelad med véntevirde
EX)=E(u+oZ)=p+cE(2Z)=p
N———
=0
och varians
V(X)=V(u+02) =0V (Z) = o?

N——r
=1

det vill sidga standardavvikelse o om o > 0.

Lat Z; och Z, vara oberoende N(0,1)-fordelade stokastiska variabler.

Dadar Y =oy(pZ1 + /1 — p?Z2) + py normalférdelad med vintevirde

E(Y)=E (ov(pZs + V1= 222) + py ) = 0y (0B (Z2) + V1= PE (%)) + py = py
och varians

Vy) =V (ay(le +V1—p27Z5) + /,Ly) = {oberoende} = 0% (p*V (Z1) + (1 — p*)V (Z5))

= J%,(p2+1—p2):(7%,.

Slutligen, kovariansen mellan X och Y

C(X,Y) = C(ux+UXZ1,Uy(pZ1+\/1—p2Z2)+/1y)=C(UXZ1,0y(pZ1+\/1—p2Z2))

aXapr(Zl,Zl) +oxoyv1— p2 C(Zl,Zz) =0x0yp
—_—— —_——
=V (Z1)=1 =0

s& korrelationen mellan X och Y ar

C(X,Y) __Ox0yp _

OxX0Oy OxX0y

6.28 Lat (X,Y) beskriva skillnaden mellan punktens utprickade och faktiska position dir X och Y #r obe-
roende N(0, 1)-fordelade stokastiska variabler. Avstindet mellan utprickad och faktisk position ges av
R=+vX2+Y?2och vissker P(R<t)dat=2.Fort¢t>0ér

P(R<t) = P( X2+Y2§t):P(X2+Y2§t2): // fx,y(z,y)dz dy

(z,y):w2+y?<t2

utnyttja oberoendet

1 2 1 2
= dzx dy = = e T2 = a2 dnd
[] neswey= [ N Y =
(@,9) w2 +y2<t? (2,9) a2 ty2 <t2
_ L @2 g gy
27

(z,y):224y2<t?

infér polira koordinater r och 6
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1 _» L S|
= // —e 7 /27‘de9:/ e " /2rdr/ — db
2m 0 o 2w

r2<t2,0€[0,27) %/1—’

substitution u = r?/2, du = r dr

£
= /e_“du-lzl—e_t.
0

Med t =2 fas P(R<2)=1—e"2 =0.8647.
Notera att R &r exponentialférdelad med vintevirde 1 och att R = X2 + Y2 &r x2(2)-fordelad.
6.29 Bade X och Y dr normalférdelade med vianteviarde 180 och varianser 64, dvs standardavvikelse 8.

Den stokastiska variabeln Y|X = z, det vill siiga den stokastiska variabel som har tithetsfunktion

Fyix==) = fxf’xyig)’y), ar normalfordelad med véntevirde py + pZ% (x — px ) och varians 02, (1—p?). Har

ar det betingade vintevirdet
8
E{Y|X =z)=py +pZ—Y(m —px) =180+ pg(a: —180) = 180(1 — p) + pz = 90 + 0.5z
X

en rit linje genom (180, 180) med lutningen p = 0.5. Av symmetriskil dr dven E (X|Y = y) = 90 + 0.5y
samma linje.

Om X =190 4r Y|X = 190 normalfordelad med vintevirde 90 + 0.5 - 190 = 185 och varians
oy (1—p?) =64-(1—(0.5)%) =48

det vill siiga Y|X = 190 &r N(185,1/48). D4 &r

Y —185 _ 185-185 1 1
P(Y > 185|X =190) = P > X=190)=1-20)=1—- = .
( | ) ( VB~ Vi ‘ ) O=1"373

"
S

160 160
Téthetsfunktionen fér den tvadimensionella normalférdelning

som beskriver séner och fiders langder.
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160 160

Samma tithetsfunktion men sedd ovanifran. Hir syns korre-
lationen mellan léngderna tydligt.

7.1 Lat X beskriva antalet defekta bland de n = 15 utvalda. Modell: enheter dr defekta oberoende av varandra
med sannolikhet p = 0.10 s& X &r Bin(n, p), det vill siga

P =0=(})ota-p*
for k=0,1,2,...,n. Da ar
E(X)=np=15-010=15
och
V (X) =np(l —p) = 15-0.10- 0.90 = 1.35,
dvs D (X) = +/V (X) = 1.1619. Vidare s ér

P(X>3)=P(X>4) =

M=

(:) pF(1 — p)"* = 0.055556

k
alternativt

Il
i

3
P(X>3)=1-P(X<3)=1-)_ (:)pk(l —p)"F =1-0.94444 = 0.055556.
k=0

7.2 Lat Y beskriva antalet klave en person far i 2 oberoende slantsinglingar. D4 &r Y binomialfordelad, YV #r
Bin(2,1/2).

Att en person far samma, resultat i bada sina kast har sannolikhet

1 1 1

p = P ({Bada krona} U {Bada klave}) = P(Y =0)+ P (Y =2) =

itiTy
Personer singlar oberoende av varandra sa av n = 15 personer beskrivs antalet personer med samma
resultat i sina bada kast av den stokastiska variabeln X som dr Bin(n,p) = Bin(15,0.5).

7.3 Antalet svarta kort som ett par drar beskrivs av en binomialférdelad stokastisk variabel X, X &r
Bin(2,1/2).

a) Sannolikheten att ett visst par far nagon utdelning &r

P(X>0)=1—P(X_0)=1_<§) (;)0<1 ;)221‘3_
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b) Antalet familjer som far utdelning beskrivs av den stokastiska variabeln Y dir Y #r Bin(5,¢) och
=P(X>0)=:2

5 3\? /1\* 135
P Y: = 3 ]_— 5_3:]_ . — — —
( 3) (3)(1 (1-4q) 0 (4> (4> 512 = 0.2637.

7.4 Om X #r Bin(n,p) = Bin(7,3/4) s ar

Sr-n-2 (-5 (@) 0-2)”

B 1 L2 189 945 289 o
T 16384 ' 16384 ' 16384 ' 16384 4096

c)

P(X <3)

7.5 Om X #r Bin(n,p) = Bin(16,0.40) si ir

(0.40)%(1 — 0.40)16-5 = 0.16227

(0.40)"(1 — 0.40)'6~7 = 0.18889

(5):
P(X =6) = (16) (0.40)5(1 — 0.40)*47% = 0.19833
(7):

S&,
PA<X<8=PB<X<T)=P(X=5)+P(X=6)+P(X="7)=0.54950.

7.6 a) Ett forsok lyckas med sannolikheten p = 0.80. Av n = 12 oberoende forsok 1at X beskriva antalet
lyckade. D& dr X binomialférdelad, Bin(n, p) = Bin(12,0.80).

b) Ett forsok misslyckas med sannolikheten ¢ = 1 — p = 0.20. Av n = 12 oberoende forsok dr antalet
misslyckade f6rs6k Y = n — X binomialférdelad, Bin(n,¢) = Bin(12,0.20).

c¢) Nu ar

P(2<Y <4) P(Y=2)+P(Y =3)+P(Y =4)

= (Z) (1-q)" 7+ (Z) Cl-q" %+ (Z) ¢'(L—q)""

0.28347 + 0.23622 + 0.13288 = 0.65257.

d) En liknande utrikning som i ¢) kan anvindas for att bestimma P (7 < X < 10). Vi kan dven utnyttja
sambandet mellan X och Y, sambandet mellan antalet lyckade och antalet misslyckade forsok: X +Y = n.
Alltsa

P(7< X <10) P(X =8)+P(X=9)+P(X = 10)
PY=n—8+P(Y =n-9)+P (Y =n—10)

P(Y =4)+ P (Y =3)+ P(Y = 2) = 0.65257.

7.7 Antag att ett fro gror med sannolikhet p = 0.75 oberoende av andra fron. Av n = 15 sadda fron lat X
beskriva antalet fron som gror. Da #r X binomialférdelad, X #r Bin(n,p) och

13 13
P(0.65n < X <0.90n) =P (9.75 < X <135)= > P(X=k)= ) (Z)pk(l —p)™ k= 0.77145.
k=10 k=10
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Om man har tillgang till tabell f6r férdelningsfunktionen fér binomialférdelningen kan man utnyttja den
for att bestimma sannolikheten ovan.

P(0.65n < X < 0.90n) = P (9 < X < 13) = Fx(13) — Fx(9) = 0.91982 — 0.14837 = 0.77145.

7.8 Lat X vara antalet (] eller £ 1 n = 288 oberoende tirningskast.

a) D4 #r X binomialférdelad, X dr Bin(n, p) med n = 288 och p = P (3 eller B3 i ett térningskast) =

b) E(X)=np=288-1=96=poch V(X)=np(l—p)=64s3 D (X) ZWZMZSZJ.
)
)

c¢) Enligt tumregeln V (X) = 64 > 10 kan binomialférdelningen approximeras med normalférdelningen.

d) Sannolikheten P (X < 100) dr med en exakt utrikning

poxsi = Erocen-E (oo B () (1) ()

k=0
= (.71469.

Med normalapproximation fas

X—p 100 - 1
P(X5100)=P( U”g 000 “)z@(w) & (0.5) = 0.6915.

Anvinds dessutom halvkorrektion erhalls

P(X <100) = P (X <100.5) =

P(X—uS100-5—u
g g

) ~ ® (0.5625) = 0.7131.

Sannolikheten P (X > 80) #r med en exakt utrikning

288 288 n 288 288 1 k 1 288—k
P(X>80) = S P(X=k=Y <k>pk(1_p)n—k -y ( ’ ) (5> (1_ 5)
k=81 k=81 k=81
= 0.97495.

Med normalapproximation fas

X _ _ _
P(X>80)=P(T”>8OU “) x1—c1>(80896) —1—®(=2) = B (2) = 0.9773.

Anvinds dessutom halvkorrektion erhalls

X—p _ 80.5—
P(X>80) = P(X>80.5) =P( = Es - “) ~1— ®(—1.9375)
= &(1.9375) = 0.9737.
0.06
ATTN

' AT
0.04 -

7 \

0.02 -

0 J
60 70 80 90 100 110 120 130
Antalet 1:or eller 6:or

Antalet (J eller 3 i 288 tarninskast. Binomialférdelningen, ri-
tat som gra staplar, tillsammans med approximerande nor-
malférdelningskurva ritad som heldragen linje.
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7.9 (Jamfor med uppgift 7.2.)

Lat Y beskriva antalet klave i fem slantsinglingar. D4 &r Y binomialfordelad, Y &r Bin(5,1/2). Att en
person far samma resultat i alla fem kast har sannolikhet

— P ({Alla krona} U {Alla klave}) = P (Y = 0) + P (Y = 5) = (%)5 + (%)5 _1_1

a) Personer singlar oberoende av varandra s& av n = 48 personer beskrivs antalet personer med samma
resultat i sina bada kast av den stokastiska variabeln X som &r Bin(n,p) = Bin(48,1/16).

b) I binomialférdelningen sa &r

1 115 45
E(X) = 48 — = X) = np(l —p) =48 - — =2 = 22
(X)=np=48-2=3 V(X)=nmp(l-p) =48 === 1¢

c¢) Tumregeln for normalapproximation av binomialférdelningen #r att V (X) = np(1 — p) > 10. Hir &r
V (X) =~ 2.81 sa normalapproximation vore olimpligt. Tumregeln for Poissonapproximation av binomi-
alfordelningen &r att p < 0.10. Har &r p = 1/16 s& Poissonapproximation &r inte olampligt.

025 025

02 ; 02
L 15

01 01l
003 | 005 m
o . o r—v—\ S
0 1 2 3 1 5 5 7 8 9 10 0 1 2 3 9 10
Antal perconer, Amlp rsoner,

Till vanster ar b1nom1a1fordeln1ngen inritad med t&theten for en normalfordelmng med samma
vinteviirde och varians. Arean av binomialférdelningens staplar stimmer daligt 6verens med
motsvarande area under normalfordelningskurvan.

Till hoéger dr binomialférdelningen (gra staplar) inritade tillsammans med Poissonfordelningen
(vita staplar). Det #r en hyfsad 6verensstimmelse mellan fordelningarna.

d) For binomialférdelningen har man att

= (Z)pk(l —p)™* = 0.64731.

P(X§3)=iP(X:

Med Poissonapproximation, y = np = 3, erhalls

3
P(X§3):ZP(X:k)zZ :
k

k=0 =0

e ¥ =10.64723.

=

P& samma sitt kan sannolikheten

P(X>4):1—P(X§4):1—i(
k=0

n

k)pk(l —p)"F =1-0.82083 = 0.17917

approximeras med

e “H=1-0.81526 = 0.18474.
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7.10 Lat X, beskriva antalet defekta varvriknare i urvalet frdn maskin A och X, motsvarande for maskin B.
Modell: X; och X, dr oberoende och X; #ér Bin(n;, p;). Det totala antalet defekta varvriknare i kartongen
ar X :X1+X2 med

E(X) = E(X1+X») = E(X1) + E(X3) = mp1 + naps

och
1% (X) =V (Xl + X2) = {ober.} =V (Xl) +V (Xz) = n1p1(1 —p1) + nng(l —pg).
Notera att X inte dr binomialférdelad savida inte py = po. Da p; =ps =p dr X ~ Bin(ng + na,p).
7.11 Lat q vara sannolikheten att en flygplansmotor fungerar och antag att flygplansmotorer fungerar oberoen-
de av varandra. Med X som antalet fungerande motorer pa ett tvamotorigt plan sa dr X binomialférdelad

med n = 2 och
P(X>1)=1-P(X=0)=1-(1-9)%

Med Y som antalet fungerande motorer pa ett fyrmotorigt plan sa dr Y binomialférdelad med n = 4 och
PY>2)=1-P¥ <1)=1-(1-¢)" —4¢(1 —q)*.
Olikheten P (X > 1) > P(Y > 2) ger att
1-(1-¢?>1-(1~-q)"—4¢(1-q)?
1-9)*+4¢(1-q)?®>(1-q)?

1-9¢)?+4¢(1-q)>1

1-2¢+¢*+4g—4¢>>1

2—-3¢>0

2/3>4q

Med p = 1 — ¢q som sannolikheten for att en motor inte fungerar blir kravet 2/3 > ¢ att p > 1/3.

7.12 Lat X beskriva antalet tentander av n tentarnde som klarar tentamen. D3 4r X binomialférdelad, X &r
Bin(n, p) med p = 0.70.

a) Med n = 4 tentander ir

P(X207m) = POX23)=P(X=3+PX=0)=(;)0-p" = (})s'0-»"°
0.4116 + 0.2401 = 0.6517.

Il

b) Med n = 16 tentander ir
P(X>07n)=P(X>12)= Y (:)pk(l — p)"* = 0.4499
k=12

¢) Med n = 400 tentander ar

n
P(X >0.750) = P(X >300) = > (") p*(1 = p)"* = 0.01553.
k=300
Det sista svaret kan beriknas med normalapproximation eftersom ¢ =V (X) = np(1 — p) = 84 >
10. D& dr p = E (X) = np = 280 och

X - - —2
P(XZ?,OO):P( g, 300 H)zl—@<w):1—@(2.18):0.0146.
o o V&4

Med halvkorrektion fas svaret

X—p 2995 p

g g

P(X >300) =P (X >299.5) =P ( ) ~1— & (2.13) = 0.0166.
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7.13 Lat X beskriva antalet defekta byggelement bland n = 1000 stycken. Modell: Ett byggelement ér defekt
med sannolikhet p = 0.10 och oberoende av andra byggelement. X dr Bin(n,p). D& ir

120 120

PEISX<120)= 3 P(X=k =Y (Z)pk(l _ )k = 0.96948.
k=80 k=80

Med approximation. Vi vet att
E(X)=np=100=p  V(X)=np(1-p)=90=0"

Da V (X) > 10 dr approximation av binomialférdelningen med normalférdelningen tilldten, dvs X &r
approximativt N(u,o) = N(100,/90). D4 &r

—p _ X-p _ 120- 120 — -
P(80< X <120) = P(SO poXop 120 N)z@<u)—¢>(80 “)

o o - o o o

20 (20/v/90) — 1= 0.96499.

Med halvkorrektion far man svaret

P(80< X <120) = P(79.5§X§120.5):P(

120.5 - 5
~ @ (M) & (M) = 23 (20.5/v/30) — 1 = 0.96930.

g g

7'9.5—,11,S X—pu < 120.5—p)
o o o

7.14 Lat X 4 beskriva antalet anviindbara enheter i urvalet fran maskin A och Xpg motsvarande for maskin B.
Eftersom enheter &r anviandbara oberoende av tidigare producerade enheter ansétter vi modellen att

X4 dr Bin(na,pa) och Xpg dr Bin(ng,ps)
dir X 4 och Xp dr oberoende och pg =1 —0.05=0.95 och pg =1 —0.10 = 0.90.

Med n4 = 1200 och np = 1300 sa dr V (X4) = napa(l —pa) = 57 och V (Xp) = nppp(l — p) = 117
vilka bada dr storre dn 10 vilket medger normalapproximation av binomialférdelningarna.

Visoker P (X4 > Xg) = P (X4 — X > 0) dir X4—Xp dr approximativt normalfordelad med viantevirde
p=E(Xas—Xg)=E(Xa)—-E(XB)=-30
och varians
02 =V (X4 — Xp) = {oberoende} =V (X4) + (—1)?V (Xp) = 57 + 117 = 174,

det vill siga o = 13.191. Alltsa ér

g g
1— & (2.2743) = 1 — 0.98853 = 0.01147.

P(Xa>Xp) = P(XA—XB>0)=P((XA_XB)_” > 0‘”) zl—@(—ﬁ)

7.15 Antag att en tillverkad enheter #dr defekt med sannolikhet p = 0.005 oberoende av andra tillverkade
enheter. Av n = 100 tillverkade enheter 14t X beskriva antalet defekta. D& dr X binomialférdelad, X &r
Bin(n,p) och

3 3
g=P(X>3)=1-P(X<3)=1-) P(X=k)=1-)_ (Z)pk(l—p)n_k =1-0.99833 = 0.00167.
=0 k=0
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Eftersom p < 0.10 &r en Poissonapproximation av binomialférdelningen tillaten och approximativt erhalles
med p=np=0.5

3 3
P(X>3):1—P(X§3)zl—ZP(X:k)ml—zu—e*”:1—0.99825:0.00175.
k=0 k=0

Alltsa dr en kartong med 100 enheter dalig med sannolikhet ¢ oberoende av andra kartonger. Av m =
10000 kartonger dr antalet daliga kartonger, Y, binomialférdelat, det vill siga Y &r Bin(m, q). Alltsa dr

25 25
P(Y>25)=1-P(Y <25)=1-) P(Y=k=1-)_ (m>qk(1—q)m_k =1-0.97871 = 0.02129.
k=0 k=0 k

Eftersom ¢ < 0.10 dr en Poissonapproximation av binomialférdelningen tillaten och approximativt erhélles
med pus = mgq = 16.733

25 25 k
P(Y>2)=1-P(Y <25)=1-) P(Y =k ~1- Z“—ze—uz =1-0.97862 = 0.02138.
k!
k=0 k=0
An enklare ar férmodligen att utnyttja normalapproximation av binomialfsrdelningen. Har &r V (V) =
mq(l — ¢q) ~ 16.7 > 10 s& normalapproximation kan géras. Med ps = mq och o = y/mq(1 — q) erhélles

Y — 25 —
H2 S H2

g (o2

25 — u.
P(Y>25)=P ( ) ~1-8 (M) =1— 3(2.0228) = 1 — 0.97845 = 0.02155.

g

7.16 (Jamfér med uppgift 2.21). Av N = 100 distinkta enheter dr s = 6 defekta, det vill siga andelen defekta
enheter dr p = 6%. Av n = 5 pad mafd utvalda enheter 14t X vara antalet defekta om urvalet skedde utan
aterliggning. Da dr X hypergeometriskt fordelad och

#sitt att vilja\ /#sitt att vilja
k bland de de- | [ 5 — & bland de (6> ( 94 )

fekta hela k)\b—k
P X = = —
( k) #sitt att vilja 5 bland alla 100
5
for k =0,1,...,5. Med andelen p som parameter ir
N-—n 100—5
E(X)=np=5-0.06=0.30 V(X)= 1-— =5-0.06-0.94 =0.27061
(X)=mnp (X) =np( p)N_1 5-0.06-0.9 1001 0.2706
dvs D (X) = /V (X) = 0.5202. Vidare sa &r
489101
P(X<1)=P(X=0)+P(X=1)= 54891018 4 18297006 435643 — 0.97211.

75287520 448140

7.17 I en population av storlek N dr andelen p min, det vill siga antalet m#n i populationen dr Np. Om n
personer viljes pa mafa dr antalet utvalda mén, X,

e hypergeometriskt férdelat om urvalet sker utan aterliggning. Da &r

N —n

EX)=np V(X)=np(l-p)r—ry

e binomialférdelat om urvalet sker med aterlaggning. D& &r
E(X)=np V(X)=np(l-p).
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Med virden n = 100, p = 0.60 erhalles

V(X)
E(X) med utan
N =200 60 24 12.06
N =1000 60 24 21.62

7.18 a) For att hypergeometrisk fordelning skall kunna approximeras med binomialférdelning skall populatio-
nens storlek N vara mycket stérre dn urvalsstorleken n. Vi kriver att n/N < 0.10. Hir dr n/N = 0.01 s&
approximationen #r tillaten.

b) Fér att hypergeometrisk férdelning skall kunna approximeras med normalférdelning skall variansen
inte vara for liten. Vi kréiver att V (X) = np(1 — p)d2 > 10. Hér &r variansen 78 s& approximationen &r
tillaten.

c) Tvéastegsapproximation. Eftersom n/N = 0.05 < 0.10 s& kan férdelningen approximeras med binomi-
alfordelningen. Denna binomialférdelning later sig approximeras med normalférdelningen om dess varians
np(l — p) > 10. Hir dr np(1 — p) = 345 s& normalapproximation dr tilldten. (Béttre dr dock att géra
approximationen i ett steg och anvéinda np(1 — p)d? som varians i normalférdelningen.

d) Enstegsapproximation. Approximationen #r tillditen om p + n/N < 0.10. Hér dr p + n/N = 0.065 si
approximationen #r tillaten.

Tvastegsapproximation. Eftersom n/N = 0.025 < 0.10 sa kan fordelningen approximeras med binomi-
alférdelningen. Denna binomialférdelning later sig approximeras med Poissonférdelningen om p < 0.10.
Har dr p = 0.04 sa Poissonapproximation &r tillaten.

7.19 Lat p vara andelen defekta i partiet om storlek N = 1000 varor. Da &r p = s/N for nagot heltal s, antalet
defekta varor. Om n = 30 varor viljes pd mafa utan aterliggning och X beskriver antalet defekta bland
dessa sa dr X hypergeometriskt fordelat med

N— Np\ (N(1—
_ MGz ChH Y
= N = N J
(n) (n)
dir0 <k <soch0<n—k<N —s. Eftersom n/N < 0.10 sa kan fordelningen f6r X approximeras med
binomialférdelningen, dvs

P =)= ()a-pt
for k =0,...,n, och did p < 0.10 kan binomialférdelningen approximeras med Poissonfordelningen med
vantevirde np sa
k
P(X=k) = (n]f') e P
for k=0,1,...,. Nu ar
. _ _ . ~ (np)o —np (np)l —np __ —np
Lp)=PX<1)=P(X=0+PX =1~ TR T = (1+np)e 7.
Poisson

— Hypergeo

I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Antal defekta
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7.20 Av N = 1000 radioapparater éir s = 12 defekta, det vill siga andelen defekta enheter &ir p = 1.2%. Av
n = 50 pa mafa utvalda enheter 1lat X vara antalet defekta om urvalet skedde utan aterliggning. D& &r
X hypergeometriskt férdelad och

(12) (1000 - 12>
rn-n- (2t
50
for k=0,1,...,12.
D3 &r
P (Partiet accepteras) = P(X <2)=P(X=0+P(X=1)+P(X =2)

0.69242 + 0.25993 + 0.043186 = 0.99553.

Eftersom n/N = 50/1000 = 0.05 < 0.10 sé kan den hypergeometriska férdelningen approximeras med en
binomialférdelning. Med binomialapproximation fas svaret

P (Partiet accepteras)

P(X<2)=P(X=0+P(X=1+P(X=2)

30 30 30
(0 >p°(1 -p)*’ + ( ) )pl(l -p)* + (2 )p2(1 —p)*®
0.69616 + 0.25366 + 0.044673 = 0.99449.

Eftersom p < 0.10 kan binomialférdelningen approximeras med en Poissonfordelning. Gérs denna approx-
imation fas, med pu = np = 0.36, svaret

P (Partiet accepteras) = P(X<2)=P(X=0+P(X=1)+P(X=2)
0
= %e“+%e“+%e“—0%m5
7.21 Om X #r Po(p) med g = 7.5 sd &r
PQX§4)=§:PLX=k)=§:EfF”=§:Eﬁe”—01&1
k=0 k=0 k=0
Vidare sa #r
11 11
P6<X<11)=) P( -Fe“—omw
k=6 k=6
9 9 k
P(X>10)=1-P(X <10) = }: -y-W=1—07m4:&m%
= =0
och
P(X=8)= ge_“ =0.1373.
7.22 For en Poissonfordelad stokastisk variabel X med parameter p iir E (X) = g och V (X) = p. Variations-
koefficienten
D(X) u 1 1
EX) p o 2
vilket ger p = 4. D3 &r
0
P(X=0)= %ﬁ‘“—e”zoomaﬁ

7.23 Lat Y vara antalet registreringar under ett tidsintervall av lingd ¢ sekunder. Med modellen att Y &r
Poissonfordelad med vintevirde At sa dr P (Y > 1.10\t) =
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a) ...
b) ...
c) ...

(Y >88)=1—P(Y <8) =1—0.5925=0.4075

P
P(Y >154)=1-P (Y < 15) = 1 — 0.6694 = 0.3306
p

(Y >110)=1- P (Y <110) =1 -0.8529 = 0.1471
7.24 Lat X4,..., X, beskriva antalet samtal till telefon 1,...,4 under tidsintervallet. Modell: X; #r oberoende

och Poissonfordelade med vintevirden

E(X1)=E(X)=E(X3)=1 E (X4) =0.5.
Med Y som det totala antalet samtal till kontoret &r
Y=X1+Xo+ X3+ X,
en Poissonférdelad stokastisk variabel med vintevirde
m=EY)=E(X1+Xo+X35+X4)=E(X1)+E(X2)+ E(X3)+ E(X4) =3.5.

Sokt dr

2 2 k
m —-m
P(Y >3) = 1—P(Y<3):1—P(Y§2):1—ZP(Y:k):1—ZFe
k=0 k=0

1 —0.32085 = 0.67915.

7.25 Lat X beskriva antalet spar i emulsionen och ansitt modellen att X #r en Po(u)-férdelad stokastisk
variabel.

Om 0.07= P (X =0) =e #sd &r p = —In(0.07) = 2.6593. Sannolikhetsfunktionen px (k), ¥ = 0,1,2, ...,
med detta parametervirde

k: 0 1 2 3 4 )
px(k): 0.0700 0.1861 0.2475 0.2194 0.1459 0.0776

maximeras for k = 2. Typvirdet i fordelningen, det i modellen vanligaste forekommande virdet, dr saledes
2.

7.26 Lat X beskriva antalet blodkroppar i Imm? blod hos personen. D4 #r X Poissonfordelad med parameter
A = 6000. Da &r
4999 4999 |

P(X <5000) =Y P(X=k)= Fe*A =1.1-107%.
k=0 k=0

Eftersom A > 15 dr normalapproximation av Poissonfordelningen tillaten. Med normalapproximation fas,

X — - A —-A
P (X < 5000) =P( A 5000 ) _ (5000

<A 7 ):@(—12.91):2.0-10 .

Antalet blodkroppar i en ml = 1000 mm? blod #r Poissonférdelat med vinteviirde 1000\. Dessa blandas
upp i en viitska om 1 liter = 10° mm3. Om en mm? vitska plockas ut ansitter vi modellen att varje
blodkropp i vitskan har sannolikheten p = 1/10% tas med i urvalet. Antalet blodkroppar i urvalet, Y,
blir da Poissonfordelat med parameter p = (1000A)p = 6. Da r

P(Y <5 =3 P(Y=k=Y He+=028506.

4 4 k
!
=0

k=0 k
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7.27 Lat X4, ..., X, beskriva antalet larm under dagar 1, ...,n. Modell: X; ir oberoende och Poissonférdelade.
Det totala antalet larm under ett ar &r .
r=yx
i=1

en summa av oberoende Poissonfordelade stokastiska variabler, alltsd dr Y Poissonfordelad med parameter

~ 1
p=E{Y)=E <§X> =nE (X;) = 365 5 = 182.5.

Nu ar
200 200
P(Y>200)=1-P(Y <200)=1- ZP(Y =k)=1- %e_" =1-0.90717 = 0.09283.
k=0 k=0

Eftersom p > 15 sa kan fordelningen for Y approximeras med en normalférdelning, N(u, /). Da &r

Y —p 200 200 —
P (Y > 200) :P( w200 “) ~ 1—<I>< 00 ’“‘) =1— & (1.2054) = 1 — 0.90241 = 0.09759.
Vi Vi Vi

An bittre blir approximationen om man utnyttjar halvkorrektion. D3 ir

P (Y > 200.5) :P(Y_“ > 200'5_“) ~1-@ (M) =1-(1.3324)
Vi n Ji
1 — 0.90864 = 0.09136.

P (Y > 200)

7.28 Lat X beskriva antalet flygplan av n = 100 som totalhavererar under ett ar. Modell: plan totalhavererar
med sannolikhet p = 0.008 och oberoende av varandra. X &r Bin(n, p). Forsikringsbolaget vinst ges av

Y =n-10" - X -10° = 10°(1 — X).
Hindelsen Y < 0 d&r samma hindelse som X > 1 och
PY<0) = 1-P(X<1)=1-(P(X=0)+P(X=1))
1- ((g>p°(1 —p)to0 4 (T)plu - p)99) =1—0.80908 = 0.19092.

Poissonapproximation av Binomialférdelningen gar bra om p < 0.10, sa hir kan X s#igas vara approxi-
mativt Poissonfordelad med parameter y = E (X) = np = 0.8. D4 ir

0 1

1-(P(X=0+P(X=1)~1- (%e_” + %e_“) =1-0.80879 = 0.19121.

7.29 Lat X vara antalet krona en person far vid tva singlingar. Da dr X Bin(n,p) = Bin(2,0.5), det vill siiga
med p; = P (X =) fas

po= PX=0=Qr1-p*=5
no= PE=)=0p0-p" =
p = PX=2=(p0-p"=;

Av r = 9 personer som singlar tva mynt, lat Y; vara antalet personer som far precis ¢ krona. D3 ir Y;
Bin(r, p;) och vektorn (Yy,Y7,Y2) dr Multinomialférdelad med parametrar (r, (po,p1,p2))- Vi har att

3 4 2
_ _ o r 3 49 9! 1 1 1 _ 315 _
Pfo=3Yi=4Y:=2) = (3,4, z)p0p1p2 = 3um (z 3) \a) = ago = 0076
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7.30 Om vektorn (X4,...,X,) dr multinomialfsrdelad med parametrar (n, (p1,...,p,)) sa dr komponenterna
binomialférdelade. Vidare sa dr

Y1 = X1+ X4 Bin(n,p1 +ps4) = Bin(n,1/2)
Y = X3 Bin(n, p3) = Bin(n,1/6)
Y; = Xy+X; Bin(n,p: 4+ ps) = Bin(n,1/3)

och vektorn (Y7, Y5, Ys) dr multinomialfordelad med parametrar (n, (¢1,42,43)) = (n,(1/2,1/6,1/3)), det
vill siga

n k1 ko k n' ]. k1 ]. k2 ]. ks
P(Y, = k. Yy = ky.Ys = k3) = gkeghs — ™ (1 1 1
(V1= k1, Vo = ko, ¥ = ks) (kl,kz,k3)q1 © = sl (2) (6) (3)
dér k; > 0 och ky + ko + k3 = n.

7.31 Lat X vara Poissonfordelad med parameter A och beskriva antalet dgg som insekten ligger. Varje fgg
klacks med sannolikhet p oberoende av andra dgg. Lat Y vara antalet dgg som klicks. Da ar Qy =
{0,1,2,3,...} och givet att X = n &r antalet dgg som klicks binomialfordelat, Bin(n,p). Alltsa, for
k=0,1,2,... 4

00 00 n o Am
PY=k = Y PY=kX=nPX=n)=) (k>pk(1—p) k. e A
n=~k n=~k
_ @ - QA=) N - A=) NF -
_k!e;c(n—k)!_k!eg S T
—eX(1-p)
k k
— (plj“) efp)\ — %efu’
det vill sdga Y &r Poissonfordelad med parameter pu = pA.
8.1 Med z; =6 ar
z2 = (17-z1) mod(7) = 102 mod(7) =4
x3 (17 - z2) mod(7) = 68 mod(7) =5
x4 = (17-2z3) mod(7) = 85 mod(7) =1
zs = (17-x4) mod(7) = 17 mod(7) =3
g = (17-x5) mod(7) = 51 mod(7) =2
z7 = (17-26) mod(7) =34 mod(7) =6 =z,

(0 omt<1
0lom1<t<?2
Fx(t)=P(X<t)=¢ 04om2<t<3
0.6om3<t<4
\1 omt>4.

Inversen Fix'(u) = min{t : F(z) > u} blir siledes

lom0<u<0.1

2om0.1<u<04

3om0.4<u<0.6

4o0om0.6<u<l.
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Slumptalen u; = 0.31, us = 0.89, us = 0.57 och uy = 0.27 genererar utfallen z; = F)}l(ui):

z; = Fy'(0.31) =
zo = Fy'(0.89) =4
3 = F3'(0.57)=3
z, = Fg'(0.27)=2

8.3 Om X &r geometriskt fordelad med parameter p dr X + 1 ffg(p)-fordelad. Alltsd kan man erhalla den
geometriska fordelningen om man byter ut y=1 mot y=0 i koden. Nedan f6ljer den modifierade koden:

function y=randgeo(p)
% y=randgeo(p) ger ett geometriskt fordelat slumptal

y=0;

x = rand(1);

while (x>p)
x=rand (1) ;
y=y+1;

end

8.4 En stokastisk variabel med téthetsfunktion fx(z) = % - =15 har férdelningsfunktion

n  14z2

T 1422 T -

71  tan7l(t) 1
= [t + 7] =2
ﬂ_[an ()+2 s +2

Fx() =P(X<t) = /_ fx(m)dwz/ L ! =L@
1

Detta &r en kontinuerlig funktion med inversen

F}%uﬁzmn<w(u—%>).

For att erhélla slumptal fran fordelningen viljs ett slumptal u, likformigt pé intervallet (0,1) och later
z = Fy'(u).

Anmérkning: Foérdelningen kallas for Cauchy-férdelningen och uppstar bland annat som fordelningen
for Z1/Z, dér Z; och Zy dr oberoende och N(0,1). Vi kan saledes dven konstruera utfall fran Cauchy-
fordelningen med hjilp av tva oberoende realiseringar av N(0, 1)-variabler.

8.5 Integralen kan skrivas

/ / cos(;t:y)e_z_y2 dz dy
—o0 JO

o oo 2 1
cos(zy)e e ¥ drdy = {med 0 = —
. { X

= V270 /O:o /Ooo cos(zy)e * \/21_7“7
= Voo / / cos(zy) fx (2) fy (y) dz dy

V2r6 E (cos(XY))

e V20" gy dy

dir X och Y #r tva oberoende stokastiska variabler sadana att X #r exponentialférdelad med viintevirde
1 och Y #r normalférdelad med vintevirde 0 och standardavvikelse o = 1/v/2.

Koden
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>> n=10000;

>> u=rand(n,1);
>> x=-log(u);

>> z=randn(n,1);
>> y=z/sqrt(2);

skapar n = 10000 slumptal z1, ..., z, frdn exp(1)-fordelningen av motsvarande antal slumptal uq,...,u,
likformiga pé intervallet (0,1) samt n slumptal y1, ..., ¥, frdn N(0,1/+/2) frin n stycken N(0, 1)-slumptal
Zlyeeey”ne

Storheten v/27o E (cos(XY)) = /7E (cos(XY)) skattas hir till

>> sqrt(pi)*mean(cos(x.*y))
ans =
1.3417

8.6 Fordelningsfunktionen F(z) =1 — -L for « > 1 har invers

F'(u) = (1-u)/

for0<u<1.

Koden

>> a = 3;

>> n = 10000;

>> ul = rand(n,1);

>> u2 = rand(n,1);

>> x = (1-ul)."(-1/a);
>>y = (1-u2).7(-1/a);
>> z = sum(2*x <= y."2)
Z =

2340

gav en skattning av p som p, . = 2340/10000 = 0.2340.

De Paretofordelade stokastiska variablerna har tithetsfunktioner

d a
fx(@)= 2 F(@) = 5, 21

Exakt rdkning ger sedan

Il

p = Pex<y)= [ [ pvewdi= [ [ @

(z,y):2z<y> (z,y):22<y>

fx (@) fv (y) dydz =/ / — - ——dyda :/ 4 [__] dz
/1 V2z 1 Jyag wotl yott | xotl ye ] o

o a 1 a oo 1 a 1 ) (e o] 2
Kawf@wWMZWNKa@ﬁ“:@ﬁPEJ£L=§3m=M=%

= 1 =0.2357

3V2

Il

Antalet par, z, sidana att 2z < y? &r ett utfall av en stokastisk variabel Z dir Z &r Bin(n,p) med

n = 10000 och p = ﬁ
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8.7 Fordelningsfunktionen F(t) = e~(/9™" ¢ > 0, har invers
F~'(u) =a(-In(u))""", 0<u<1l.

Koden

>> a =1;

>> b = 10.4;

>> n = 20000;

>> u = rand(n,1);

>> x = ax(-log(u)). " (-1/b);

ger n = 20000 utfall fran Frechét-fordelningen med de givna parametrarna. Vintevirdet skattas med
mean (x) till 1.0653 och variansen skattas med std(x) "2 till 0.0201.

8.8 Koden

>> n = 10000;
>> z1 = randn(n,1);
>> z2 = randn(n,1);

ger n = 10000 par av utfall av oberoende N(0, 1)-férdelade stokastiska variabler. Dessa par anvinds for
att skapa observationer (z,y) fran multivariat normalfordelade (X,Y’) genom att lata

>> mux = 0;

>> muy = 0;

>> sigmax = 2;

>> sigmay = 2;

>> rho = 0.5;

>>

>> x = sigmax*zl + mux;

>> y = sigmay*(rho*zl + sqrt(l-rho”~2)*z2)+muy;

Viantevirdet E < ) skattas till

T+x?
>> mean(y."4./(1+x.72))

ans =
15.3732

8.9 Foredelningsfunktionen

0 omt<0
F(t)=¢ 05+t/16om 0<t <8
1 omt>8
har invers F~!(u) = min{t : F(z) > u}
F_l():{o om0<u<0.5
16u—8om 0.5 <u<1

Slumptalen u; = 0.45, ug = 0.78, ug = 0.52 och uy = 0.34 genererar utfallen z; = F)}l(ui):

z; = Fy'(0.45) =
Ty = FX1(078)—16 0.78 — 8 = 4.48
3 = FX1(052)—16 0.52 — 8 = 0.32
ry = F3'(0.27) =
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10.1 Uppmitt kariesindex, 1, ..., Z,, for n = 22 personer ges nedan:

41 47 66 73 48 52 49 54 61 62
52 65 61 69 31 54 53 50 47 36

Det ordnade stickprovet z(1), z(3),- - -,%(n) ges av

31 36 41 47 47 47 48 49 50 52
53 54 54 61 61 62 65 66 69 69

Datam#ngden kan sammanfattas av storheter som

Aritmetiskt medelvirde T=L1%"
Stickprovsvarians =230 (2 —7)?
Stickprovsstandardavvikelse s
Variationskoefficient s/%
Minsta viarde (1)
Storsta virde T(22)
Variationsbredd Z(22) — Z(1)
Median Fo.50 = Z00tean
Undre kvartil Zo.75
Ovre kvartil To.25

Interkvartilavstand
10.2 Dataserien x1, ..., Ty, n = 30:
3 3

har medelvirde

och stickprovsstandardavvikelse

Zo.75 — Zo.25

1 n
> (zi — T)? = 2.0401.

i=1

n—1

89

47
69

52
73

=~

53.995
118.71
10.896
0.2019
31

73

42
92.5
47

62

15



Frekvenstabell:

10.3 Dataméngden z1,...

har medelvirde

Viarde Absolut frekvens Relativ frekvens Ackumulerad rel.

0 1 0.033333 0.033333
1 ) 0.16667 0.2
2 7 0.23333 0.43333
3 8 0.26667 0.7
4 4 0.13333 0.83333
) 1 0.033333 0.86667
6 1 0.033333 0.9
7 2 0.066667 0.96667
8 0 0 0.96667
9 1 0.033333 1
031
2 021
g 0.1
[ 1 I
U L J
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Avkastning
Stolpdiagram som visar empirisk fordelning for avkastningen

baserad pa n = 30 observationer.

yLny M= 507

87 105 108 120 142 151 155 155 161 162
169 173 174 183 185 186 186 192 193 196
199 205 207 211 215 217 217 222 224 226
227 230 231 231 237 242 244 246 251 258
263 267 278 286 294 312 338 341 362 390

1 n
7= > @ =217.08
=1

och stickprovsstandardavvikelse
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1

09

08

0.7

0.6

0.5

04r

03

02

01r

0 I I I I I ]
50 100 150 200 250 300 350 400
Antal dagar

Den empiriska fordelningsfunktionen F(z) :

S 1
F(z) = ol (# observationer < z)

101

Frekvens
(=
T

0 ]
50 100 150 200 250 300 350 400
Antal dagar

Histogram 6ver livlingden i antalet dagar for specialbatterier.

10.4 Lat zq,...,2,, n = 10, vara den férsta mitserien och y1,...,¥m, m = 5, den andra métserien. Samman-
slaget till en matserie om m + n virden betecknar vi observationerna enligt

L1, T2, " Tny, Y1 5 Y2 55 Ym
4
W1, W2, "+ *y Wny Wnig1, Wn42, "y Wndm
Da blir
1 n+m 1 n n+m 1 n m
P =t S (S ) - g (S )
i=1 =1 i=n+1 i=1 i=1
1 nx + my
= (nZ +my) = 22T _ 53117,
n+m n+m

Stickprovsvariansen for forsta stickprovet &r

1 « 1 ~
2 _ =2 2 2
Sw_n—lé (z; — ) _n—1<z x; m:)

i=1

sd Y oi g x7 = (n—1)s2 +nz® = 2.8228-10%. P4 samma sitt ar )", y7 = (m — 1)s? + my® = 140927441

sa
n+m

d wi= zn:a:% + f:yf = 4.2321 - 10%.
i=1 i=1 i=1
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Alltsa,

n+m
1
2 - - = 23.764
so, = n-l—m—l(g w? — (n+ m)w ) 3.76

=1
och s, = /52, = 4.87.
10.5 Vi har n = 800 observationer med

T =9496 och s, =0.345

Lat x; vara den felstimplade observationen, dvs z; = 1.56 istéllet for 9.56. Med yq, . .., y, som korrekt
observationsserie dr

1 & Y1 — 1 9.56 — 1.56
7= - ;= - =2 4= " 19.496 = 9.506.
Y n;y <y1 x1+Zx@> +x 300 +

Nu &r
1 n
2 _ 2 =2
S = 7 (Zmz —nT >
=1
sa
n
D @} = (n—1)s) + nZ” = (800 — 1)(0.345)” + 800 - (9.496)° = 72234
i=1
Alltsa ar
Z yi =yl -+ Z z7 = (9.56)? — (1.56)% + 72234 = 72323
och
2=t zn:yz —ny? | = L (72323 — 800 - (9.506)*) = 0.040106
Y oon-1\&” 799 ' '
och s, = 0.2003.
10.6 De n = 200 observationerna x4, .. ., T, sammanfattas av klasstabellen:

Klassmitt (tkr) Frekvens

17.5 5
22.5 19
27.5 79
32.5 33
37.5 18
42.5 15
47.5 10
52.5 5
57.5 4
62.5 5
67.5 3
72.5 4

Medelvirdet berdknas enligt:

1 n

(17.5-5+22.5- 19+ --- + 72.5 - 4) = 34.225 tkr

S|
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och stickprovsvariansen enligt:

n

1

<Z x? — nf2> ~ —— ((17.5% 5+ 22,57 - 19+ - 72.5% - 4) — n7”) = 139.09
i=1

2 _
Sy = —

1
n—1
88 s, = 11.794 (tkr).
Med den empiriska fordelningsfunktionen

1
F(z) = o (# observationer < )
fas att F'(30.0) = 0.515 och F'(25.0) = 0.12. Linjir interpolation ger F'(29.81) = 0.50 s medianen &r

approximativt 30000 kronor. Medelvirdet ~ 34000 och medianen = 30000 skiljer sig at. Fordelningen
verkar inte vara symmetrisk. Kanske en lognormalfordelning beskriver data bittre.

0.5

04F

Z03r

&

z

fo2r

S

=
01t

175 225 275 325 375 425 475 525 575 625 675 725

1

2 0.8

g

Z

EN

£

k<]

Z04r

g

=

4]
02f
0

175 225 275 325 375 425 475 525 575 625 615 725
Histogram over relativa frekvenser (6verst) och kumulativa re-

lativa frekvenser (nederst) for 16neinkomsten per ar i tusental
kronor.

10.7 Lat x4, ..., z, vara taxeringsvirdena och yy, . .., y, motsvarande forsaljningspris fér n = 10 stycken villor.
Standardméssiga berdkningar ger
T =767, g =965 sy = 201.65, s, = 231.67.

Kovariansens i datamaterialet dr

n

_ _ 1 - _ 1
D (@i -3 (yi—7) = — (; Ty — nE y> =5 (7811000 — 10 - 767 - 965) = 45494

i=1

1
n—1

Cey =

sd korrelationen i datamaterialet ar

r= S 0.97384.
SzSy

10.8 Observationer fran poissonfordelningen kan skapas med funktionerna i avsnitt 8.6. MatLab-koden

>> n = 50;
>> my = 6;
>> x = poissrnd(my,1,n);
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skapade n = 50 observationer x1, ..., Z, fran Poissonférdeldelningen med vintevirde u = 6:

6 9 7 4 9 4 3 5 5
6 1 8 6 10 4 4 7 11
7T 6 7 3 6 7T 4 10
73 74 8 4 13 3 8 4
5 6 3 8 10 4 8 4 10 10

med medelvirde
>> mean(x)

ans =
6.0200
och stickprovsvarians
>> std(x) "2
ans =

7.0404

som bada skall jimféras med Poissonférdelningens virde pu = 6.
Ett stolpdiagram fér den relativa frekvensen plottas med
>> x0 = unique(x);

>> f = hist(x,x0);
>> stem(x0,f/n)

0.25
0.2
0.15

0.1

X

.0%% T TTTTX

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Ett stolpdiagram med den empiriska fordelningen, markerad

med cirklar, for n = 50 observationer fran Po(6)-férdelningen
dér fordelningen &r inritad med kryss.

10.9 Observationer fran normalférdelningen kan skapas med funktionerna i avsnitt 8.6. MatLab-koden

>> n = 1000;

>> my = 3;

>> sigma = 1;

>> x = normrnd(my,sigma,1,n);
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skapade n = 1000 observationer i, ..., %, fran normalférdelningen (med parametrar 4 = 3 och o = 1)
med medelvirde

>> mean(x)
ans =

2.9569
och stickprovsstandardavvikelse

>> std(x)
ans =

0.9435
Observationerna delas in i 30 klasser och ett histogram plottas med

>> [f,x0] = hist(x,30);
>> bar (x0,f,1)

0.08 -

5 6

0 1 2 3 4
Ett histogram med den empiriska fordelningen for n =

1000 observationer fran N(3, 1)-férdelningen dér férdelningens
téthet dr inritad med heldragen linje.

11.1 Definitionen #r att en skattning 6%, _ dr vintevirdevirdesriktig skattning av en parameter 6 om E (6*) = 4.

obs

1. Nej, skattningen 6%, . = 0* (21, ..., z,) kan vara vilken funktion av x4, .. ., z,, som helst, inte n6dvéndigt-

vis ett medelvirde.

2. Nej, inte heller ett viktat medelvirde. Tag som exempel skattningen s? av variansen for en stokastisk
variabel.

3. Ja, en tolkning av vintvirdet E (8*) dr att det #ir det genomsnittliga virdet av ett stort antal forsok.
(Stora talens lag séger att medelvirdet konvergerar mot vintevirdet.)

4. Nej, av flera skél. Ett — det finns ingenting i viintevirdesriktigheten som séiger att det ir ett viintevirde
som skattas. Tvd — skattningen 6}, . &r ett utfall av en stokastisk variabel och ger olika skattningar i
olika forsok.

5. Nej, skattningen 0% _ &dr ett utfall av en stokastisk variabel och ger olika skattningar i olika forsok.

obs
6. Ja, detta dr definitionen av vintevirdesriktighet.

95



11.2 Lat x4,...,z, vara batteriernas uppmitta livslingder. Vi modellerar dessa som utfall av oberoende och
likaférdelade stokastiska variabler X1, ..., X,, med u = E (X;) och 0? = V (X;).

Vintevardet p skattas med

och variansen o2 med

n

§* = nilz(mi -z) = nil ((me) —n.'T:2> =17,

i=1

det vill séiga, standardavvikelsen o skattas med s = v/1.7 = 1.3038.
Skattningen u’, . = Z &r ett utfall av stickprovsvariabeln
- 1<
pr=X= - ; Xi

som har viantevirde

E (X) =E(%ZX,'> = %ZE(X,-):M,

i=1 i=1

vilket visar att skattningen uj3, . &r véntevérdesriktig, och varians

n2 <

- 1& 1 o
V(X)=V (ﬁ ;XJ = {oberoende} = — ZV (X;) = -
det vill séiga D (X) = o/+/n. Standardavvikelsen D (X) = o//n skattas med s/,/n = 0.5831 och kallas
for medelfelet for z.
11.3 Lat X beskriva uppmiitt halt av dmnet. Modell:
X = halt + métfel = p + €
dir e dr en stokastisk variabel med E (¢) =0 och D (¢) = o = 0.5. D4 dr
EX)=E(p+e)=p+E()=pn

och V (X) =V (u+e¢€) =V (¢) = 2. Skattningen Z av u beskrivs av stickprovsvariabeln

som har

det vill siga Z &r en vintevirdesriktig skattning av u, och

2

— 1 1™ ”
V(X)=V (ﬁ ;Xz) = {oberoende} = — ;V(Xi) =

=02

Om n &r stor s& &r .., X; approximativt normalfsrdelad, det vill séiga,

- o
X &r approximativt N (u, —

7))

96



Alltsd ar

P(IX-p<025) = P(—0-25§)_(—,u§0.25):P<_0'25 X—u 025)

a/yn = a/yn T o/Vn
~ ®(0.5y/n) — ® (—0.5y/n) = 2® (0.5y/n) — 1 =0.99.

Alltsa sir 1 — @ (0.54/n) = 0.005 men 1 — ® (Ag.005) = 0.005 déir Ag.g05 = 2.5758, vilket ger

)\ 2
0.50v/7 = Ag.os  eller n=<%) = 26.54,

alltsa valj n > 27.

Om man inte kan forutsitta normalférdelning ger Tjebychovs olikhet en 6vre grins for vad n behover

vara. (_) \
— V(X o?/n
01 = — . < =
0.01= P (IX —p| > 0.25) < o = 5o
Vilket ger
o* 400
< - —
"= 0252001 ’

det vill siga oavsett fordelning behover inte mer &n 400 mitningar goras.

Det &r viktigt att se skillnaden pa u, parametern i fordelningen, Z, skattningen av parameterns vérde,
och X, den stokastiska variabel som beskriver skattningen.

11.4 Lat X; och X, vara oberoende och N(u,o)-fordelade stokastiska variabler dir ¢ = 0.15 och p = g.

Vintevirdet skattas med Z = (21 + 22) som beskrivs av X = 1(X; + X,) som &r en normalfordelad
stokastisk variabel med vintevirde

- 1 1 1 1 1 1
E(X)=FE(z2X;1+-Xy ) =-E(X))+-E(Xs) = ~pu+ ~p =
(X) (2 3 ) LB(X) 4 SB(X) = Lt Tu=p
och varians

V(X)=V x4 1x = {oberoende} = 12V(X)+ 12V(X)—12+12—U—2
= 2122—06066—2 1 2 2—40' 40'—2

det vill séiga med standardavvikelse D (X) = o/v/2. Alltsa X &r N(u,0/v/2) = N(g,0.1061).

11.5 Lat X3 och X5 vara oberoende och binomialférdelade, X; dr Bin(1,p), ¢ = 1,2, med observerade virden
x1 respektive zo. D4 dr E (X;) = p och V (X;) = p(1 — p).

Lat

. R 1 + 22
Pops =1 0ch Pops = ———.
Dessa skattningar modelleras av
Xi+X
p* =X, och 15:71; 2.

Mojliga virden pa X; dr {0,1} sa mojliga virden pa p* ges av {0,1} medan for p ar det {0,1/2,1}.
b) Vi har att

E(p") =E(X) =p E(ﬁ)=E<M> L

2
s& bada skattningarna p}, och pops &r véntevardesriktiga.

c) Vidare sa &r, eftersom X; och X, #r oberoende,

_ 1 _p(l-p)
5 =-V(X1)+ ZV (X2) = .

4

Ve =V =pi-n Ve =V (TS =
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Eftersom V (p) < V (p*) for alla p € (0,1) &r skattningen pops effektivare dn skattningen p, ..

11.6 Lat xy,...,x, vara utfall av oberoende N(u, o)-fordelade stokastiska variabler Xy, ..., X,. Vintevirdet

L skattas dels med
N:bs =z och dels med fiobs = 1 ;‘Il'g.

a) Bada dessa skattningar #ir vintevirdesriktiga eftersom

E () = E (X) =E<%in> =%ZE(Xi)=%nu=u

och
N 1 1 1 I
E@W=E(-(X14+X,))=-EX1)+-EXn)=%+"5=p.
(1) =B (5 + X)) = B () + 3B CE) =5+ 2 =
b) Eftersom Xj,..., X, dr oberoende sa ir
. - 1 1 « 1 o2
V(,u)zV(X)zV(—ZXi): 5 Y V(X)) = —5no® = —
i=1 =1
och
vy =v (i +x)) = v+ vy =2
H) = 2 1 n —4 1 4 n) — 2-

Om n > 2 &r V (u*) < V (1) och skattningen p}, . &r effektivare &n skattningen fions. Notera dven att
V(p*) = 0 dan — oo medan V (f1) ar konstant, sa skattningen p’ . &r en konsistent skattning av p men
[ ar det inte.

11.7 Den stokastiska variabeln X #r binomialférdelad, X #r Bin(n,p) och Y &r hypergeometriskt férdelad, YV

ir Hyp(N,n,p). Lat p* = X/n och p=Y/n.

a) Da &r

och

Vidare sa ar

E(ﬁ)ZE(%)Z%E(Y)Z—np:p
och
Ve = v () =GV = G -nyTy = 2R T = ey p)
<1
< Ve,

med likhet endast om n = 1.

b) Forn > 14r V (p) <V (p*) och skattningen pons &r effektivare &n skattningen pj ..

c¢) Med observationer erhalls skattningarna p%, & = Pobs = 23/100 = 0.23 av andelen.
Stickprovsvariablernas varianser skattas med hjilp av skattningarna av p. Det vill siga,

0.23- (1 —0.23)

=0.001771
100

1—
V)= i - P) skattas med
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och
1-p) N - .23 - (1 —0.23) 1000 — 100
V(p) = w " skattas med 0 ( )

N -1 100 1000 -1

Detta medfér att standardavvikelserna D (p*) och D (p) skattas med 0.0421 respektive 0.0399. Dessa
skattningar kallas for medelfelen for p, . respektive Dops.

= 0.00160.

11.8 Att 6% . och éobs ar vianteviardesriktiga skattningar av en parameter § betyder att motsvarande stick-

obs

provsvariabler uppfyller E (6*) =60 och E (é) = 6. Med skattningen

Oons = a0;bs + (1 — a)GObs

sa, ar ~ R )
E(a) :E(ao +(1—a)0) :aifé_l+(1—a)E(0

for alla vérden a, sa Gons Ar en vantevirdesriktig skattning av 6 oavsett virdet pa a. Vidare s &ar

v (8) = v (a8"+(1-a)d) = {oberoende} = azvt(?ﬂl - a)Z@

= a’oi +(1-0a)’0; = g(a),

en funktion av a. Den effektivaste skattningen erhalls om a viiljes s att variansen g(a) minimeras. Detta
a bestdms som 16sningen till

d
0= ga) = ot -20-+ 03 201~ a)(~1) =2 alo} + o) ~ 3],
dér 16sningen ar
2
—_ 9%
o2 + o2’

Teckenstudium av andraderivatan visar att det dr ett minimum som vi fatt fram. Alltsa, den effektivaste
skattningen fas om

~ 0'2 2 ~
Hobs — 2 * + 1 0
b obs-
AT T
11.9 Lat z1,...,z, vara utfallen av de stokastiska variablerna X;,...,X, som antas vara oberoende och

N(u, o)-fordelade.

a) Om p #r kiind s& kan variansen o2 skattas med (62)ps dér

n

(62)obs = % D (@i — ).

=1

Denna skattning ar vintevirdesriktig eftersom

B =8 <$ 2,06 ")2> =S B () = fn” =

Med de n = 4 observationerna z1,...,x4 och gy = 1457.0 sa &r

1 n
(6%)obs = — D (s — 1457.0)° = 0.8175.

i=1
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b) Om p &r okéind méste viintevirdet skattas. En viintevérdesriktig skattning av o2 &r s? dér

vilket, d& p skattas med Z = 1457.4, ger skattningen s2 = 0.84917.

Att s? #r vintevirdesriktig ges av foljande utrikning.

1 n . 1 n 9 = =2
E<n_1Z(X-—X) ) _E<n—lin —2XX;+ X )

i=1

1 AN n 5
(e () -2 (ZX>+X>>

1 - 2 2 e

1

— <<iE(Xf ) —nE ()_(2)> = nil ((g“2+"2> —n(p2+%2)>

1 1 .
= n_l(nu2+naz—n,u2—a2)=n (n—1)o? = o>

E (S?)

Il
&=

c) Nej, av utrdkningarna ovan framgar att endast E (X;) och V (X;) har utnyttjats.

11.10 Den stokastiska variabeln X har sannolikhetsfunktion px (k) = (1-6)F~'0for k = 1,2,3,...ddir0 < 6 < 1.
Lat z1,...,z, vara ett stickprov av X.

a) Da observationerna dr utfall av oberoende stokastiska variabler blir Likelihoodfunktionen

LO) = pxi..x. (@15, %) =px, (@1) - px, (Ta) = (1= 60)" 710 (1 —6)" 16
= (1 - 9)2?:1 zi—m

b) Vi soker det virde pa 6 som maximerar L(6). Det d&r samma, virde som maximerar den logaritmerade
likelihoodfunktionen

In(L(6)) = nIn(d) + In(1 — (Z T — n) :

Detta maximum bestdms som losningen till

0 = d%ln(L(G)) = die [nln(@) +In(1 -6) (Zx, - n)] = % - ﬁ (sz —n)

i=1

n
— (1-671).

aa—g 1

Alltsa &r 6 = 1/ det virde som ger maximum. (Kontroll av andraderivatan ger att det verkligen #r ett
maximum som erhallits.) Alltsd, ML-skattningen av 6 ir

*
obs

S

Med (z1,...,2,) = (4, 5, 4, 6, 4, 1) dr T = 4 och 6*

obs

=1/z=1/4.

Notera att X dr flg()-fordelad och har vintevirde E (X) = 1/6. Om detta vintevirde skattas med z fas
0%, = 1/ som skattning av 6.
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11.11 Den stokastiska variabeln X har tithetsfunktion
fx(z) =00 +z)~0tY  z>o0,

dir mojliga virden pa parametern 8 dr 2, 3 eller 4. De tre mojliga titheterna fér X visas i figuren nedan.

S
1

bt
o
T

ESESES
o
e N

téthet, fx(z)

- n
— e %) 133 %)
T T T T

e
@
T

0 I I I I I I |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

De tre olika tétheterna motsvarande parametervirdena 8 =
2,3, 4.

Med stickprovet 1,z blir likelihoodfunktionen
L(8) = px, x5 (71, T2) = px, (21)px, (x2) = (1 + 21) "V + 2,) =) = 02 [(1 + 21)(1 + z,)] Y
Med observationerna, (1, zs) = (0.2, 0.8) blir L(#) = 62 - (2.16)~(**+1 och
Parameter  L(0)
0=2 0.39692

0=3 0.41345
0=4 0.34029

s& valet § = 3 ger maximum. Allts&, ML-skattningen av 6 &r 0%, = 3.

11.12 Lat zy, ..., z, vara antalet telefonsamtal under olika dagar. Vi ansétter modellen att z1, ..., z, ir utfall
av oberoende Poisson(u)-fordelade stokastiska variabler Xy, ..., X,,.

Maximum likelihoodskattningen av p dr det virde pa g som maximerar

pe ot pi=m
L(p) = pxixa (@155 20) = pxy (21) - - Px, (Tn) = P ”"'x—n!e ”=me .

Det ar samma g som maximerar

i n n
In(L(p)) = In (Mie"”) = In(u) sz —np— Zln(wi!).

21l 2]

Detta maximum bestdms som det p som l6ser

n n

d d 1
0=z nEw) = - lln(u) ;wz —np— Zln(wi!)l = sz -n

vilket ger u = %E?Zl z; = Z. Kontroll av andraderivatan ger att detta dr ett maximum. Skattningen
Wis = T av p beskrivs av stickprovsvariabeln p* = X som har

n

E(X)=%ZE(XZ-)=%ZM=M,
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vilket ger att T dr en vintevirdesriktig skattning av p, och

14 (X) =V <E ZXi> = mV (ZXZ> = {oberoende} = 2 ZV(X") = o
i=1 =1 i=1 v
=p

det vill siga D (X) = /u/n.
Med observationer z1, ..., zs:
115 82 108 106 118 87 99 92

fas skattningen T = 100.88. En skattning av D ()_( ) = /u/n ges av

\/uobs _ \/100.88 351
n 8

11.13 Lat xq,...,z, vara de uppmitta tiderna mellan fel hos den komplicerade tekniska utrustningen. Med
modellen att 1, ...,z, ir utfall av oberoende exponential(\)-férdelade stokastiska variabler Xi,..., X,
ar likelihoodfunktionen

och kallas for skattningens medelfel.

L) = fx, .. x. (@1, 2n) = fx,(x1) - fx, (xn) = e A \eT AT = \PeT Ao T

Det virde pad A som maximerar L(\) dr samma som maximerar

In(L(A)) =1n (,\"e—AELl w") =nln(\) — )\Z z; = nln(A) — AnZ.
i=1
N———

=nT
Maximum bestidms som det A som loser
d d Lon 1
0= aln(L()\)) = [nIn(A) — AnZ] = 3y =N (X :c) ,

det vill siga A = 1/Z. Kontroll av andraderivatan ger att detta ir ett maximum. Alltsa, ML-skattningen
av A dr A\l = 1/z.

Funktionen g(x) = 1/x har derivata ¢'(z) = —1/z?. Enligt felfortplantningsformeln for varianser har vi
att
2 2 2
X — L N2 T . 2 1/X2 -1 1/A A
VO =V @)~ EENY ) =0 = ] =

Medelfelet fér skattningen &r saledes

T

Anmdrkning. En exakt, och ganska komplicerad, utrikning ger att standardavvikelsen for A* &r D (A*) =
nA/((n — 1)v/n — 2). Utnyttjandes detta fas medelfelet

n

Zn— v —2

Kvoten mellan dessa medelfel beror inte av T utan bara av antalet observationer n. Kvoten dr hir
illustrerad for nagra stickprovsstorlekar

da(X*) =

n | 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
d(A*)/d2(A\") | 0.805 0.901 0.934 0.950 0.960 0.967 0.972 0.975 0.978 0.980
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11.14

11.15

11.16

Lat z1,...,z, vara utfall av Xq,..., X,, dir de stokastiska variablerna dr oberoende och har tithetsfunk-
tion
fx(@) =621, 0<z<l.

Likelihoodfunktionen blir
L) = fx,,. . x,(®1,...,2,) = {ober.} = fx,(z1)--- fx, (zn) = Oxf_l ---Oxffl =0" (x1 - --:cn)gfl.

Det dr samma 6 som maximerar
In(L(9)) = In (en (21 - -xn)“l) =nln(0) + (6 — 1)) _ In(z;).
i=1

Maximum bestims som det § som léser

d d Z O
0= (O = g5 |nm® + 6 -1 n(x@)] 7+ 2
det vill siga 6§ = —n/> ;" In(z;). Kontroll av andraderivatan ger att detta &r ett maximum. (No-

tera att In(z;) < 0 for 0 < z; < 1.) Alltsa, maximum-likelihoodmetodens skattning av 6 &ar 6% . =

_n/ 2?21 ln(xz')- obs

Lat z1,...,z, vara utfall av X7,...,X, dir de stokastiska variablerna #r oberoende och Rayleigh(a)-
fordelade, det vill siga har tithetsfunktion

fx(@) = (z/a)e = /% z>0.

Likelihoodfunktionen blir

ry _ .2 X .2
O) = Fuealonsesa) = fobert = fx () -+ fx (o) = Lo 20 D e
= T n LS ef
an

Vi soker det viirde pa a som maximerar L(a), och det #ir samma a som maximerar

In(L(a)) =In ('771;77;'%?ﬁ i=1 ””?) = —nln(a) + zn:ln(a:i) - % zn:mf

i=1 i=1

Detta maximum bestdms som det a som loser

-4 _ 4 S ARUIE I o U IO T o P e NORNE L e Y
O_daln(L(a))—dal nln(a)+§ln(m,) 2(129:2-] = a+2a2;x"_ . ln 2(12%]

vilket medfér att a = 5= > i ; 2. Kontroll av andraderivatan ger att detta #r ett maximum. Séledes,

maximum-likelihoodskattningen av a &r a¥, = = Y z?

obs = 3p 2ui=1Ti-

Lat Xi,...,X, vara oberoende och likformigt fordelade pé intervallet [—6,6], § > 0, med observerade
viarden x1, ..., Ty, det vill siga de stokastiska variablerna har tdthetsfunktion

1
fx(a:)zz—(9 for —0<z<6.
Maximum likelihoodskattningen #r det virde pa € som maximerar

n

L) = fx,,..x,(x1,...,2,) = {oberoende} = Hin (x;) = H % =(20)""
i=1

=1

for —0 < z1,...,2, < 0. Eftersom L(#) &r avtagande i 6 skall man gora 6 sa liten som mojligt. Kravet
—0 < x1,...,zn < 6, det vill siga |z1],...,|zs| < 6, gor att det minsta mojliga virdet pa 6 ges av
0 = max(|z1],...,|zy]). Alltsd, maximum-likelihoodskattningen av 6 &r 63, = max(|z1],...,|zx]).
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Eftersom denna skattning omdjligen kan 6verskatta 6 kommer den ha ett systematiskt fel, E (6*) < 6.
For att bestimma det systematiska felet berdknar vi forst fordelningsfunktionen till 8*. For ¢ € [0,6] ar

Fps(t) = PO <t)=P(max(|X1|,...,|Xn]) <t) = P(|X1| <t,...,|Xn| <t) = {oberoende}
P(IX| <) P(1Xa| <) = P(X| <" = P(~t <X <)" = (Fx(t) - Fx(~t)".
Alltsa &r p
for () = 2 Fo- () = n (Fx (t) — Fx ()" (Fx(t) + fx(=1)).
I vart fall &r fx(—t) = fx(¢t) = 1/(26) och

t _— =
Fe() = [ fxtayds= "= - 2,

6+t 6—t\""'/1 1 t\"'1
f9*<t)—"(—zo‘—29) (2_0+2_0)_”(§) 3

—t+6
Fx(~t) = =

S8

Slutligen far vi att

o0 o t\" 1 1 untt 1! n
E(0*)=/ tfa*(t)dt:/ t-n<—) —dt:/ 0u-nu”_1du:0n[ = 6.
—c0 0 0 0 0 n+ 1 0 n + 1
Alltsa ar n
E @) = 0<0
(") n+1 <

och skattningen 83, . &r inte véntevardesriktig. Dock, skattningen

A n+1_, n+1

Bobs = n_obs = max(|m1|,_._,|xn|)

ir sadan att

A n+1 .\ n+l w_ntl n _
E(O)_E< a>_—n BO") ="~ —=0=0,

dvs &dr vintevérdesriktig.
11.17 Den stokastiska variabeln X har tidthetsfunktion
fx(@) =01 +2)""*, 2 >0,

dir mojliga virden pa parametern 6 #r 2, 3 eller 4. Nu #r

/_Z””f"(”’)d“’z/om“" AT = [(1 lzw]:o*/om T

- [ali(i)zll)r ) 1 T

E(X)

Med n = 2 observationer (z1,z2) = (0.2, 0.8) dr minsta-kvadratskattningen av 6 dr det virde som

- Q) = i(x,- —-E(Xy)? = (0.2 - ﬁ)Q + (0.8 - ﬁ)z

i=1
For de olika virdena pa 6 erhalles
Parameter Q(6)

0=2 0.68
0=3 0.18
0=4 0.24
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s& valet § = 3 ger minimum. Allts4, MK-skattningen av 6 &r 63, . = 3.

11.18 Lat X1, Xo, X3 beskriva mitningarna pa vinkeln AOC och X4, X5 pé vinkeln AOB. Modell: X;,..., X,
ar oberoende och

E(Xy1)=E(X)=E(X3)=061+6, E(Xy)=E(Xs)=6;

och V (X;) = 2. Minsta kvadratmetodens skattning av (6;,6-) ér det virde pa (6;,6) som minimerar

n

Q(61,65) =Y (3 — E(X3))> = (21— (61 +62))” + (32 — (61 +62))* + (w3 — (1 + 62))°

=1
+ (x4 — 91)2 + (x5 — 01)2-

Derivering med avseende pa 6, och 6, ger

0

6—91Q(01,02) = —2(.%'1 — (01 + 92)) — 2(1‘2 — (01 + 02)) - 2(:12‘3 — (01 + 02))
- 2(.’1)4 - (91) - 2(.’1)5 - (91)
5
= -2 [Z r; — 591 — 39;|
S QUOr,0) = 21 — (61 +6) — 2z — (6 + 62)) — 2o — (61 +02)

= —2[z1 + 22 + z3 — 361 — 365]

Satts derivatorna till 0 fas ekvationssystemet

501 + 30> = 21 + 20 + 23 + T4 + 25
301 + 30> = x1 + 2 + T3

med 16sningen

" i " T1+x2+ «
(el)ObS: 42 5 (02)obs:%_(al)obs-

b) Skattningen (67 )obs dr vintevirdesriktig ty
. 1 1 1 1 1.1

Vidare s& ar

E(63)

1 1 1 1 1 1
E{-Xi+-Xo+-X5-07)=-E(X -E(X -E(X3)—E (67
(30 + 30+ 3Xa—05) = 3B (X0 + 3B (X0 + 3B (X0) E(60)

1 1 1
= 3(91 + 02) + 5(01 + 02) + 5(01 +602) — 01 =6,

sd dven (0%)obs dr viintevirdesriktig.

¢) Skattningarna (0 )obs Och (03 )obs dr utfall av stokastiska variabler med varians

1 1.\ 1, 1, o
V)=V <2X4+ 2X5> = {oberoende} = 520 +t 530 = 5
respektive
. 1 1 1 . 1, 1., 1, s o a2 o?
V() = V<§X1+§X2+§X3—01) ={0ber.}:3—20 +§o +§g +(-1) \/(01):?_}_7

105



11.19 Lat x1, 2, 23 vara miitningar pa vinkeln vid B och x4, .. ., 27 de vid C. Minsta-kvadratmetodens skattning
av @ ar det virde pa # som minimerar

3 7

7
Z(-’Ei —BE(Xi))* =) (@i — 6>+ _(x;i — (90—96))

= (;1 —0)% + (z2 — 0)? i (z3 —0)? :
+ (x4 — (90 = 0))% + (x5 — (90 — 8)) + (26 — (90 — 6))* + (z7 — (90 — 6))?

Il

Q(0)

Funktionens maximipunkt hittas genom att derivatan sétts till noll.

3

d% ® = -2> (@—-60)-2> (90—z;—0)

i=1 i=4

—2(zy +za+ 23+ (90 —24) +---+(90—z7) —70) =0

Detta ger
. 1+ 22+ 23+ (90 —24) + -+ + (90 — z7)
obs = 7 )

eller, med siffror, 6%, , = 61.17. Minsta-kvadratskattningen av vinkeln vid C blir d4 90 — 61.17 = 28.83.

Skattningen beskrivs av stickprovsvariabeln

X1+X2+X3+(90—X4)+(90—X5)+(90—X6)+(90—X7)

0" =
7

Den har vintevirde

BY) — (X1+X2+X3 (90—X4)+(90—X5)+(90—X6)+(90—X7))

7
1 1
= — 4+ E(X3)+(90— E(X4)) 4+ -+ (90— E(X7))) == -70 =19,
7 H/—/ ~—— —— —— 7
=0 =0 =900 90—0

vilket innebér att skattningen 67, . &r vantevardesriktig. Vidare,

Vo) = V<X1+X2+X3+(90—X4)+(92—X5)+(90—X6)+(90—X7)>
= )V () DRV (K4 (1Y () = T
H—;Q_/ :;2_/ :;;/ =02

s& D (6*) = a/v/7T = 0.1/\/7 = 0.0378. Skattningen 90 — %, _ &r ett utfall fran en stokastisk variabel med
samma standardavvikelse.

11.20 Lat zy, ..., x, vara mitningarna av vaglingden 6. Dessa métvirden dr utfall av de oberoende stokastiska
variablerna X3, ..., X, dir E (X;) = 6. Minsta-kvadratskattningen av 0 &r det viirde pa 6 som minimerar

i=1

Med méitningarna

s |791 800 813 819 817
WD) | 2 1 2 3 1
fas ) . . . 1 1
— — 2 2 9 9 9
10000 @) = (@1 =0 + 5 (@2 —0)° + 5 (ws = 0)° + 5 (w4 = 0)° + S5 (25— 6)
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Losning av

d 1 1 1 1 47 47
== | — =2|= = - _ =t 210.9 — =
70 [10000 Q(H):| 2 |:4.CL'1 +.’132+4.CL'3+ 9.'L'4+.CL‘5 180:| |: 0.9 0:|

ger skattningen 6% = 210.9 - 18/47 = 80.77 Angstrom.

11.21 Ur observationerna 1, ..., Ty, fas att

1 & 1

Tr=— T, =—=-42=6
ny Py 7

och ur y1,...,yn, att

1 & 1

y = — Y = — - =2
N9 =1 4

Vidare si ar . )
s (i —3)* + 37 (i — 7)

5= n1+n2—2

en vintevirdesriktig skattning av o2. Den forsta summan beriiknas genom iakttagelsen att

ni ni n1

> (@i—3)?=) (27 —2Zz; +7°) = Y _af —mE =276-7-6> =24.

i=1 i=1 i=1

P4 samma sitt ir
ng
Dwi—9)?=) yi-my® =19-4-22=3
i=1 i=1
sé,
2 i (@i =T+ 302 (i —§)° _ 24+3 27

5= ny+ g — 2 “6+4-2_ 8

och s = /27/8 = 1.8371 &r en skattning av o.

11.22 Lat y(]) vara méitresultat ¢,4 = 1,...,n,imitserie j, j = 1,2, 3. Dessa modelleras som utfall av oberoende
stokastiska variabler Yi(j) dar Yi(j ) ar N(uj,0). Vantevardena pi, po, ps skattas med

g = Ly W —0.184
7 = 121 Ly =0.232
39 = LTLiu’ =0158

respektive. De tre méteserierna ger tre skattningar av o:

51 = \/n it 2o ( (1) —71M)2 = 0.018166
s2 = \/ D 1(9,(2) 72 = 0.016432
83 = \/n T 2ic ( ¥ — )2 = 0.016432

Variansskattningarna s?, s3 och s2 poolas samman till en skattning av o

2o (n—=1)s2 4+ (n—1)s2 + (n—1)s2 :s%+s§+s§ — 0.00029
nm=1)4+m-1)+(n-1) 3 ' ’

det vill sdga s = 0.017029 ar skattningen av o.

11.23 Lat z = 16 vara ett utfall av en binomialférdelad stokastisk variabel X, X &r Bin(n,p) dir n = 25.
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MUL-skattning: Den logaritmerade likelihoodfunktionen &r

in(z ) =tn (7)) + om0 + (- ) (1 - p)

sa losning av
T n—x 1 v — np]
p l-p pll-p

ger, da p(1 — p) # 0, att p = z/n. Alltsd, maximum-likelihoodskattningen &r p} . = z/n.

d
0= 2 In(LEr)

MK-skattning: Vintevirdet E (X) = np si minsta-kvadratskattningen av p dr det virde pa p som
minimerar

QP = (v - E(X))* = (z —np)™.
Eftersom (z — np)? > 0 med likhet om z = np fas skattningen p}, . = z/n.

Med vérden fas skattningen pk, . = z/n =16/25 = 0.64

b) Skattningen p*, . = z/n dr ett utfall av en stokastisk variabel med varians

“ 1) 1 _ p(1-p)
V(p)—V(ﬁX)—ﬁV(X)_ -

=np(1—p)

s& standardavvikelsen &r D (p*) = \/p(1 — p)/n.
c¢) En skattning av D (p*) = /p(1 —p)/n ir

\/pﬁbs(l ) _ \/0.64(1 —0.64) 0,096

och kallas medelfelet for skattningen pJ, .

11.24 Lat 27 och zo vara antalet firgblinda som forskare A respektive B har funnit. Vi ansétter modellen att
x1 och x5 dr utfall av oberoende stokastiska variabler X; och X, dir X; dr Bin(ny,p) = Bin(1000, p) och
X» dr Bin(ng, p) = Bin(2000, p).

Likelihoodfunktionen &r
ni T ny—x n2 T no—x
L) = pxa v, a1,2) = {oberoende) = px (epxaan) = (7)o L= pyms= (12 )1 = o=
1 2

sa den logaritmerade likelihoodfunktionen &r

In(L(p)) = In (("1) ("2)) + (21 + 22) In(p) + (ny +np — 71 — 72) In(1 — p).

1 D)
Losning av
d 1+ T2 (n1 +mn2) — (1 + T2) 1
0=% n(L(p)) » 1 o7 [(21 + 22) — (N1 + n2)p]

ger skattningen p}, . = (21 + z2)/(n1 + n2) = 201/3000 = 0.067. Notera att detta kan ses som att man
slar samman de tva observationsserierna till en och betraktar den relativa frekvensen av firgblinda i den
sammanslagna serien.

11.25 Lat x4, ...,x, vara antalet fartyg som passerat Helsingborg under tidsperioder av lingder ¢i,...,t,. Vi
ansétter modellen att x, ..., z, ir utfall av oberoende Poissonfordelade stokastiska variabler X,..., X,
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Likelihoodfunktionen blir

L()\) = px,,..x,(®1,...,2,) = {oberoende} = px, (1) - - - px,, (Tn) = %e_)‘tl ()\Z#e”‘t".
1- n-

Det A som maximerar L(\) #r samma A\ som maximerar

In(L(A) = (ziIn(A) + ziIn(t;) — In(z;!) — Mt;) .

i=1

Detta maximum bestims som det A som léser

0= di)\ In(L(\)) = i (5 -4) = %(é z',-) - (Z t,-)

vilket ger skattningen

Med de n = 3 observationerna,

Observationstid, ¢; | 30 30 40
Antal fartyg z; ‘10 12 18

fas skattningen A%, . = 40/100 = 0.40 fartyg per minut.

b) Skattningen A}, . dr ett utfall av en stokastisk variabel med varians

V)=V (#) = {oberoende} = % ZV (X;) = n)‘

Lz ti (e ta)” iz = i B
det vill séiga med standardavvikelse
D) = e = V2
DT

11.26 Lat z = 32 vara antalet bostadsstkande av n = 50 understkta som redan har en bostad. Ansétt modellen
att  dr ett utfall av en hypergeometriskt fordelad stokastisk variabel X . Lat N beteckna antalet personer
i bostadskd och p andelen av dessa som redan har en bostad.

Vintevirdet E (X) = np sd minsta-kvadratskattningen av p dr det virde pa p som minimerar
Q) = (& — BE(X))? = (z —np)”.

Eftersom (z — np)? > 0 med likhet om z = np fas skattningen p},, = z/n.

a) Med vérden fas skattningen p’, . = z/n = 32/50 = 0.64

b) Eftersom V (X) = np(1 — p)(N —n)/(N —1) dr skattningen p},, &r ett utfall av en stokastisk variabel
X

med varians . a )N
Ny (2) =~ _pl-pN=n
V(p)—V(n) nzv(X) n N-1’

Standardavvikelsen D (p*) = |/ 21=2) X=2 skattas dd N = 100 med

n 1

(1 =Pl N —n \/0.64(1 —0.64) 100 — 50
= = 0.048242
\/ n N-1 50 o—1 _ 048
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c) och d& N = 1000 med

* 1_ * — . —_ . -
\/pobs( Pins) N n_\/O 64(1 — 0.64) 1000 50:0_066197'

n N-1 50 1000 -1

11.27 Smiltpunktsmiitningarna z1,...,%,, modelleras som utfall av oberoende och likaférdelade stokastiska
variabler X1, ..., X, med vintevirde u = E (X;) och standardavvikelse 0 = D (X;). Véntevérdet skattas
med Z = 1 Y7, z; = 80.9 som &r ett utfall av X = L 3" | X; dar

V(X)=V <%in> = {oberoende} = %ZH:V(XJ — %2

i=1

s D (X) = o/y/n. Denna standardavvikelse skattas med d(X) = s/v/n = 0.3/v/9 = 0.1 och kallas for
medelfelet for z.

11.28 Mitningarna av konservburkarnas vikter, x1, . . . , £,,, modelleras som utfall av obeorende N(u, o)-fordelade
stokastiska variabler X1,..., X,,.

Maximum-likelihoodskattningarna av p och ¢ #r de parametervirden som maximerar funktionen

L(/J/a U) = le,---an (3317 s 73371) = {Oberoende} = fX1 (.’131) T an (.Zn)
1 1 2 1 1 2 1 1 «
— *m(ﬂilfﬂ) e —20—2(@[—”) =—_— - @ o x; — 2y
\/27rae \/27roe (V2mo)m Xp{ 202 z:zl( 2 }
Losning av
_0 _ 0 L S VR D U e P I
0= - In(L(uo) = 4 [ In(V2R0) = 7 3o = 1) ] = 2= e

ger p =17 da o > 0. Alltsd, ML-skattningen av p dr Z = 250.32. Losning av

n

0 = Zin(L0) = o [—nanE) ~nln(o) 5oy > (i - u)Q] =Y

i=1

Il
q‘l
|3
| — |
Q

[V
|
SHIE
B
I
=

[V
_ 1

vilket ger

i=1
som tillsammans med skattningen av u ger ML-skattningen av o &r

> (zi — 7)? = 2.1106.

1
n <
=1

11.29 Lat 2q,...,z, vara resultaten av mitningarna av kvadratens sida. Dessa antas vara utfall av oberoende
N(V/8,0)-fordelade stokastiska variabler déir ¢ ir kiind och @ #r kvadratens (okiinda) area.

Maximum-likelihoodskattningen av 6 &r det # som maximerar

L) = fxi,..x.(21,...,2n) = {oberoende} = fx, (1) - fx, (zn)
= L @R L —@a—vE?/20®
2o \V2mo
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Det dr samma 6 som maximerar

In(L(6)) = In (ﬁ Le—(zi—ﬁﬁ/zﬂ) —nIn(v27r0) — % i

—1 210

och detta maximum bestdms som 16sningen till

d 1 <& _
0= g5 m(LO) = 5 S (@i - V6) = 2\[02 (Z & n\/—) fa? (z-v9),

i=1

v
=nT

vilket ger v = 7 eller 6 = 72. Alltsa, ML-skattningen av 6 &r 8, = (7).

b) Skattningen 6 &r inte vintevirdesriktig eftersom
B =E(X") =V (X)+(E(X)" ==+ (VB =" +6#9,

men med Gops = 72 — 02 /n fas en vintevirdesriktig skattning.

11.30 Lat X beskriva antalet dragna kulor med olika firg tills tva med samma firg erhalles. Mojliga virden pa
X gesav Qx ={1,2,...,N}. (Notera att antalet dragna kulor &r X + 1.)

Hindelsen X = 1 dr att de tva forsta kulorna har samma firg, det vill siga P (X = 1) = 1/N. Hindelsen
X =k, k> 1 ar att de forsta k kulorna har olika firg och kula k + 1 har nagon av de tidigare k dragna
fargerna. Alltsa,

N N-1 N-(k-1) k N! k
PX=W=5" "7 "~~~ N @m-pm n bW
k st
Med utfallet = 3 blir likelihoodfunktionen
B N! z  (N-1)(N-2)3
L(N)_(N—a;)!Nz'N— N3

vilken #r avtagande for stora N. For olika virden pa N fas

N L(N)

3 0.22222
4 0.28125
5 0.28800
6 0.27778
7 0.26239
8 0.24609

Maximum ges med valet N = 5.

Anmirkning. Om man vill f& en uppfattning om var detta maximum ligger nigonstans kan man for
tillfsllet lata IV vara kontinuerlig i uttrycket W# Logaritmering och derivering ger att maximum

nas i det IV som loser

0= diN In(L(N)) = d?l\f [In(N —1) +In(N —2) +In(3) — 3In(N)] = —( ;V:Z ]; :/‘?)((Z — 2; v3)

det vill siga N = 3 + /3 = 4.73. Alltsa erhalls tillitet maximum da N =4 eller N = 5. Av dessa tva &r
L(N) storst da N = 5.
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11.31 De n = 10 observationerna (x1,¥1),- - -, (Zn,yn) modelleras som utfall av oberoende

2 2
Ko ] : [ e ay D _fordelade
Ny Uyz Uyy
stokastiska variabler (X1,Y1),..., (X, Ys). Vintevirdet p, = E (X;) skattas med Z = 4.899 och varian-
sen 02, = V (X;) skattas med s2 = 2.8254, det vill séiga D (X;) skattas med s, = 1.6809.

N(u,2)=N<

Vintevirdet u, = E (Y;) skattas med § = 13.617 och variansen o, = V (V;) skattas med s} = 17.674,
det vill séiga D (Y;) skattas med s, = 4.2041.

Kovariansen o2, = C (X;,Y;) skattas med

1 _ _ 1 (¢ _
Cay = EZ(% —o)(yi =¥ = —— (Z Tiyi — nwy) = 3.0966

i=1

2
s korrelationen p = —=*— skattas med

OzzOyy

Cay 3.0966

= = 0.4382.
sp5,  1.6809-4.2104

r=

Givet initieringen

r = 0.4382;
mx = 4.899; sx = 1.6809;
my = 13.617; sy = 4.2041;
korr = [];

kan foljande kodsnutt utféras 10000 ganger

n=10;

z1 = randn(1,n);

X = sx*zl+mx;

z2 = randn(1,n);

y = syx(r*zl + sqrt(1-r~2)*z2) + my;

korr = [korr (x-mean(x))*(y-mean(y))’/...
sqrt ((x-mean (x) ) * (x-mean (x) ) ’ * (y-mean (y) ) * (y-mean(y) ) ’)]1;

Detta ger 10000 skattningar av korrelationenen f6r stickprov om storlek 10 fran den (empiriska) tvadimensionella
normalférdelningen.

Dessa skattningar har medelfel

>> std(korr)

ans =
0.28731
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Ett histogram av 10000 korrelationsskattningar for stickprov
av storlek 10.

12.1 Lat X vara x?-fordelad med 24 frihetsgrader. Bestdm a sa att P (X < a) = 0.95. D& &r
005=1-P(X <a)=1-Fx(a) =1- Fx(x2.05)
det vill séiga a = x3 o5 = 36.415.

Bestdm b och ¢, b < ¢, sd att P(b< X <e¢) = 0.95. Vi antar att hindelsen X ¢ (b,c) ar sddan att
P(X <b)=0.025 och P (X >c) = 0.025.

D4 ar

0.025=1-P(X <c¢)=1-Fx(c) =1~ Fx (X3 025)
dvs ¢ = x3 925 = 39.364 och

0975=1—P(X <b)=1-Fx(b) =1 - Fx(xg.o75)
dvs b= X2 975 = 12.401.

12.2 Om Z, 7y, Z>, ..., Z, &r oberoende N(0,1) s dr

X=> 7
i=1
x2-férdelad med n frihetsgrader, X ~ x2(n). For Z &r
E(Z*)=V(2)+(E(2)*=1+0*=1

s,

E(X)=E <i22> :iE(Z?) =n.

Vidare, enligt ledning &r E (Z*) = 3 vilket medfor att
V(Z®)=E(z") - (E(2*)*=3-1"=2

och

V(X)=V (Xn: Zf) = {oberoende} = znjv (Z3) = 2n.

12.3 Om 7,7y, 2>, ..., Z, ir oberoende N(0, 1) sa dr

X= anzf
=1
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x2(n)-fordelad. Ur uppgift 12.2 &r
E(X)=n V(X)=2n,

och enligt centrala grinsvirdessatsen dr X approximativt normalférdelad, X dr approximativt. N(n, v/2n).
Det vill siga

X — 2 _ 2 _
1—<1>(,\a):a:P(X>X§):P< D> Xa ")m—cb("a ">

>
V2n V2n V2n
ger att )
Ay X Xo— M
V2n
eller

12.4 Lat X vara ¢(9)-fordelad. Bestim a s att P (| X| < a) = 0.99. D4 &r

0.99

P(IX| <a) = P(~a< X <a) = Fx(a) — Fx(-a) = Fx(a) - (1 - Fx(a))
= 2Fx(a) — 1.

Alltsé &r Fx (a) = 0.995 och
0.006=1-— FX (a) =1- FX (t0.005)

dvs a = t0.005 = 3.2498.

Med

fas b = t0.05 = 1.8331.

Med tabeller och korrekta avrundningsregler fas foljande

Kvantil o = 0.025

# decimaler A, =t, # frihetsgrader
1 2.0 28
2 1.96 473
3 1.960 4427
4 1.9600 27581

Kvantil a = 0.05

Kvantil a = 0.10

En béttre bild over hur ¢(n)-férdelningen nirmar sig normalférdelningen da n vixer fis av att betrakta
skillnaden t,(n) — A, som tal inte i antalet korrekta decimaler. Nedan visas skillnaden for vixande antal

frihetsgrader.
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# decimaler A, =t, # frihetsgrader # decimaler A, =t, # frihetsgrader
1 1.6 298 1 1.3 14
2 1.64 10412 2 1.28 247
3 1.645 10412 3 1.282 894
4 1.6449 15813 4 1.2816 8602
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Antal frihetsgrader, n

Skillnaden t9.10(n) — Ao.10 for viixande antal frihetsgrader.

12.5 Lat x beteckna antalet konfidensintervall som innehaller den dérfér avsedda konstanten. D4 ar x ett utfall
av en binomialfordelad stokastisk variabel X, X &r Bin(n,p), dir n = 15 dr antalet konfidensintervall och

p = 0.90 dr konfidensgraden for varje intervall.
a) Med X som Bin(n,p) = Bin(15,0.90) &r P (X =n) = p™ = 0.90'% = 0.20589.

b) Typviirdet k, det viirde som maximerar P (X = k), ir k = 14 da P (X = 14) = 15p**(1 —p) = 0.34315,
alltsa 14 av 15 intervall traffar och ett intervall missar.

12.6 Lat glodlampornas livslingder beskrivas av den stokastiska variabeln X med téithetsfunktion
1 —z/6
fX('CL-):Ee ,.Z'ZO

Detta &r exponentialférdelningen med intensitet 1/6, det vill siga véntevirde 6. Fordelningsfunktionen
arfort >0

t
0

t
Fx(f) = / (@) do = / Loettgy —1 - e,

Nu &r fér ¢ > 0 0 0
P(0<CX):P<X>E) :]_—FX (E) :e*(a/c)/azefl/c‘
Alltsa, med ¢ = —1/1n(0.975) &r P (6 < ¢X) = 0.975 och med ¢ = —1/1n(0.025) dr P (0 < c¢X) = 0.025.

Alltsa,
X

X
P—  <6<—— ) =095
(—1n(0.025) <O< —1n(0.975))

och ett 95% konfidensintervall for 8 ar
# < 0 < #
—1n(0.025) —1In(0.975)°
Med observationen z = 1000 erhalls intervallet

271.00 < 6 < 39498  (95%).

12.7 Konfidensgraden viljes fortfarande till 95%. Med ¢ = —1/1n(0.05) dr P (8 < ¢X) = 0.05 vilket ger

X
P|l—<6)=0.
(—ln(0.0S) < ) 095
och ett 95% konfidensintervall for 8 Ar .
—1n(0.05)
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Med observationen 2 = 1000 erhalls intervallet
333.81 <46 (95%)
eller, omformulerat, 6 € [333.81, co).

12.8 1. Ja. Enligt stora talens lag giller att andelen intervall som técker 6 gar mot P (8 € Iy(X1,...,X,)) =
1 — o da antalet intervall okar.

2. Nej. Intervallet Iy(z1,. ..,%,) dr konstruerat sé att P (0 € Ip(Xy,...,X,)) med sannolikhet 1 — «, inte
P(X; € Iy(X,...,Xn)).

3. Nej. Dels av samma anledning som ovan, dels for att observationerna &r utfall av stokastiska variabler
och alltsé inte sikert hamnar pa ett intervall eller inte.

4. Ja. Detta dr definitionen av konfidensgraden, P (§ € Iy(X1,...,X,)) =1—a.
12.9 Lat X beskriva resultatet av en avstandsmétning. Modell:
X = avstand + miitfel = p+ €

dir € dr N(0,0), 0 = 5-1073. Da & X N(u,0). Lat Xi,..., X, beskriva resultaten av n oberoende
avstandsmétningar med observerade vérden zi,...,o,. Vantevirdet u = E (X) skattas med Z som

beskrivs av X, dér
X & N (,LL, %) .

X —p

Alltsa ar

~ N(0,1
e~ O
s& med sannolikhet 1 — « &r
Aas2 < /\_/S < Aaj2

Med n = 4 observationer fas = 1132.155. Konfidensgrad 1 — a = 0.95 ger A\,/2 = Ao.025 = 1.9600 och
intervallet

10-3
=1132.155+1.96 5-10

g
— = 1132.155 + 0.0048999 95%
Jn Vi (95%)

Me.’ﬁﬂ:)\a/z

eller
1132.150 < p < 1132.160 (95%).

12.10 Lat =z1,...,x, vara utfall av oberoende N(u,o)-férdelade stokastiska variabler X;,...,X,, dir o = 2.
Vintevirdet u = E (X) skattas med Z som beskrivs av X, dér

XarN(u,%).

Alltsa &r -
X-—p
——— ~ N(0,1
ovm ~ MO
s& med sannolikhet 1 — « &r _
—H
Aas2 < <A
a/2 /\/ﬁ X Aa/2



eller, omformat, med sannolikhet 1 — o #r

— ag = g
X - )‘a/2ﬁ <p<X +)‘a/2ﬁ-
Med n = 4 observationer fis z = 45.2. Konfidensgrad 1 — a = 0.95 ger A\y/2 = Xo.o25 = 1.9600 och
intervallet 9
o
T+ Ayp—=452+1.96 — =45.2+1.96 95
eller

4324 < <4716 (95%).

12.11 Lat z, .. ., z, vara utfall av oberoende N(u+A, o)-férdelade stokastiska variabler X, ..., X,, dir o = 0.05
och A = 0.10. Om véntevérdet u+ A skattas med Z kan pH-halten u skattas med Z — A. Denna skattning
beskrivs av X — A, dér

= o
X-AsN (u =)
)
Alltsa ar _
a//n ’
s& med sannolikhet 1 — « &r _
X-A)—p
— <—FX< >
)‘a/Z > 0’/\/ﬁ > )‘a/z

eller, omformat, med sannolikhet 1 — o &r

g

(X—-4)- NG

o _
)‘a/Qﬁ Spu< (X —=A)+ Ay

Med n = 4 observationer fias Z = 8.2. Konfidensgrad 1 —a = 0.99 ger A,/2 = Ao.005 = 2.5758 och
intervallet
0.05

=(82-0.1)+2.5758 — =8.1+0.0644  (99%)

g
€(F—A)+ ),

NG
eller
8.0356 < u < 8.1644 (99%).

12.12 Konfidensintervallet for vinteviardet med konfidensgrad 1 — o ges av

g

T+ )\a/Zﬁa

det vill séiga har bredden
o

Li am=2X2—

n

\/_
Med konfidensgrad 1 — a = 0.90 fis \,/» = Ao.05 = 1.6449.

a) Vi soker n s& att L(0.90,n) = L(0.90, 5)/2 [alternativt L(0.90,5)/10].

g g
2Aa/2ﬁ = 2Aa/2ﬁ/2
ger \/n = 2/5, eller n = 4 -5 = 20. Med en tiondel sa brett fis v/n = 104/5 eller n = 100 - 5 = 500.
b) Vi soker n s att L(0.99,n) = L(0.90,5).

g

7

=2Xo.05

ag
2X0.005 /n



ger \/_ = \/5)\0_005/)\0_05 eller, med )\0_005 = 25758, n = 5()\0_005/)\0_05)2 = 12.26, det vill séiga 13
observationer.

c) Vi soker n sa att L(0.99,n) = L(0.90,5)/2 [alternativt L(0.90,5)/10].

o o
2)\0.005% = 2)\0.05%/2

ger \/ﬁ = 2\/5/\0_005/)\0_05 eller, med }\0_005 = 25758, n=4- 5()\0_005/)\0_05)2 = 49047, dvs. 50 stycken.
Med en tiondel s& brett fas n = (10)2 - 5(Xo.005/X0.05)? = 1226.2, dvs. 1227 stycken.

Notera att i denna losning utnyttjade vi aldrig det uppmiitta intervallet [7.02, 7.14] eftersom vi inte
behovde bestimma Z eller o.

12.13 Lat z1,...,x, vara avkastningen i ton under n = 10 dagar. Dessa modelleras som utfall av oberoende
N(u, o)-fordelade stokastiska variabler Xi, ..., X,. Alltsd ir X ~ N(u,0/4/n) och

X —
5/ \/7’_; ir #(n — 1)-fordelad

dir S? ges av

1 <« -
—1 Z(X’ -
=1

Saledes, med sannolikhet 1 — o &r

a 2 = a 25
vilket omskrivet ger att med sannolikhet 1 — « ar
- S S
X - a/2\/—<N<X+ta/2\/—

Med n = 10 observationer och konfidensgrad 1 — a = 0.95 fas ur t(n — 1) = t(9)-tabell att t, /> = t.025 =
2.26. Vidare berdknas

n

1« 1 A
—Z ; =17.51 32:n_12(xi—a?)2=0.1543

3

s =152 = 0.3929, sa konfidensintervallet blir

[LET £ty —==T7.51£0.281 = [7.229, 7.791]  (95%).

f

12.14 Fran uppgift 12.11 vet vi att

(X-A)—p
N(0,1
I 0,1
Standardavvikelsen o skattas med
J — x 2 = 0.042426
n— 1
s, _
(X S /f/)ﬁ_ B #(n — 1)-fordelad.

Med sannolikhet 1 — o &r

- o
(X_A)_ta/2\/—<,“<(X A)"‘ta/zT
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dar kvantilen ¢/, fas ur ¢(n — 1)-tabell.
Med n = 4 observationer fis T = 8.2. Konfidensgrad 1 —a = 0.99 ger t,/2 = t9.005 = 5.8409 och intervallet

0.042426
=(8.2—0.1) + 5.8409 ——— =8140.1239  (99%)

s
€(xz—A)xt,
pE(Z ) /2 \/Z

NG
eller
7.9761 < p < 8.2239 (99%).

12.15 MatLab-koden

n = 10;

mu = 12;

sigma = 2;

x = randn(n,1)*sigma + mu;

skapar n = 10 observationer z1,...,z, fran N(u, o)-fordelningen. Ett 95% konfidensintervall for u ges av

2 2
pETE1.96-— =12.618+1.96- —— =7 + 1.96- —— = 12.618 + 1.2396 = (11.378, 13.857).

Vi V10 V10

I detta fall ticker intervallet virdet p = 12.

Nar detta upprepades 1000 ginger kom i 962 av fallen intervallet att innehélla y = 12 och i 38 av fallen
det inte.

Med 2.5%-kvantilen 1.96 i normalférdelningen befanns 928 av de 1000 intervallen vara sidana att

S

12€z+£1.96-
V10
och 953 av samma 1000 intervall uppfyllde

S
12 € i‘ﬂ:to_ogs C—

V10

dar tg.925 bestdmdes ur t(n — 1) = £(9)-tabell till £y 925 = 2.2622.

12.16 Baserat pa observationer zi,...,z, av oberoende N(u,o)-fordelade stokastiska variabler ges ett konfi-
densintervall, med konfidensgrad 1 — a, for u av

s

_ _ s
z— ta/Qﬁ Spu<z +ta/2ﬁ-
Intervallet (T — s, T + s) har konfidensgrad dtminstone 99% om n &r sddan att tg.005/v/n < 1.
n tooos  to.oos/vVn n tooos to.oos/v7
2 63.657 45.012 8 3.4995 1.2373
3 9.9248 5.7301 9 3.3554 1.1185
4  5.8409 2.9205 10 3.2498 1.0277
5 4.6041 2.0590 11 3.1693 0.9556
6 4.0321 1.6461 12 3.1058 0.8966
7 3.7074 1.4013 13 3.0545 0.8472

Ur tabellen far vi att n > 11.
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12.17 Skattningen
1 n
2 _ =2
8= iél(xz z)

av o2 beskrivs av S? som #r sddan att (n — 1)S?/0? &r en x%(n — 1)-fordelad stokastisk variabel. Alltsd
kan man ur x?(n — 1)-tabeller bestimma kvantilerna x7_ /5 och X2 /o 54 att

n —1)52
P(Xfa/z < % Sxi/z) =l-a

eller, omformulerat, med sannolikhet 1 — o &r
_1)92
(n 21)5 <o’ <
Xa/2
Med n = 8 observationer och skattningen s = 5.2 fas ur x2(7)-tabell att X3 975 = 1.69 och xZ ¢o5 = 16.0.

(n —1)5?

2
X1—a/2

Alltsa ar ett 95% konfidensintervall for o2
_ 2 _ 2
m < o2 < % =112.01.

11.821 =
16.0
Motsvarande intervall fér o #r
3.44 =v11.821 < 0 £ v/112.01 = 10.6 (95%).
12.18 Lat z1,. .., %, vara furuplankornas uppmiitta lingder. Dessa modelleras som utfall av oberoende N(pu, o)-
., X,. Vintevirdet u skattas med Z som beskrivs av X som &r

fordelade stokastiska variabler Xj,.
N(u,o/+/n). Alltsé &r
X —
5 \/g #(n — 1)-fordelad.

och med sannolikhet 1 — o &r
X —
—tas2(n—1) < r\/g <tosa(n—1)

elleI, OInfOI HluleI at, IIled SallIlOllkhet ]. — Q ar
0(/2 \/H

Med observationer z1,...,%,, n = 16:
58 59 51 35 42 49 53 5.3
47 39 45 41 40 42 4.7 438

fas skattningarna
n
Z=-) xz; =46812
i=1

S|

n—1+4
=1

och
1 n
5= \l 3" (i — )2 = v0.46962 = 0.68529.

Med konfidensgrad 1 — a = 0.95 fas att t,/2(15) = t0.025(15) = 2.1314 och konfidensintervallet blir
(95%).

6852
009529 _ 46812+ 0.36517 = [4.3161, 5.0464]

€ 4.6812 + 21314 2992
# /16
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b) Vi vet att
(n—1)S?

= ar  x*(n — 1)-fordelad
om S? = L 3" (X; — X)? dir X; &r oberoende N(u, o). Alltsd ar

n—1

(n—1)8?

72§X§/2> =1-oq.

P (X%—a/2 S o

Med a = 0.05 fas ur x?(n — 1) = x?(15)-tabeller

-1)8?

P (6.26 < % < 27.5) =0.95.

Alltsa med sannolikhet 95% &r , ,
(n—-1)S <o’ < (n-1)8
27.5 6.26

Med skattningen s? = 0.46962 fés intervallet

(n—1)s? 5 _ (n—1)s?

20027 = ——F < <——=1.124
0.25627 o7 s S o < 6.26 9 (95%)

eller

0.50623 = v0.25627 < ¢ < v1.1249 = 1.0606 (95%).

12.19 Vi vet att (n —1)S?/o? &r x*(n — 1)-férdelad. Det vill séiga med sannolikhet 1 —a &r (n —1)5%/0? > %2
eller, omformulerat, 02 < (n — 1)S2/x2, alternativt,

(n —1)82
Xz

For n = 50 skruvar och 1 —a = 0.95 fas ur x2(n — 1) = x2(49)-tabell att x2 = x3.o5 = 33.93. Alltsa ges
ett 95% ensidigt konfidensintervall for o av

(n —1)s? \/(50 —1)(0.021)2  7-0.021
o< = = = 0.025.
Vo 33.93 V/33.93

12.20 Ett konfidensintervall for o ges av
n—1 n—1
3 8S0S 5=
Xay2 X1—ay2

vilket ger att

-1 -1
N —092=081 ———=112=121
X0.025 X1-0.025
Enligt anmirkningen (och uppgift 12.3) ar
X2~ n+ V2,
for stora n sa vi sdker n sa att
n—1 n—1
— = 0.81 och _ =—1.21.
n + v2nXo.025 n — vV2nXo.025

Den vinstra ekvationen har 16sningen n = 149.98 den hogra 16sningen n = 245.46.

121



12.21 Lat Xy,..., X, beskriva de uppmétta 6verhdjningarna for betongelement fran fabrik A och Y3,...,Y,,
motsvarande for fabrik B. Modell: alla stokastiska variabler #r oberoende och X; dr N(u;,0) och Y; &r
N(py,0). Da &r o

(X —Y) = (1o — piy)
S/=+

1
Ng Ty

t(ng + ny — 2)-fordelad,

dér
(ny —1)S2 + (ny, — 1)S;

S? =
Ng + Ny — 2

Alltsa ar med sannolikhet 1 — o

Med observationer
=181, s, =5.0,n, =9 y=14.6, s, =7.1, ny, =16

fas

ng —1)s2 + (ny, — 1)s2
s:\/(m )8z + (ny )y: 41.572 = 6.4476.

Ur t(ngs + ny — 2) = t(23)-tabeller fas att med konfidensgrad 1 — o = 0.99 &r t,/5 = to.005 = 2.8073 s&
konfidensintervallet blir

1
Ho =ty € 181~ 14.6 £ 2.8073- 644760 + - = 35754 (99%)

O =

eller intervallet [—4.04, 11.0].

12.22 Blodtrycksmétningarna fore och efter behandling sammanfattas i tabellen:

Person nr, ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Blodtryck fore, z; 75 70 75 65 95 70 65 70 65 90
Blodtryck efter, y; 8 70 8 80 100 90 80 75 90 100
Fordndring, w; =y; —2; |10 0 5 15 5 20 15 5 25 10

Vi modellerar z; som utfall av en N(u;,o1)-fordelad stokastiska variabel X;, 4 =1,...,n, och y; som ett
utfall av en N(p; + A, 09)-fordelad stokastiska variabel Y;, ¢ = 1,...,n. Parametrarna p; #r personens
blodtryck fore behandling och A #r den genomsnittliga behandlingseffekten. Blodtrycksférindringarna
w; = y; — x; ar utfall av oberoende N (A, o)-fordelade stokastiska variabler Wy,... , W,,i=1,...,n.

Vi skattar A med A% - = w = 11 och 0 med

1 n
— T2 = 7.746.
Sw J 1;1(11), w) 7.746

Ur t(n — 1) = ¢(9)-tabell fas att tg.925 = 2.2622 och ett 95% konfidensintervall for A ges av

s 7.746
A€iw+tygoys—=11+226- —— =11+5.5 (95%).
0.025 7 /10 (95%)
12.23 Métningarna z1, . . ., T, pa 16sningen med okiint pH-viirde modelleras av oberoende N(u+ A, o)-férdelade

stokastiska variabler X1, ..., X,,.
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Vidare, lat y1,...,y, vara de sex bestimningarna pa en 16sning med det kiinda pH-virdet 4.84. Dessa
modelleras som utfall av oberoende N(4.84 + A, o)-férdelade stokastiska variabler Y7, ...,Y,,.

En skattning av A &r A}, =7 —4.84 = 4.7 — 4.84 = —0.14. Detta &r en véntevéardesriktig skattning ty
E(A)=E(Y —-484)=E(Y) —484=484+ A —484=A.

Vidare sé &r )
V(@A) =V (Y -484) =V (V) = .

a) En skattning av p + A &r Z = 4.285 sa en skattning av p fas som p’ =z — A% - = 4.425. Denna &r
vintevirdesriktig ty

Ep)=E(X-A)=E(X)-EA")=(u+A)—A=p

b) Hir &r

o2 + o (n+m)o?
m  nm

V (u*) =V (X — A*) = {oberoende} =V (X) + (—1)°V (A*) =

n

sa D (u*) = O'\/%.
c) For att skatta D (u*) maste o skattas. Fran x1, ..., z, har vi skattningen
L &

55 = \l — ;(x — )2 = 0.072342

och fran yi,...,ymn har vi att o kan skattas med
— 1 < )2 —

8y = J — ;(yi —7)2 = 0.089443.

Bada dessa skattningar kombineras till s, dar
§? = (n—1)s3 + (m—1)s Yt @)+ Y (v —9)? — 0.0069625

(n-1)+m-1 n+m—2

s& s = 0.083442. Standardavvikelsen D (u*) = o4/ 2™ skattas med

o /T _ 0083442, /26 _ 0.053861,
nm 24

det vill siga medelfelet d(u*) = 0.054.

d) Ur t(n +m — 2) = t(8)-tabeller fis ty.025 = 2.306 och ett 95% konfidensintervall fér p ges av

[ € ptn, & to.02s d(p*) = 4.425 +2.306 - 0.053861 = 4.425 + 0.124  (95%).

12.24 QObservationerna z1,...,Z, och y,...,y, sammanfattas av tabellen:
Forare, 4 1 2 3 4 5
Forslitning décktyp A, z; 1.0 09 07 15 05
Forslitning décktyp B, v; 09 07 08 12 05
Forslitningsskillnad, w; = z; — y; 0.1 0.2 —-0.1 0.3 0
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De uppmiitta parvisa forslitningsskillnaderna wy,...,w, modelleras som utfall av oberoende N(u,o)-
fordelade stokastiska variabler Wy,..., W,, dir p miter hur mycket mer i genomsnitt A-dick slits &n
B-dack.

Parametrarna p och o2 skattas med

1 n
—Z ; = 0.10 respektive s2

n
Z w)? = 0.025

3

sd o skattas med s,, = v/0.025 = 0.1581.

Med n = 5 observationer wy,...,w, och konfidensgrad 1 — a = 0.95 fas ur ¢(n — 1) = t(4)-tabell att
tay2 = to.025 = 2.7764, s& det observerade intervallet for den genomsnittliga skillnaden i déckforslitning
blir

[E B+ by =0.10 +0.1963 = [0.0963, 0.2963]  (95%).

\/_

12.25 a) Observationerna 1, ...,T,, av levervirden for personer utan medicinering modelleras som utfall av
N(pz, o)-fordelade stokastiska variabler. Observationerna y1, . . ., yn, av levervirden for personer med be-
handling modelleras som utfall av N(u,, 0)-fordelade stokastiska variabler. Samtliga stokastiska variabler
forutsétts vara oberoende.

Med ny = 50 och ny = 25 erholl man
z=1482 y=151.7 s,=10.0 s, =8.0
sd skillnaden py — p, skattas med y —z = 3.5.

Standardavvikelsen o skattas med s déir

s (= DS+ (= 1) P (- 9+ T (= 9)° _
T T =D+ (a1 T — 88.164

s s = 9.3896. Eftersom D (Y — X) = a\/i sé &r medelfelet d(Y — X) = s, /7 + - = 2.3
Ur t(n1 + ng — 2) = t(73)-tabeller fas tg.925 = 1.993 och ett 95% konfidensintervall for p, — u, ges av
Wy —pz € (J—7) £to025d(Y — X) =3.5+£1.993-2.3 =35+4.5=[-1.08, 8.08] (95%).
b) Observationerna z1, ..., 2, av levervirden f6r personer fére medicinering och y1,. .., y, motsvarande
efter medicinering, sammanfattas av
n=25 T=149.0 y=150.9.

Forandringarna z; = y; — x; modelleras av oberoende N(pu, o)-fordelade stokastiska variabler Z1, ..., Z,.
Den genomsnittliga hojningen p skattas med z =y — z = 1.9 och o skattas med s, = 1.6.

Eftersom D (Z) = o/+/n sa &r medelfelet d(Z) = s.//n = 0.32.
Ur t(n — 1) = t(24)-tabeller fas tg.925 = 2.064 och ett 95% konfidensintervall for p ges av

1€ Z+tgoasd(Z) =1.9+2.064-0.32=19+0.66=[1.24, 2.56] (95%).

12.26 Observationerna zi,...,2,, av titanoxidhalten i det vil homogeniserade partiet modelleras som utfall
av N(u1,01)-fordelade stokastiska variabler didr oy = 0.02. Observationerna yi, ..., Y, av motsvarande
halter i ett simre homogeniserat parti modelleras som utfall av N(us, o2)-fordelade stokastiska variabler
dir oo = 0.05. Samtliga stokastiska variabler forutsiitts vara oberoende.
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Med ny = 10 och ny = 50 erholl man Z = 0.51 och g = 0.69 sa skillnaden ps — p; skattas med y—Z = 0.18.
Skattningen &r ett utfall av Y — X, dar Y — X ar N (,uz — p1, 4/ Z—g + %)

Ur N(0, 1)-tabeller fas Ag.o5 = 1.6449 och ett 90% konfidensintervall for ps — p1 ges av
p2 — 1 € (§ — %) £ Ao.os D (Y — X) = 0.18 & 1.6449 - 0.009487 = 0.18 & 0.0156 = [0.16, 0.20].

12.27 Lat z1,...,%,, vara utfall av N(u;,o)-férdelade stokastiska variabler och yi,...,y,, vara utfall av
N(us,0)-fordelade stokastiska variabler. Alla stokastiska variabler antas vara oberoende.

Skillnaden puy — pip skattas med 7 — g = 49.2 — 37.4 = 11.8. Vidare ér D(X =Y) = o/ 7= + - dér o

skattas med
_1)s2 -1) 2
oo \/(m )83 + (n2 — 1)s2 \/Z 2457 (i — ) _ 990,

(nl_]-) 2_]- ’I’L1+’I'L2—2

Alltsé &r medelfelet d (X —Y) = s,/ n% + n% = 1.10. Ur t(ny + ng — 2) = t(16)-tabeller fas tg.05 = 1.7459
och ett 90% konfidensintervall fér p; — o ges av

iy — p2 €T — 7t toosd(X —Y) =11.8+1.7459-1.10 = 11.8 £ 1.92 = [9.88, 13.7] (90%).

12.28 Observationerna x1, . .., Z,, ir utfall av N(u, o1)-férdelade stokastiska variabler dir oy #r kiind.
Ett 95% konfidensintervall for pu; baserat pa ny = 5 observationer ges av

_ 01 _ o1
+ Xg.oss—— =T +1.96— = (1.37, 1.53) = 1.45£0.08
p €T 0.025 s z ( ) )

NG
vilket ger £ = 1.45 och o1 = 0.08\/5/1.96 = 0.091268.
Observationerna yi, . . ., Yn, dr utfall av N(usq, o2)-fordelade stokastiska variabler dér oy &r kéind.

Ett 95% konfidensintervall for ps baserat pa ns = 7 observationer ges av

_ a _ (X
pe €5 £ ,\0,025—;2 =j+ 1.96727 =(1.17, 1.29) = 1.23 £ 0.06

vilket ger § = 1.23 och o5 = 0.06/7/1.96 = 0.080992.
Skillnaden p; — po skattas med T — § = 0.22. Skattningen #r ett utfall av X — Y, diir X — Y ar

0'2 0'2
Ni{p—p2, 2+ 32 )

Ett 95% konfidensintervall for u; — s ges av

2 2
p — p2 € (T — ) £ Ao.o2s Z—l + % =0.22+1.96-0.05102 = 0.22 £ 0.10 = [0.12, 0.32].
1 2
12.29 Lat x4, ..., z, varastudietiderna f6r de n = 25 personerna som understkts. Dessa modelleras som utfall av

oberoende och likafordelade stokastiska variabler X7, ..., X, med E(X) = poch D (X) = o. Vintevirdet
skattas med Z = 49.3 och 0 med s = 9.3. Skattningen Z har medelfel s//n = 1.86.

Med Centrala gransvirdessatsen &r ».1* | X; approximativt normalférdelad och séledes &r X approxima-
tivt N(u, o/+/n). Ett konfidensintervall for p ges av

WETE Ago2s— =49.3+1.96-1.86 = 49.3 + 3.65 = [45.654, 52.946] (=~ 95%).

\/ﬁ
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12.30

12.31

12.32

Lat z1,...,2n, n = 30, vara de uppmitta fororeningshalterna uppstréms och yy,...,y,, r = 40, mot-
svarande nedstroms. Vi ansétter modellen att z1,...,%, ir utfall av likaférdelade stokastiska variabler
X1,...,X, med E(X) = p, och D(X) = 0,. Pa motsvarande sétt dr yi,...,y, utfall av likaférdelade
Yi,...,Y, dir E(Y) = py och D (Y) = o,. Alla stokastiska variabler forutsitts vara oberoende.

Skillnaden gy — 1, skattas med y —z = 86.1 —13.2 = 72.9. Skattningen y —z &r ett utfall av en stokastisk
variabel ¥ — X med standardavvikelse D (Y — X) = 1/ § + % Alltsé har skattningen 3 —  medelfel

I /5 387)2  (2.80)°
d(Y—X)z\/Ty+%w=\/( 40) 4! 30) = 6.1403.

Med Centrala grinsvirdessatsen dr Z?:l X; och Zzzl Y; approximativt normalférdelade och saledes ér

> x> 0'2 a . as .
Y — X approximativt N (py — Pz, \ E + %) Ett konfidensintervall for skillnaden p, — u, ges av

52 2
fty — Ha € § — £ Noo25/ <t %“” =72.9+1.96-6.1403 = 72.9 + 12.04 = [60.87, 84.94] (= 95%).

Av n = 600 undersokta enheter befanns x = 24 vara felaktiga. Om partiet 4r mycket stort kan vi modellera
z som ett utfall av en binomialférdelad stokastisk variabel X, det vill siga X dr Bin(n, p) dér p dr andelen
felaktiga enheter i partiet.

Vi skattar p med p}., = «/n = 0.04. Skattningen p?, . beskrivs av p* = X/n som har

o 1) _ 1 _p(l1—p)
V(p)_v(ﬁx>_n—2V(X)_T
np(1—p)

och standardavvikelse D (p*) = \/p(1 — p) /n. Medelfelet for skattningen pf, &r

. Dl (1= Dl 0.040(1 — 0.040
d(p)=\/ b(n b)=\/ (600 ) — 0.008.

Eftersom V (X) = np(1 — p) skattas med np}, (1 — pk,) = 23.04 vilket &r storre #n 10 kan bino-
mialfordelningen approximeras med normalférdelningen. Alltsa &r &dven p* = X/n approximativt nor-
malférdelad. Med 1 — a = 0.95 &r A 2 = Ao.025 = 1.96 och ett konfidensintervall for p ges av

P € Plis £ Aoo2sd(p*) = 0.040 & 1.96 - 0.008 = 0.040 = 0.0157 = [0.024, 0.056] (~ 95%).

Lat X vara Bin(n,p) och p* = X/n vara den stokastiska variabel som besrkiver skattningen p}, . = z/n
av p. Antag att V (X) #r sa stor att normalapproximation av binomialférdelningen &r tillimplig. Da ges
ett approximativt konfidensintervall for p av

* 1-— *
p€p0bsi’\a/2 I%:p :EA(p)

dar A(p) = Aa)2 @ ar halva bredden av konfidensintervallet. Bredden kommer séledes att bero pa

p. Losning av
d

dp

ger p = 1/2 och kontroll av andraderivatan ger att detta ir ett maximum. Alltsd dr p(1-p) < $(1-1) =1

for 0 <p<1och
/p(1—p) /1
A(p) = < — =A.
(p) A04/2 n > )‘a/z an
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Omformat fas att
)\2
n= a/2
4A2

observationer ger ett konfidensintervall vars halva bredd A(p) ar hogst A.

For att erhalla ett 95% konfidensintervall sadant att |p — pk, | < 0.005, det vill siga p € p%, , +0.005 viljs
A =0.005 0och 1 —a=0.95. Da &r A,/ = 1.9600 och

1.962

= 20005 ~ SBAL6

n

dvs med minst 38416 observationer fas ett konfidensintervall med 6nskad precision.

Med kunskap om att p < 0.04 kan man utnyttja att p(1 — p) r véixande pa intervallet [0, 1) och

10.0384
= Aoz 0.038 — A
n

p=0.04

p(1—p)

A(p) < )‘a/2

Omformat fas att )
Ao/20-0384 1962 .0.0384

A2 B 0.0052
dvs 5901 observationer ger ett konfidensintervall vars halva bredd A(p) dr hogst A = 0.005 da p < 0.04.

= 5900.7

(Med 5901 observationer maste p > 0.0016975 for att V (X) > 10 och normalapproximationen vara
tillaten.)

12.33 Lat x1 och x5 vara antalet sympatisorer med det borgerliga blocket i oktober och november. Vi modellerar
21 och x5 som utfall av oberoende binomialfordelade stokastiska variabler X och X, dédr X; dr Bin(ny,p1)
och X, ar Bin(ng,p;). Forandringen p, — p; skattas med (pa)%,s — (P1),s = 0.456 — 0.465 = —0.009.
Eftersom

p2(1 — p2) + pi(1—p1)
no 1

V (55 — p) = {ober.} = V (5) + (~1)>V (4}) = niv (X2) + niv (X)) =

fas medelfelet for (ps2)3s — (P1)5ys till

d(p5 — p1)

(p2)*p (1 — (p2)70) N (P1)is (1 — (P1)5s) \/0.456(1 — 0.456) . 0.465(1 — 0.465)
no n - 1689 1704

0.017113.

Varianserna V (X;) = nip1(1—p1) och V (X3) = nopa (1 —p2) skattas med ng (p1)%,s(1—(p1)k,,) = 423.91
respektive np(p2)i (1 — (p2)k,s) = 418.98. Eftersom bada &r stoérre &n 10 (med rage!) kan binomi-
alférdelningarna approximeras med normalférdelningar och &ven p3 — pi kan antas vara approximativt
normalférdelad.

Med 1 —a = 0.95 fas Ay/2 = Xo.025 = 1.96 och ett konfidensintervall for fordndringen ps — p1 ges av

P2 — D1 € (D2)%hs — (P1)7he £ Ao025d (P} — p7) = —0.009 & 1.96 - 0.017 = —0.009 + 0.0335 (= 95%).

12.34 Lat x = 36 vara antalet defekta bland de n = 1000 understkta enheterna. Vi modellerar z som ett utfall
av en hypergeometriskt fordelad stokastisk variabel X, X &r Hypergeo(N,n,p) dir N = 100000 och p &r
andelen defekta.

Andelen p skattas med p¥, . = z/n = 0.036. Eftersom V (X) = np(1 — p)(N —n)/(N — 1) skattas till

N —
npipe(1 — p:bs)N—_le = 1000 - 0.036(1 — 0.036) - 0.99 = 34.357
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vilket #r storre #in 10 kan den hypergeometriska fordelningen approximeras med en normalférdelning och
dven p* = X/n dr approximativt normalférdelad. Medelfelet for p, . &r

i) = \/Pobs(l — Do) N-n \/0.036(1 —0.036) 00— 0 0058615,

n N—-1_ 1000
Med 1 —a = 0.95 fas Ay 2 = Ao.025 = 1.96 och ett konfidensintervall for andelen defekta p ges av

D € Pips £ Ao.025d(p*) = 0.036 £ 1.96 - 0.0058615 = 0.036 = 0.0115 (=~ 95%).

b) Det totala antalet defekta i partiet Np skattas med Npj, = 3600. Denna skattning har medelfel

* p*bs(l _szs) N-n
Np*) = N4/ =2 . = 1
d(Np*) \/ - ~— = 386.15

Ett konfidensintervall fér antalet defekta ges av

Np € Nptp, % Ao.025d(Np*) = 3600 & 1.96 - 586.15 = 3600 & 1149 (= 95%).

12.35 Lat X vara Hyp(IV,n, p) och p* = X/n vara den stokastiska variabel som besrkiver skattningen p}, . = z/n
av p. Antag att V (X) &r sa stor att normalapproximation av den hypergeometriska fordelningen &r
tillimplig. D& ges ett approximativt konfidensintervall for p av

pl—-pN—-n
n N-1

pEe p;bs + )‘a/2
Om forskare F' skall fa ett konfidensintervall av samma bredd skall n’ viiljas s& att

\ \/p(l—p)N’—n’:/\ pl—p)N—n
e I O T e A

det vill sidga
NI
n' = TN=n = 224.89.
— N —1)+1
nN — 1( )+

Alltsa undersskningen bor omfatta 225 personer.

For forskaren F"' bér urvalsstorleken
"
n" = N = 249.13.

1N -—-n
nN—l(N”_l)+1

vara minst 250 personer.

12.36 Lat x = 400 vara antalet bilar som passerar under ett tidsintervall av lingd ¢ = 10. Vi ansétter modellen
att ¢ ar ett utfall av X som &r poissonfordelad med vinteviirde At = 10A. Om At > 15 sa dr X approx-
imativt N(Xt,v/At). Hir skattas vintevirdet A\t med 2 = 400 s vi antar att normalapproximation &r
tillimplig. Ett konfidensintervall fér At med konfidensgrad ~ 1 — a = 0.95 ges av

10X € & =+ Ag.025d(z) = 400 + 1.96v/400 = 400 + 39.2 = (361, 439).

Ett konfidensintervall for A blir sdledes

400  1.96+/400
Ae T+ T

=404+3.92 = (36.1, 43.9). (~
. I 0+3.92= (361, 43.9).  (~95%)
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12.37 Lat xq,...,z, vara antal samtal under det aktuella tidsintervallet fér de olika dagarna. Dessa mo-
delleras som utfall av oberoende Poisson(u)-fordelade stokastiska variabler Xi,..., X,. Parametern y
(viantevirdet) skattas med

tops = T = 100.88 samtal.

Skattningen beskrivs av

dir

Ar Poissonfordelad med vintevirde
EY)=E(X;+---+X,)=EX1))+ -+ E(X,) =nu

som skattas med ) z; = 807 vilket &r storre &n 15 med rage. Alltsd kan Poissonfordelningen for Y
approximeras med normalfordelning, men da &r dven X approximativt normalférdelad. Alltsa,

X #r approximativt N (/,L, \/g)
Ett konfidensintervall for m med konfidensgrad approximativt 1 — a = 0.95 ges av

j €T+ Aot/ = = 100.88 + 6.9599 = [93.9, 107.8] (= 95%).

)

12.38 Med X_ = min(X4,...,X,) som ett minimum av oberoende N(u,o)-fordelade stokastiska variabler
Xi1,...,X,. Da ar

P(X_>p = Pmin(Xy,...,Xpn)>p) =P (X1 >u,.. > u) = {oberoende}

, Xn
= P >p) P (Xa>p)=(1- (

N | =
\_/

P4 samma siitt ar

8
1 1 1
PX_<p<X)=1-PHX-2p}U{Xy Spp) =1- 0 -0 =1- oy

Alltsd &r (z_, z4) ett konfidensintervall for 4 med konfidensgrad 1 — 57=.

12.39 Fran uppgift 8.7 himtas de n = 20000 simulerade observationerna z1,..., %z, som ir utfall av Frechét-
fordelade stokastiska variabler (med vintevirde 1.0655).

D& n &r stort &r enligt Centrala grinsviirdessatsen y ., ; ett utfall av en approximativt normalférdelad
stokastisk variabel och s& dven z = L 3" | z; = 1.0653.

Variansen 02 = V (X) skattas med s> = 0.0201. Ett konfidensintervall for y = E (X), med konfidensgrad
~1—a=95%, ges av

/0.0201
€T+ Ayjp—= = 1.0653 % 10629208 _ 4 065+ 0.002 = (1.063, 1.067) (= 95%).
vn /20000

Notera att detta konfidensintervall kom att ticka vintevirdet.

12.40 Fran uppgift 8.6 har vi att
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>> z = sum(2%x <= y."2)
z i

2340

gav en skattning av p som var p, . = 2340/10000 = 0.2340. Antalet par, z, sadana att 2z < y? ar ett utfall
av en stokastisk variabel Z dir Z dr Bin(n,p) med n = 10000. Variansen V (Z) = np(1 — p) skattas med
nPans(1 — Dlps) = 1792.4 vilket &r stérre &n 10 med rage sa binomialférdelningen kan approximeras med
en normalfordelning vilket ger att dven p* = Z/n &r approximativt normalférdelad, p* dr approximativt

(o).

Ett konfidensintervall fér p, med konfidensgrad ~ 1 — a = 99%, ges av

p;bs(l — p;bs)

- = 0.2340 &+ 2.5758 - 0.0042337 = 0.234 £ 0.011 = (0.223, 0.245).

P € Pops T Aa/2

Notera att detta konfidensintervall kom att técka p = 31% = (0.2357.

13.1 Lat x vara antalet ganger som Pal svarar ritt.

a) Om Pal chansar ansiitter vi modellen att #ir z ett utfall av en binomialférdelad stokastisk variabel X,
X ar Bin(n,p) med n = 15 och p = 0.5.

b) I binomialférdelningen dr

15

P(X>11)= " (:)pk(l — p)"F = 0.05923.
k=11

Om man har tillgang till férdelningsfunktionen for binomialfdrdelningen kan sannolikheten erhéllas enligt

P(X>11)=1-P(X <11)=1-P (X <10) = 1 — Fx(10) = 1 — 0.94077 = 0.05923.

13.2 Om P4l chansar anséitter vi modellen att antalet ritta svar, z, ir ett utfall av en binomialférdelad
stokastisk variabel X, X #r Bin(n,p) med p = 0.5.

Per forkastar hypotesen att Pal chansar om utfallet n observeras. Da Pal chansar &r sannolikheten for

detta .
o= L

For att fa signifikansnivd o < 107° skall n viljas sd att 5= < 107 eller n > 61n(10)/In(2) = 19.9.
Alltsé, gor n = 20 forsok. Signifikansnivan blir d& 1/2" ~ 9.54 - 10~ 7.

13.3 Om Petter har ESP ansitter vi modellen att antalet ritta svar, x, dr ett utfall av en binomialférdelad
stokastisk variabel X, X dr Bin(n, p) med p = 0.80. Om Petter har ESP &r chansen att Per blir évertygad

n

P(X=n)= ( )pn(l —p)" " =0.8%0 = 0.0115.

n

13.4 Lat X beskriva en glodlampas lystid i timmar. Med modellen att X #r exponentialfordelad med vintevirde
6 > 0 har X téthetsfunktion

fx@) = 5o, w0,
Fordelningsfunktionen for X blir da for ¢ > 0

t t
Fe()=P(x <= [ fx@do= [ el dr=1-e 1V
—0o0 0
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a) Ekvationen @ = P(X <a) = Fx(a) = 1 —e~%% ger a = —In(1 — a) och med § = 1000 erhalls
a = -10001n(1 — a).

b) Med @ = 0.05 &r a = —10001n(1 — 0.05) = 51.293. Testet som forkastar hypotesen § = 1000 till forméan
for hypotesen 6§ < 1000 om x < 51.293 har signifikansniva 5%. Hir dr x = 75 och hypotesen 8 = 1000
forkastas ej.

c) Med z = 50 < 51.293 forkastas hypotesen § = 1000 pa niva 5% till forman for hypotesen 6 < 1000.
d) Om a viljes sd att a =z =45 &r
P(X <a) =Fx(a) =1—e"%% =1 — ¢ 45/1000 _ ( 044003.

Alltsa, den ligsta signifikansniva hypotesen § = 1000 kan férkastas pa, givet observationen z = 45, #r
4.4%.

13.5 Lat x vara antalet spel till forsta vinst. Vi modellerar x som ett utfall av den fig(p)-fordelade stokastiska
variabeln X, det vill séga
pX(k):(]_—p)k_lp’ k:172737"'
D4 ar
P(X > k)= (1-p)k, k=0,1,2,3,...

Med Hg : p = 0.2 och H; : p < 0.2 sa forkastas Hy till forman for H; for stora virden pa x. Med
forkastelseomrade {z,z + 1,2+ 2,..., 2} ir signifikansnivan for testet

P(X >z|Ho) = P(X >z —1Ho) = (L—p)" *| _,, = (080",

Med utfallet x = 11 forkastas Ho pa (ldgsta) signifikansniva
P (X > 11|Hy) = P (X > 10|Hp) = (0.80)'° = 0.1074.
Alltsa, vi forkastar inte Hy pa niva 10%.

13.6 Med z1,...,z, som utfall av oberoende N(pu, o)-fordelade stokastiska variabler X7, ..., X, ir Z ett utfall
av X som #r N(u, o /+/n)-fordelad. Ett test av

Hy : p=0.5 (oskyldig) mot Hj:u > 0.5 (skyldig)

gors pa signifikansnivd a = 1% om Hy forkastas d& Z > 0.5 + Ag.010/+4/n. Eftersom signifikansnivan
begrinsar sannolikheten for fel av forsta slaget, P (Forkasta sann Hy) < «, kommer sannolikheten for att
en oskyldig person forklaras skyldig vara hogst 1%, dvs alternativ 2 &r en riktig tolkning.

T alternativ 3 beskrivs sannolikheten for fel av andra slaget, det vill siga P (ej férkasta falsk Hy) och den
begrinsas inte av signifikansnivan. Alternativ 1 och 4 ger betingade fordelningar pa rummet {skyldig, oskyldig},
vilket inte modelleras i uppgiften.

13.7 Vi modellerar de uppmétta planklingderna z1,. .., %, som utfall av oberoende N(pu,o)-férdelade stokas-
tiska variabler Xi,...,X,. Vi vill testa hypotesen

Hy:0=04 mot Hy:0#04
pé signifikansnivd o = 0.05.

Alternativ 1. Med skattningen s = 0.46962 fas ett konfidensintervall fér ¢ med konfidensgrad 1 —a =
0.95 av (uppgift 12.18b)

_1 2 _1 2
0.50623 = /(P o [(n—1)s

=1. .
215 — 6.26 0606 (95%)

Eftersom 0.4 inte ingar i intervallet férkastas Hy : o = 0.4 till forman fér H; pa riskniva a = 0.05.
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Alternativ 2. Vi forkastar Hy da s dr mycket storre eller mycket mindre &n 0.4, alternativt da

(n —1)s?
0.42
dr valdigt stor eller vildigt liten. Da Hy &r sann sa ar
—1)82
(noﬁ)s en x?(n — 1)-fordelad stokastisk variabel.

Alltsa, med a = 0.05 sa &r

(n—1)8?
20 < ——— <275 ) =0.95.
P(626_ 0z <275 0.95
Vi forkastar Hy till fsrman for Hy om vi observerar att (n — 1)s%/0.4%2 mindre &n 6.26 eller storre
an 27.5. Har: ( )2
n—1)s
—— =44.02
0.42 027
sa Hy forkastas pa niva a = 0.05.
13.8 Vi modellerar den uppmitta grumligheten x1,. .., %, som utfall av oberoende N(u, o)-fordelade stokas-

tiska variabler X;,..., X, dir o = 0.2. Vi vill testa hypotesen
Hy:p=40 mot H;:p>4.0

pa signifikansniva a = 0.05.

Alternativ 1: Vi forkastar Hy for stora viirden pa Z, alternativ, da ( — 4)/(o/+/n) &r stor. Da Hy &r
sann dr

X -4
a/\/n

sa P (()_( - 4)/(0’/\/5) > )\0_05|H0) = 0.05.
Alltsd, Hy forkastas om (T —4) /(o /\/n) > Xo.05. Hir dr A\g05 = 1.6449 och T = 4.1 och
F-4  41-4
o/vn  0.2//10

sa Hy forkastas ej pa niva 5%.

~ N(0,1)

= 1.5811 < Ag.05,

Alternativ 2: Vi forkastar Hy for stora virden pa Z. D4 Hy &r sann &r

P> aim) =p (k> Tk m) =1 (700

Med observationen Z = 4.1 fas att den ligsta signifikansnivan Hy kan forkastas pa ar

_ 41-4.0
P(X>41Hy) =1-& (=22 ) 1 — & (1.5811) = 0.056923 > 0.05.
( o) (0.2/\/10) ( )

Allts kan vi inte férkasta Hy pa niva 5%.

13.9 Teststorheten

ir normalfordelad med viantevirde

()_(—4)_E()_()—4_p—4
o/yn)  olyn olyn
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och varians

Styrkefunktionen blir da

X -4 X
h(/J,) = P (FC')rkasta H()) =P (0‘ > A0.05> =P <— > A0.05 +

= 12 (o + 5.

-
1

0.9 -
0.8 -
30.7*
E 0.6
:-E 0.5
S oaf
@ 0.3
0.2
0.1F
0 1 1 1 |
3.9 4 4.1 4.2 4.3
Styrkefunktionen h(u), det vill sl';'ga sannolikheten att forkasta
Hj som funktion av u.
— 4-38 \ _ 1 _ _ L 10-7
h(38) = 1-(1.6449+ 128) =1 - ®(48071) =7.7-10
_ 4-43 \ _ —
h(43) = 1-@ (1.6449 + W—m) =1 — & (—3.0986) = 0.99903.
13.10 Lat z1,...,z, vara de uppmitta sméltpunkterna. Vi modellerar x;, ..., z, som utfall av oberoende och

likafordelade stokastiska variabler X1, ..., X,, dir
X = smiéltpunkt + métfel = p + €
dir € dr N(0,0), 0 = 2.3. Da dr X; N(u,0). Vi vill testa:
Hy:pp=po =1050° mot Hi:p# po
pa niva o = 0.05.

Vi forkastar Hy for stora virden pa |Z — uol, alternativt stora virden pa |z| dér

Z — Mo
y =

~o/vn

som da Hy &r sann dr ett utfall pd Z, en N(0, 1)-fordelad stokastisk variabel.

Alternativ 1: Alltsa, om Hy dr sann sa dr P (|Z| > )‘a/2) = a. Med a = 0.05 &r A,/, = 1.96 och vi
forkastar Hp till forman f6r Hy om vi observerar ett utfall |z| > 1.96. Hir fas

,_T—po _10509-1050 _ . o

Co/vn 23/V10

sa Hy forkastas ej till forman for H; pa niva a = 0.05.

133



Alternativ 2: Vi observerar utfallet

b, = T — Lo _ 1050.9 — 1050 — 1.2649.
a//n 2.3/1/10

Om H, dr sann dr
P (|Z] > 1.2649) = 2(1 — ® (1.2649)) = 0.2059

s& den lagsta signifikansniva vi skulle forkasta Hy pa &r 0.2059, det vill sdga vi forkastar inte Hy pa
niva 5%.

Styrkefunktionen hA(u) kan bestimmas som

h(p)

X —
P (forkasta Hy) = P (‘ Ko

)_( - No
=1-P| -
> ) =P (A S T <)

—p_X—p Po — p
1—-P A < <A —_—
( w2t G S GTm Shant )

R )

Il

Vi berédknar

h(1051) = 0.27968  h(1053) = 0.9848.

Styrkefunktion, h(u)
(=] o (=] o o j=1 o
[ T T T = T

=
o

0.1

0 Il Il Il Il Il J
1047 1048 1049 1050 1051 1052 1053

"
Styrkefunktionen h(y), det vill siga sannolikheten att forkasta
Hj : p = 1050° som funktion av p.

13.11 Testet
HO p= 1 H1 ) <1

som forkastar Hy da Z < 1 — 2)A,/+/n har signifikansniva « da 1, ..., z, ir utfall av oberoende N(u, 2)-
fordelade stokastiska variabler.

Vi soker n sa att B
P (X <1-2X\/v/n) >0.99
da = 0. D4 p =0 &r X N(0,2/+/n)-fordelad och

0.99§P<)_(<1—/\a%> :P(% < %—,\Q) =@(ﬁ—AQ)
Men 0.99 = & (Ag.01) 58

1
Qo1 £ 45— = A

2/v/n

eller
n >4 Moot + o)’ = 4(2.3263 + 1.6449)° = 63.082.
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Alltsa, tag 64 eller fler observationer for att erhalla dnskad styrka.

13.12 Om o inte &r kiind sa skattas den med stickprovsstandardavvikelsen s = 2.028.
Vi forkastar Hy for stora viirden pa |Z — uol, alternativt stora virden pa |t| dir

‘= T — o
s/\/n
som da Hy &r sann dr ett utfall av en t(n — 1)-fordelad stokastisk variabel T'. Alltsd, om Hy dr sann

s& ar P (|T| > ta/2) = a. Med a = 0.05 &r t,/, = 2.2622 och vi forkastar Hy till forman for H; om vi
observerar |t| > 2.2622. Hir fas

4 T o _ 1050.9 1050
s/v/n 2.028/+/10

sa Hy forkastas ej till forman for H; pa niva a = 0.05.

= 1.4345

13.13 Ur uppgift 12.24 fis att ett konfidensintervall for den genomsnittliga forslitningsskillnaden p dr

[t € B £ty % = 0.10 + 0.1963 = [0.0963, 0.2963]  (95%).

Sw
Vn
Eftersom p = 0 inte dr ett orimligt virde pa forslitningsskillnaden, 0 ingar i konfidensintervallet, kan inte
hypotesen Hy : u = 0 forkastas till forman for Hy : pu # 0 pa niva 5%.

13.14 Mitningarna av tyngdkraftsaccelerationen 1, ..., %, besrivs av oberoende N(g, o)-fordelade stokastiska

variabler Xi,...,X,. Skattningen av g, £ = 972 &r ett utfall av X som #r en N(g,o/+/n)-fordelad
stokastisk variabel.

Alternativ 1: Vi forkastar Hy : g = 981 till formén for Hy : g # 981 for stora virden pa [t dar
,_Z-981
 s/vn

som om Hy #r sann &r ett utfall av en ¢(n— 1) = ¢(17)-fordelad stokastisk variabel. Ur #(17)-tabeller
erhdlls att t,/, = to.02s = 2.11. Testet som forkastar Hy till forman for H; da |t| > 2.11 har
signifikansnivd a = 0.05. Hir observeras utfallet

F—981 972981 _

= TV 60V —6.364
sa [¢| > 2.11 och H, forkastas pa niva 5%.
Alternativ 2: Ett konfidensintervall for g ges av
~ s 6.0
geET* tmm% =972+ 2.11ﬁ =972+3  (95%).

Detta intervall innehaller inte g = 981 sa Hy forkastas till forman for Hy pa riskniva 5%.

13.15 Lat z1,...,x, vara de uppmitta Hg-halterna i gdddorna. Dessa modelleras som utfall av oberoende
N(u, o)-fordelade stokastiska variabler Xy,...,X,.

a) Vi vill med po = 0.9 testa hypotesen
Hy:p=po mot Hiy:p>pg

pa niva a = 0.05.
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Vi férkastar Hy for stora virden pa

_ T~ ko

~ s/yn

som da Hp &r sann #r ett utfall av en ¢(n — 1)-fordelad stokastisk variabel T'. Alltsa, om Hy &r sann s
dr P(T > ty) = a. Med a = 0.05 dr t, = 1.8331 och vi forkastar Hy till formén for H; om vi observerar
t > 1.8331. Har fas

t

p= Tt 097209 erog8

~s/vn 0.33015//10

s& Hy forkastas ej till formén for H; pa niva a = 0.05.

b) Vi vill med po = 1.1 testa hypotesen
Hy:p=po mot Hi:p<pu
pa niva a = 0.05.

Vi forkastar Hy for sma virden pa
t = T — o
s/vn
som da Hy &r sann #r ett utfall av en ¢t(n — 1)-fordelad stokastisk variabel T'. Alltsa, om Hy dr sann sa
ir P(T <t1—o) = a. Med a = 0.05 dr t;_o = —1.8331 och vi forkastar Hy till forman for H; om vi
observerar t < —1.8331. Hér fas

E—po  097-11

t= = = —1.2452
s/v/n  0.33015/v/10
sa Hy forkastas ej till forman for H; pa niva a = 0.05.
13.16 Observationerna z1,...,Z, och y1,...,y, sammanfattas av tabellen:
Person, i 1 2 3 4 5 6 7 8
Morgon, x; 172 168 180 181 160 163 165 177
Kvill, y; 172 167 177 179 159 161 166 175
Skillnad, w; = x; — y; 0 1 3 2 1 2 -1 2

De uppmitta parvisa langdskillnaderna w, . . . , w, modelleras som utfall av oberoende N(u, o)-férdelade
stokastiska variabler Wy, ..., W,, dir u méter hur mycket lingre i genomsnitt personerna dr pa morgonen
an pa kvillen.

Parametrarna p och o2 skattas med

1
n—1

w =

S|+~

n n
Zw,- =1.25 respektive sfﬂ = Z(wi —w)? =1.6429
=1 =1

sd o skattas med s,, = v/1.6429 = 1.2817.

Vi vill testa
Hoy: =0 mot Hy:pu#0

pa niva o = 0.05.

Alternativ 1: Vi forkastar Hy for stora virden pa |¢| dér

w—0

L= Sivm
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som da Hy dr sann &r ett utfall av en ¢(n — 1)-férdelad stokastisk variabel T'. Alltsd, om Hy dr sann
sa ar P (|T| > ta/2) = a. Med o = 0.05 &r t, /5 = 2.3646 och vi forkastar Hy till forman for H; om
vi observerar |t| > 2.3646. Hir fas

_w-0_ 125-0
~ s/yn 1.2817/4/8

sa Hy forkastas till forman féor H; pa niva a = 0.05.

t = 2.7584

Alternativ 2: Med n = 8 observationer wy, ..., w, och konfidensgrad 1 —a = 0.95 fas ur t(n—1) = ¢(7)-
tabell att t, /o = to.025 = 2.3646, s& konfidensintervallet fér den genomsnittliga léngdskillnaden blir

B E WLty =1.25+1.072 = [0.17844, 2.3216] cm (95%).

Sw
vn
Eftersom g = 0 inte dr ett rimligt virde enligt konfidensintervallet forkastas hypotesen Hy : = 0
till forméan for Hy : p # 0 pa niva 5%.

13.17 Lat xq,...,x, vara mitningarna av molekylvikt A och ¥, ...,y motsvarande fér B. Dessa virden
modelleras som utfall av N(u1, o)-fordelade stokastiska variabler X7, . .., X, respektive N(us, o)-fordelade
stokastiska variabler Y7, ...,Y,,. Alla stokastiska variabler antas vara oberoende.

Vi vill testa:
HO:,U/IZ,U/Z mot Hl 5% #Mz
Dessa hypoteser formuleras som
Hy:pp —p2=0 mot Hy:pg — s #0.

Vi forkastar Hy till forman f6r Hy for stora virden pa |¢| dér

8l

Ty
+

t =
s

3
3=

och s dr skattningen av ¢ som ges av

o _(m-Dsi+(m—Dsy 30 (2i—2)°+ 37" (yi— 2?)2_

m—=1)+(m—-1) n+m—2

Om H, dr sann sa dr ¢t ett utfall pa en ¢(n+m — 2)-fordelad stokastisk variabel T'. Ur ¢(6 +8 — 2) = ¢(12)-
tabell fas att P (|T'| > to.025) = 0.05 for t.025 = 2.1788. Alltsa, om Hj forkastas da |t| > 2.1788 sa har
testet signifikansniva 5%.

b) Med observationer

T1,...,2¢ | 17418 174.30 174.23 17429 174.36 174.25
Yi,...,ys | 174.19 174.40 174.20 174.35 174.32 174.14 174.27 174.34
fas
T =174.27, 5, = 0.062423 7 = 174.28, s, = 0.091486
vilket ger
5=0080659 och t= -9 _ 1T2TZ1T28 _ 07

sy/L+ L1 0.080659/% + L

Eftersom || < 2.1788 kan inte Hy forkastas pa niva 5%.

13.18 Miitningarna av tablettvikterna xq,...,%, besrivs av oberoende och likaférdelade stokastiska variab-
ler Xi,...,X, med vintevirde u = E(X) och varians 02> = V (X). D& n &r stor #r enligt Centrala
griansvirdessatsen 2?21 x; ett utfall av en approximativt normalfordelad stokastisk variabel och sa dven

Z=130 T
Alltsd, skattningen av u, T = 0.69 &r ett utfall av X som #r approximativt N(u, o /+/n)-fordelad.
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Alternativ 1: Vi forkastar Hp : p = 0.65 till forman for Hy : p # 0.65 for stora virden pa |z| dir

L _ 2065
~ o/vn
som om Hy &r sann #r ett utfall av en approximativt N(0, 1)-férdelad stokastisk variabel. Ur N(0, 1)-
tabeller erhalls att A, /2 = Ao.o2s = 1.96. Testet som forkastar Hy till forman for H; da |z| > 1.96
har signifikansniva a =~ 0.05. Har observeras utfallet
_ T-065  0.69-065
o/vn 0.02/+/35
sd |z| > 1.96 och H, forkastas pa niva ~ 5%.
P-viardet for testet

z 11.832

P(|Z] > 11.832) ~ 2(1 — ®(11.832)) ~ 0
sa hypotesen forkastas pa alla rimliga signifikansnivaer.

Alternativ 2: Ett konfidensintervall for p ges av

o 0.02
ET A — =0.69+£1.96—— = 0.69 = 0.007 = (0.683, 0.697 ~ 95%).
w 0.025 /n /35 ( ) ( 0)

Detta intervall innehaller inte g = 0.65 sa Hy forkastas till férman for Hy pa riskniva ~ 5%.

13.19 Mitningarna av tablettvikterna zq,...,x, besrivs av oberoende och likaférdelade stokastiska variab-
ler Xi,...,X, med vintevirde g = E (X) och varians 02 = V (X). D& n é&r stor ér enligt Centrala
gransvirdessatsen Y ., z; ett utfall av en approximativt normalfrdelad stokastisk variabel och s &ven

T = % E?:l Li-

Alltsé, skattningen av u, = 0.69 &r ett utfall av X som #r approximativt N(u,o//n)-fordelad dér o
skattas med s = 0.018. Medelfelet d(X) &r en skattning av D (X) = o//n, det vill siga d(X) = s/y/n =

0.018/+/35 = 0.0030426.

Alternativ 1: Vi forkastar Hp : g = 0.65 till {6rman for Hy : g # 0.65 for stora virden pa |z| dér
z — 0.65

som om Hy &r sann #r ett utfall av en approximativt N(0, 1)-férdelad stokastisk variabel. Ur N(0, 1)-
tabeller erhalls att A, /2 = Ao.o2s = 1.96. Testet som forkastar Hy till forman for H; da |z| > 1.96
har signifikansnivd a =~ 0.05. Har observeras utfallet

z =

_ 7—0.65 _ 0.69—0.65
a/vn 5/V/35

sa |z| > 1.96 och Hy forkastas pa niva ~ 5%.
P-virdet for testet

z = 13.147

P(|Z] > 13.147) = 2(1 — ®(13.147)) = 0
sa hypotesen forkastas pa alla rimliga signifikansnivéer.
Alternativ 2: Ett konfidensintervall for p ges av

s 0.018
— =0.69+1.96—— = 0.69 = 0.006 = (0.684, 0.696 ~ 95%).

Detta intervall innehaller inte g = 0.65 s Hy forkastas till forméan for Hy pa riskniva 5%.

1 E T Noo25
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13.20 Lat zq,...,x, vara de uppmiitta alkoholhalterna i flaskorna. Vi modellerar z1,...,x, som utfall av
oberoende N(u,o)-fordelade stokastiska variabler X, ..., X,, dir o = 0.10. Vi vill testa:

Ho:p=30%=po mot Hiy:p<pg

pa nivad o = 0.01. Signifikansnivan begrénsar sannolikheten for att forkasta en korrekt nollhypotes, det
vill sdga att dra slutsatsen att en flaska har liten alkoholhalt fast den egentligen &r hog.

Vi forkastar Hy da for sma virden pa
.= T — o
o/v/n

som om Hj &r sann &r ett utfall pa en N(0,1)-fordelad stokastisk variabel Z.

Alternativ 1: Ur N(0,1)-tabell fas att Ago1 = 2.3263 och P(Z < —2.3263) = 0.01. Vi observerar

utfallet _ 9.08 — 3.0

T — Mo . — o.
= = = —0.632 > —Ag.01-
a/v/m "~ 0.10/4/10 0:01

Vi forkastar inte Hg pa niva 1%.

z

Alternativ 2: Vi observerar utfallet

F — 2.98 — 3.
=T 29830 ego

~o/vn 0.10/V/10

Vi har att da Hy dr sann sa dr
P (Forkasta Ho) = P(Z < —0.632) = ® (—0.632) = 1 — & (0.632) = 0.26354

vilket dr den ligsta signifikansnivd Hy kan férkastas pa. Vi kan inte forkasta Hy pa niva 1%.

13.21 Lat z1,...,2, och y1,...,y, vara de slumpmissiga stickproven av de 10 + 10 oberoende N(u1,01)-
respektive N(uq, 02)-fordelade stokastiska variablerna Xi,..., X, och Y;,...,Y,,, didr o1 = 0.3 och o5 =
04.

Vi vill préva hypotesen
H0:/1,1:/1,2 mot Hl:ﬂl#ﬂd

pa niva o = 0.01.
a) Vi forkastar Hy for stora virden pa |z| dér
T-y
0'2 0'2
VE+2

som om Hy &r sann r ett utfall av en N(0, 1)-fordelad stokastisk variabel Z. P4 niva a = 0.01 férkastas
HO om |Z| > A0.01/2 = 2.5758.

z =

Om p; — p2 = 0.6 dr sannolikheten for att H forkastas

X —
P(1Z] > X.005) = 1=P(=X.005 <Z < Aooos) =1—P [ =Aooos < ——=—= < Ao.oos
44 %
- X—7) = (g — _
= 1—-P _)\0-005 _ NIZ /1/22 < ( )2 (M12 /1/2) < /\0.005 _ /L12 /l,22
91 g2 L 93 o? o2
Eay Tt \/;
X -Y)— (1 — p
= 1—P | —Xo.oos —3.7947 < ( ) — (= o) < Xo.0os — 3.7947
o3 a2
Tt

= 1—(®(—1.2189) — & (—6.3706)) = 0.8886.
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b) Ekvationen

— X
1—P | —Xooos — ,Ul2 M22 < ( _ .
1/‘7_1_}_‘7_2 ﬁ_}_"_z

ger approximativt att

X V)= (u —
P ( )2 (/"’12 MZ) < )\ 005 — /}’12 l/‘22 ~ 0 01
CHE CE

det vill siaga
A0.005 —

eller
0.6

Vn &
M1 — M2

16.68. Alltsé, minst 17 observationer krivs fér att erhalla 6nskvird styrka. (Styrkan dr da

(Mo.01 + Ao.00s) /07 + 02 _ (2.3263 + 2.5758)1/0.32 + 0.42 — 40851

~

eller n ~

0.99115).
13.22 Om térningen &r réttvis skall antalet 6:or, z, av n tarningskast beskrivas av en binomialférdelad stokastisk

variabel X, X &r Bin(n,p) dir p = 1/6.
Om tarningen missténks ge for fa sexor vill man testa hypotesen
Ho:pz1 mot H; :p<1
6 6
genom att forkasta for sma virden pa x.

a) Med utfallet = 0 av n = 12 har testet p-virde

P(X<0)=P(X=0)= (Z)pou —pn 0= (1 - é)lz =0.11216

sd Hy forkastas ej pa niva 10%.

b) med utfallet z = 8 av n = 120 har testet p-virde
8

P(X<8=> (Z);oka —p)"F =0.0010151
k=0

s& Hy forkastas pa niva 1% men ej pa niva 0.1%.
Under nollhypotesen Hy : p = 1/6 dr V (X) = np(1 — p) = 16.667 si man kan approximera binomi-
alférdelningen med normalférdelningen. Da kan ovanstaende sannolikhet beriknas approximativt genom

P(X<8) =P(X<85) =P (\/fp(_ln_pp) < \/8;(_1 fpp)> ~ 3 (—2.82) = 1 — & (2.82) = 0.002.

dven hir ser man att Hy forkastas pa niva 1%.

13.23 Lat z vara ett utfall av en Bin(n, p)-fordelad stokastisk variabel X.
Hypotesen Hy : p = 1 forkastas till forméan for Hy : p #  da [p},, — 0.5 > 0.1. Detta kan formuleras som

att Hy forkastas da




det vill séiga da

< an eller z > on
z < g ellerz> 15
a) Med n = 10 fas att Hy forkastas da z < 4 eller z > 6. Signifikansnivan blir da

- reenaa- g (a1 £ ()

k=4 k=4

P({X <4}U{X >6})

Il

210 + 252 + 210
= 1- 1024 0.3438.

b) Med n = 100 fas att Hy forkastas da z < 40 eller > 60. Signifikansnivan blir da

60
P({X <40}U{X >60})=1- > P(X = k) =0.0352.
k=40

Eftersom np(1 — p) = 100-0.5-0.5 = 25 > 10 kan binomialférdelningen approximeras med nor-
malfordelningen. Ovanstaende sannolikhet kan da beriknas
P({X <40}U{X >60}) = 1—P(39.5<X < 60.5)
39.5 —np X —np 60.5 — np
1- < <
Vnp(L—p) = /np(L=p) = /np(1—p)
~ 1—(®(2.1)— @ (-2.1)) = 2(1 — & (2.1)) = 0.0357.

13.24 Antalet riitt utpekade vattenbehallare x &r om personen chansar ett utfall av en hypergeometriskt férdelad

5 5
variabel X, déir P (X = k) = % for k=0,1,...,5.

5

Hypotesen Hy : slagrutan virdelos testas mot H; : slagrutan effektiv genom att Hy forkastas for stora
virden pa xz. Med utfallet z = 4 blir testets p-virde

P(X>4)=P(X=4)+ P(X=5) = & (i)(f;)@ G _ 252521 —0.10317

det vill siga Hy forkastas inte pa niva 10%.

13.25 Lat x4, ...,z, vara observationer pa oberoende Po(u)-fordelade stokastiska variabler Xi,..., X,.

Vi vill testa

Hy:p=02=py mot Hip:pu> pg.
Vi forkastar Hy for stora viirden pdy = Y- | 2; som om Hy &r sann &r ett utfall pa en Po(nug) = Po(10)-
fordelad stokastisk variabel Y. Vi observerar utfallet y = 19. Om Hy #r sann ar

18
10%
P (Forkasta Ho) = P(Y >19)=1-P(Y <18) =1— Fe—10 =1-0.99281 = 0.00719.
k=0

Detta #ir den ligsta signifikansnivd som Hy kan forkastas pa och vi ser att vi kan férkasta Hy pa niva

1%.
13.26 Lat zq,...,z, vara utfall av oberoende Po(u)-fordelade stokastiska variabler Xi,..., X,,.

Vi vill med pg = 4 testa
Ho:p=py mot Hy:p> pg.
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pa signifikansniva a = 0.001 dér sannolikheten for fel av andra slaget skall vara = 0.01 da p = 5.
Antag att n #r s stort att Po(nu)-fordelningen kan approximeras med normalférdelningen.

Vi forkastar Hy till formén for H; for stora virden pa z dar

S i -
i=1 %¥i — Mo
Nio

Z =

som da Hy &r sann dr approximativt N(0,1). Ur N(0, 1)-tabell fas att med Ag.go1 = 3.09 och beslutsregeln
att forkasta Hy da z > 3.09 har testet signifikansniva = 0.001.

D& p =5 #r styrkan

i1 Xi — PLXi— Xo.001/Fio + =
P(Z > )\0‘001) = P (M > )\0-001> =P (Zz—l ny > 0.001 /M0 \/H(NO M))

Vo N Vi
" <A0.001\/N_0+ V(o —M)> _
N

Kravet P (Z > /\0_001) >099=1-9 (—/\0_01) ger att

Xo.001y/10 + v/n(po — 1)
JH

—Xo.01 £

eller
S > Ao.o1y/H + Aooory/flo _ 2.3263v/5 + 3.090v/4

M — o 5—4
det vill siga n > 129.56. Alltsd, tag n = 130 observationer och forkasta Hy da
S mi—npe  Ye x; — 520

a— =

ko V520

=11.382

Ar storre dn Ag.go1 = 3.09.

Notera att n = 130 ger att nug = 520 > 15 sa normalapproximation av Poissonférdelningen dr tillaten
da Hy #r sann och dven da styrkan for testet i 4 = 5 bestims.

13.27 Lat x vara antalet par av n = 18 dér det behandlade réret rostat mest. Vi anséitter modellen att = dr ett
utfall av den stokastiska variabeln X, dir X #r Bin(n,p). Vi vill testa

Hj : behandlingen verkanslos mot H; : behandlingen effektiv.

Hypoteserna formuleras i termer av modellens parameter som att vi vill testa

1 1
H()Zp:E mot H1:p<5.

genom att forkasta Hy da = < 5. Signifikansnivan (risknivan) &r

a = P (forkasta korrekt Hp) = P (X < 5) = i <Z)pk(1 —p)nk =0.0481
k=0 p=1/2
Slutsatsen om man ser utfallet. . .
e ... r=3<5ér att vi forkastar Hy till forman for H;.
o ... z=T¢«5ar att Hy ej forkastas.
e ... z =15 ¢ 5 dr att vi inte forkastar Hy till férman for H;.
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Styrkan berdknas som

0 I I I I |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

p
Styrkefunktionen h(p) = P (férkasta Ho) for p < 1/2. Ju
langre fran Ho : p = 1/2 desto stérre dr sannolikheten att
nollhypotesen forkastas.

13.28 Lat x4, ..., 2, vara antalet marsvinsungar med firg motsvarande kategori 1, ..., 7. Dessa modelleras som
utfall av de (beroende) Bin(n, p;)-fordelade stokastiska variablerna Xy, ..., X,.

Enligt den genetiska modellen &r p;, sannolikheten att en unge far firg i,9/16,3/16 och 4/16 féri = 1,2, 3.

Formellt, vi vill testa
4

9 3
H0=P1=E;p2=ﬁapa=1—6

pa nivad a = 0.05. Enligt modellen s &r

Kategori (firg)
1 (r6d) 2 (svart) 3 (vit)
Observerat antal: z; 43 10 34 87
Hypotes: p; | 9/16 3/16 4/16 1
Forvantat antal: np; | 48.938  16.312  21.750 | 87

Vi forkastar Hy for stora virden pa

‘= i (zi — np;)?

- P

som om Hy &r sann &r ett utfall pd en (approximativt) x2(r—1)-fordelad stokastisk variabel. Ur x?(3—1) =
x2(2)-tabeller far man att x2 o5 = 5.99. Med utfallet ¢ = 10.063 > X2 o5 sa forkastas Hy pa niva 5%. (Vi
forkastar dven pd 1%, testets p-virde dr 0.65%.)

13.29 Lat z4,...,z, vara antalet utldnade bocker under de olika veckodagarna, med n som det totala antalet
utlanade bocker under veckan,
T
n = Z z; = 623.
i=1

Notera att n egentligen borde modelleras som ett utfall av en stokastisk variabel, men vi kommer att
rikna som om n vore fix. D4 kan z1, ..., 2, modelleras som utfall av de (beroende) Bin(n, p;)-férdelade
stokastiska variablerna Xi,..., X,.
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Vi vill testa en hypotes om att utldningen dr densamma, oavsett veckodag mot att den varierar mellan
veckodagar. Formellt: vi vill testa

1
Hy:pp=ps=---=p.=— mot H;:inte Hy
r
pa signifikansniva o = 0.05. Enligt Hy sa ar

Kategori (veckodag)

1 (man) 2 (tis) 3 (omns) 4 (tor) 5 (fre)
Observerat antal: x; 135 108 120 114 146
Hypotes: p; 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

623

Forvantat antal: np; | 124.6 124.6  124.6 124.6 1246 | 623

Vi forkastar Hy for stora virden pa
-
(z; — npi)®
1=y oy
i=1 "
som om Hy #r sann &r ett utfall pd en (approximativt) x2(r—1)-fordelad stokastisk variabel. Ur x?(5—1) =
X2 (4)-tabeller fir man att x2 o5 = 9.49. Med utfallet ¢ = 7.8266 < X2 5 sa forkastas inte Hy pa niva 5%.

P4 nivd a = 0.10 fir man ur x?(4)-tabeller att x2 ,, = 7.78 < ¢. Alltsd forkastar vi Hy pa niva 10%.
(Testets p-virde &r 9.81%.)

13.30 En stokastisk variabel X kan anta virdena Qx = {0,1,2,3}. Vi vill testa hypotesen

1 1
Hy : X &r Bin(3 mot H; : X &r ej Bin(3, Z)

) Z)
pa niva a = 0.01 med hjilp av n = 4096 oberoende observationer av X. Med de mdjliga véirdena pa X
som kategorier #r enligt Hy sannolikheten att fa en observation i kategori i € Qx

pi=P(X=1)= (?)pi(l—p)g_i = (i’) G)Z (1— i)M, i=0,...,3.

Lat z; vara antalet utfall av X i kategori 7, ¢ € Qx. Om Hj dr sann s dr

) 0 1 2 3
observerad frekvens, z; | 1764 1692 552 88 | 4096
Hypotes, p; | 2% z 2 4 1
Forvintat antal, np; | 1728 1728 576 64 | 4096

Vi forkastar Hy for stora virden pa

q= Z (@i — npi)2

- P

som om Hy &r sann &r ett utfall pd en (approximativt) x2(r—1)-fordelad stokastisk variabel. Ur x?(4—1) =
x2(3)-tabeller far man att x2 o, = 11.35. Med utfallet ¢ = 11.5 > x3 o, sé forkastas Hy pa niva 1%.

13.31 Lat z;; vara antalet observationer i kategori j, j = 1,...,r, i population 4,4 =1,...,s. Vi modellerar z;;
som ett utfall av en Bin(n;, pgl))—fﬁrdelad stokastisk variabel X;;.

Kategori (kon)

Tij 1 (mén) 2 (kvinnor)
Population 1: 46 54 100 = ny
Population 2: 78 72 150 = ngy
Population 3: 143 107 250 = ng

Totalt: mq =267 mo =233 N =500

144



Vi vill testa om férdelningen av mén och kvinnor skiljer sig mellan populationerna. Med Hy som hypotesen
att det inte finns nagon skillnad,

Hy :pg-l) = §2) = :pg-s) forallaj=1,...,r,
sd skattas pj, sannolikheten att en utvald person har kon motsvarande kategori j, med

L 1S m; . 267 . 233
(pj)obs = N zzzlmlj = WJ (pl)obs = ﬁa (p2)obs = ﬁ

Vi kan da skatta det forvintade antalet observationer i kategori j i serie i, F (X;;) = n;p;, med n;(p;) i, =

nim;
"N -
Kategori (kon)
D 1 (m#n) 2 (kvinnor)

Population 1: 53.4 46.6 100

Population 2: 80.1 69.9 150

Population 3: | 133.5 116.5 250

Totalt: 267 233 500

Vi jamfor de observerade antalen x;; med de skattade forvéntade antalen ™24 med

Nni;Mmj )2

- (TR
LY e

i=1 j=1

som om Hy &r sann &r ett utfall av en (approximativt) x2((s — 1)(r — 1))-fordelad stokastisk variabel. Vi
forkastar Hy for stora virden pa ¢q. Ur x2((3 — 1)(2 — 1)) = x2(2)-tabeller fir man att x2,, = 4.61. Vi
observerar utfallet ¢ = 3.7694 < x2 ;o s& vi forkastar inte Hy pa niva 10%. Det &r pa nivd 10% ingen
signifikant skillnad i konsfordelning mellan populationerna.

13.32 De n = 100 observationerna pa den formodat fig-fordelade stokastiska variabeln delas in i 9 kategorier:

Kategori (virde)
1 2 3 4 5 6 7 8 >9
42 23 10 11 8 2 3 1 0 |100=n

Observerad frekvens: z;

Notera att den sista kategorin dr bara implicit given i uppgiften.

Lat p; vara sannolikheten att en observation hamnar i kategori ¢ enligt statistikerns modell. Om ffg(1/2)-
antagandet stimmer #r p; = (1 —1/2)(1/2)"=1 = 277 i < 9, och py = 278, och det forviintade antalet
observationer i kategori i, E (X;) = np;.

Kategori (virde)
1 2 3 4 5 6 7 8 >9
Observerad frekvens: z; | 42 23 10 11 8 2 3 1 0 100
Hypotes: p; | 27t 272 2738 274 275 276 2-7 2-8 28 1
Forvantat antal: np; | 50 25  12.5 6.25 3.125 1.5625 0.78125 0.39062 0.39062 | 100

Kategorier med ett 1agt forviintat antal, np; < 5, slas samman for att dka det forvintade antalet. Hir gor
vi sammanslagningar till » = 5 kategorier:
Kategori (vérde)
1 2 3 4 >5

Observerad frekvens: xz; | 42 23 10 11 14 100

Hypotes: p; |27t 272 273 274 274 1

Forvintat antal: np; | 50 25 12,5 6.25 6.25| 100
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Vi forkastar hypotesen om att observationerna kommer fran en ffg(1/2)-fordelning for stora virden pa

=Y (x; — np;)?

- P

som d& hypotesen stimmer &r ett utfall frin en (approximativt) x?(r — 1)-férdelad stokastisk variabel.
Ur x%(5 — 1) = x%(4)-tabeller far man att x3 o5 = 9.4877. Vi observerar utfallet ¢ = 15.16 > x2 (5 sa vi
forkastar hypotesen pa niva 5%.

P& niva 1% fas x30; = 13.277 s& hypotesen forkastas dven pa niva 1%. (Testets p-viirde ir 0.438%.)

13.33 De n = 300 observationerna pa den foérmodat Poisson(u)-fordelade stokastiska variabeln delas in i 4
kategorier beroende pa dess virde:

Kategori (virde)
0 1 2 >3
Observerad frekvens: z; | 249 42 9 0 | 300

Lat p; vara sannolikheten att en observation hamnar i kategori 4. Om Poisson(u)-antagandet stimmer

skattas p med

249 42 9
0.0 11022 19 2 02
Hobs = 0550 +1- 555 2555 =0

Med denna skattning erhalles skattningarna
2

* (M* )0 —u* * (:U’* )l —u* * (/J’* )2 —u* * *
(pO)obs = (8)'8 e Hovs (pl)obs = olb's e Hobs (pZ)obs = 02b's e Hobs (p3)obs =1- § :(pi)obs‘
: : : i=0

De (skattade) forvintade antalet observationer i kategori ¢ ar n(p;)%-

Kategori (virde)

0 1 2 >3
Observerad frekvens: z; 249 42 9 0 300=n
Hypotes: (pi)5,s | 0.81873 0.16375 0.016375 0.0011485 1
Forvintat antal: n(p;)?,, | 245.62 49.124  4.9124  0.34454 300

Kategorier med ett 1agt (skattat) forvantat antal, n(p;)%,, slas samman for att oka det forvintade antalet.
Har gor vi sammanslagningar till 7 = 3 kategorier:

Kategori (viirde)

0 1 > 9

Observerad frekvens: x; 249 42 9 300=n
Hypotes: (p;)ins | 0.81873 0.16375 0.017523 1
Forvantat antal: n(p;)%,, | 245.62  49.124  5.2569 300

Vi forkastar en hypotes om Poisson(u)-fordelning for stora virden pa

= Z (zi — n(pi)aps)

som d& hypotesen stimmer &r ett utfall av en (approximativt) x2(r—1—1)-férdelad stokastisk variabel. En
extra frihetsgrad har forsvunnit da parametern yp ersattes med skattningen pf, .. Ur x*(3—1—1) = x*(1)-
tabeller far man att x3,; = 3.8415. Vi observerar utfallet ¢ = 3.7448 < 3.8415 si vi forkastar inte
hypotesen pa niva 5%. Vi kan inte utesluta att observationerna kommer fran en Poissonférdelning.

146



P& niva 10% fas x3 10 = 2.7055 < ¢ sa hypotesen forkastas pa niva 10%. (Testets p-viirde dr 5.30%.)

13.34 De n = 81 observationerna pa den formodat Poisson-fordelade stokastiska variabeln delas in i 8 kategorier
beroende pa dess virde:

Kategori (antal bilar)
0 1 2 3 4 5 6 >7
Observerad frekvens: z; | 14 12 25 16 10 3 1 0 ‘ 8l=n

Notera att den sista kategorin &r bara implicit given i uppgiften och att n egentligen borde modelleras
som ett utfall av en stokastisk variabel, men vi kommer att rikna som om 7 vore fix.

Lat p; vara sannolikheten att antalet bilar motsvarande kategori ¢ passerar under tidsintervallet. Om
antalet bilar beskrivs av en Poisson(u)-férdelning si skattas p med

14 12 1 0
e =0-—+1-—+---+6-—+7-— =2.1111.
Hobs =0 grFh g v o g1 T g
Med denna skattning kan
pi=E e skattas med (pi)ip, = Me—uébs

! 1!

for i < 7 och (pr)k, =1- 2?20 (Pi)ips- De (skattade) forvintade antalet observationer i kategori 4 &r

*
n(pi)obs‘
Kategori (antal bilar)
0 1 2 3 1 5 6 >7
Observerad frekvens: z; 14 12 25 16 10 3 1 0 81

Hypotes: (pi)i,s | 0.1211 0.25566 0.26987 0.18991 0.10023 0.042319 0.01489 0.0060259 1
Forvintat antal: n(p;)%,. | 9.8094  20.709 21.859 15.382 8.1185 3.4278 1.2061 0.4881 81

Kategorier med ett lagt forvintat antal, n(p;)},, < 5, slas samman for att 6ka det forvéntade antalet.
Hiar gor vi sammanslagningar till » = 6 kategorier:

Kategori (antal bilar)
0 1 2 3 4 > 5
Observerad frekvens: x; 14 12 25 16 10 4 81
Hypotes: (p;)i,s | 01211 0.25566 0.26987 0.18991 0.10023 0.063234 | 1
Forvantat antal: n(p;)%,, | 9.8094 20.709 21.859 15382 81185 5122 |81

Vi jamfor de observerade antalen z; med de skattade forvintade antalen n(p;)%,, med teststatistikan

_ N @ nm)i)? _ o
=L 0
som d& hypotesen om Poisson-fordelning stimmer r ett utfall av en (approximativt) x2(r — 1 — 1)-
fordelad stokastisk variabel. Notera att en extra frihetsgrad forsvinner da parametern p skattas. Hypotesen
forkastas for stora virden pa g och ur x2(6 — 1 — 1) = x2(4)-tabeller far man att x3 .5 = 9.49. Hér &r
g = 6.61 < 9.49 sa vi forkastar ej hypotesen om Poissonférdelning pa riskniva 5%. Vi kan inte utesluta
att observationerna kommer fran en Poissonférdelning.

13.35 Lat x;; vara antalet observationer i kategori (¢,5), j = 1,...,7, 4 =1,...,s. Beteckna det totala antalet

skadade med N = 37| 2221 z;; = 500. Notera att N egentligen borde modelleras som ett utfall av en
stokastisk variabel, men vi kommer att rékna som om NV vore fix. D4 kan z;; modelleras som utfall av en
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14.1

Bin(N, p;;)-fordelad stokastisk variabel X;;.

Tij Sékerhetsbélte
1 (anvindes) 2 (anvindes €j)
1 (latt 101 143 =244
Personskador (litta) "
2 (svéara) 58 198 ny = 256
mp = 159 mg = 341 N =500

Vi skattar férdelningen for personskador med

* n; * 244 * 256
(pi)obs = N (pl)obs = ﬁ’ (p2)obs = %

Vi skattar férdelningen for anvindandet av sékerhetsbilte med

L mi o, 159, 341
(qi)obs = FZ (ql)obs = %7 (q2)obs = %

Om graden av personskada &r oberoende av anvéndandet av sékerhetsbilte, p;; = p;g;, kan p;; skattas
med (pi)is - (¢5)a,s och det férviintade antalet observationer med

* * n;m;
N (pi)obs . (qj)obs = N :
L Sékerhetsbélte
1 (anvindes) 2 (anvindes ej)
1 (1a .592 166.4 244
Personslador | 1 (itta) [ 77.59 66.408

2 (svara) | 81.408 174.592 | 256
159 341 500

Vi forkastar en hypotes om oberoende mellan grad av personskada och anvindande av sikerhetsbilte for

stora virden pé
M\ 2
nim; )

(i —
1= 2%

i=1 j=1

som om hypotesen stimmer &r ett utfall av en (approximativt) x2((s — 1)(r — 1))-fordelad stokastisk
variabel. Ur x*((2 — 1)(2 — 1)) = x?(1)-tabeller far man att x3, = 6.63. Vi observerar utfallet ¢ =
20.2235 > X2 o; s& vi forkastar hypotesen om oberoende pa nivd 1%. Anviindandet av sikerhetsbilte och
graden av personskada #r inte oberoende. (Testets p-viirde ir ~ 6.9 - 107°.)

Lat y1,...,y, vara de uppmitta ljusextinktionerna vid koncentrationerna z1, . . ., x,. Vi ansétter modellen
att y1,...,y, dr utfall av oberoende N(a + Bz;, o)-fordelade stokastiska variabler Y3,...,Y,,.

Koncentration, z;,...,z, | 040 0.70 1.00 1.20 1.40 1.70 2.00
Extinktion, y1,...,¥n 0.23 0.34 0.42 0.55 0.61 0.77 0.84.

Observationerna sammanfattas av storheterna

=120, §=0537

n n n
Sew =Y (2 —F)” =1.86, Sy = Y (2 — T)(yi —§) = 0.741, Sy = Y (v —)* = 0.298.
i=1 i=1 i=1
Parametrarna 8 och « skattas med
; —Smy—0398 kti obs = U — BopsT = 0.0591
Bobs = 5 =0 respektive alps =¥ — Bops® = 0.
T
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ariansen o“ s as me
V 2 skatt d
9 1
ST = — [
n—2

det vill sdga o skattas med s = 0.025052.

Syy — BipsSay] = 0.0013888,

a) Per enhet okar extinktionen med faktorn 8 som skattas med G}, = 0.398.

b) En skattning av E (Y (1.20)) = a+ 3-1.20 r o, + B - 1.20 = 0.53714. Skattningen o, + B¢ - 1.20
Ar ett utfall av en stokastisk variabel med varians

V(a* +B*-1.2) V(Y -pz+p-12) =V (Y +*(1.2— 2)) = {oberoende}

V(Y)+(1.2-2)V (8 = —+ (1.2 —7)2

Alltsa, standardavvikelsen &r

D(a*+6*-1.2)=a\/2+%za\/%+%=ff/ﬁ-

c) En skattning av E (Y (0)) = a ar o, = 0.0591. Skattningen o, ; &r ett utfall av en stokastisk variabel
med varians

2 2

V(a*) = V(Y -pB*z) = {oberoende} =V (V) + (—z)*V (8*) = % + a‘:2g .
rr
Alltsa, standardavvikelsen &r
1z 1 (1.2)2
D (a*) = — = = = 0.95760.
(a®) Un+Sm o 7+186 o
d) En skattning av o dr s = 0.025052.
14.2 Lat yy, .. .,y, vara sadana att y; = a + Bx; + z; dir «, 3, 1, - - -, T, dr konstanter och zy, ..., 2z, ir utfall

av oberoende N(0, o)-fordelade stokastiska variabler. D4 &r yy, ..., y, utfall av oberoende N(a + Bz;,0)-
fordelade stokastiska variabler. Med n = 10 observationer erhalls

n 1 n
inzmo, g:EZyizmo
=1 =1

T =

S|

och

n
Sex = D (zi—%)° =) 2} —nz® =18.40— 10(1.20)” = 4.00

=1 i=1
Sey = Z(:ci -Z)(yi—7) = Z zy; —nZ Y = 20.40 — 10(1.20)(1.50) = 2.40
i=1 i=1
n n
Sy = D> _Wi—9)? =y} —ny’ =27.86—10(1.50)* = 5.36.
=1 i=1

Parametrarna 8 och « skattas med

Sa . _ _
- =0.60 respektive ok =7 — BT = 0.78.

*
/Bobs Szz

Variansen o2 skattas med .
st = n—2 [Syy — Bobs Sey] = 0.49,

149



det vill séga o skattas med s = 0.70.

Skattningen 3%, . beskrivs av §* dar 8* ar N(B,0/v/Sgz)- Ur t(n — 2) = t(8)-tabeller far man att tg.g25 =
2.31 och ett 95% konfidensintervall for 3 ges av

s 0.70
€ Bt —— =0.60+231-— =0.60£0.81 = (-0.21, 1.41).
/B BObS 0.025 \/S—m \/4—00 ( )

=2
Eftersom a* dr N (a, o % + g—) s& ges ett 95% konfindensintervall for a av

1.20
€ Aty & to.0255 ; =0.784+2.31-0.70 - (4 00) =078+ 1.10 = (—0.32, 1.88).
14.3 Lat yy, ..., y, vara de uppmitta anodstrommarna vid gallerspdnningarna x1, . . . , Z,. Vi ansétter modellen

att y1,...,y, dr utfall av oberoende N(«a + Bz;, 0)-fordelade stokastiska variabler Yi,...,Y,. De n =10

observationerna sammanfattas av
z=-3.00, y=293
n

n

Z =5.00, Say = Y (i — Z)(yi — §) = 10.55, Syy = > _(yi — 7)* = 23.861.

i=1 i=1

Parametrarna ﬂ och «a skattas med

S,
*  __ MTY : * - * =
obs =g = 2.11 respektive g =7 — BopsZ = 9.26.
rT
.
6 X
5r i3
g 4
:e X
3t
=] X
2
ok
N X
1+ X
ok
1 I I I I I |
—4.5 —4 -3.5 -3 -25 -2 -1.5

. L. Gallerspéinning . .
Regressionslinjen for de uppmitta anodstréommarna vid olika

gallerspinningar.

Variansen o2 skattas med .
s% = — [Syy = BinsSey] = 0.200.

Skattningen 3%, . beskrivs av §* dir 8* &r N(B,0/v/Szz)- Ur t(n — 2) = t(8)-tabeller far man att tg.025 =
2.31 och ett 95% konfidensintervall for 8 ges av

s 1/0.200
€ Bt —=2.11+231-
ﬂ ﬂObS 0.025 \/‘% \/m

=2.11+0.46 = (1.65, 2.57).

14.4 Lat vy, ..., y, vara de uppmitta dimensionerna vid instéllningarna 1, ..., %,. Vi ansitter modellen att
Y1,--.,Ypn ar utfall av oberoende N(a + Bz;, 0)-fordelade stokastiska variabler Y7, ..., Y.

Instéllning, z1,...,2, | 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0
Dimension, y1,...,y, [ 0.9 14 22 2.7 32 43 4.2
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Dimension, y
w
T

0 I I I I I I I ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Instéllning, =
De uppmitta dimensionerna y for olika instéllningar z mar-

kerade med kryss med den skattade regressionslinjen inritad.

Observationerna sammanfattas av storheterna

=40, §=27
n n n

Sex =Y (2i— %) =28, Spy =Y (¢i —B)(y: —§) = 16.7, Syy = > (v —7)° = 10.24.

=1 i=1 =1

b) Parametrarna 8 och « skattas med

S.
% = 0.59643 respektive =7 — BT = 0.31429.

* —
/Bobs - S:cz

Variansen o2 skattas med )
s? = — [Syy = BobsSay] = 0.055929,
det vill sédga o skattas med s = 0.23649.
¢) Om man onskar att 2.5 = E (Y (2)) = a + Bz skall z viljas sd att © = (2.5 — a)/8. Denna storhet

skattas med (2.5 — a} )/ 8%, = 3.6647.

d) Skattningen o, . &r ett utfall av den normalférdelade stokastiska variabeln o*, dér

obs
1z
o i N|a,o4/—+
n Sz

Ur t(n — 2) = t(7 — 2)-tabell erhalles att ty.025 = 2.57. Alltsd ges ett konfidensintervall for o av

1 7

& € gy fo.028 | — + g = 031429 £ 2.57-0.19987 = 0.314 0514 (95%).

3

Skattningen (7 &r ett utfall av den normalfordelade stokastiska variabeln 8*, dar

Alltsa ges ett konfidensintervall fér 8 av

S
B € B, * o025 ——— = 0.59643 & 2.57 - 0.044693 = 0.596 + 0.115  (95%).
obs VSzz

e) For en punkt zo skattas E (Y (20)) = o+ B2¢ av oy, + BisTo som dr ett utfall av o* + f*xo, dér

(z0 — Z)?

1
a* +B%*xg dr N |a+ fxg,o4)—+
n Sz
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Alltsa ges ett konfidensintervall fér o + Szg av

1 (zo—17%)2
* *
a+ Brg € ags + BopsTo £ to.0255( ) — +
n Sex
.
| .-
A et
N e
5% et
: PP
B 2r e
£ ==
| et
-
71 L L L L L L L J
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Installning,
Regressionslinjen (heldragen) med konfidensintervallet for

vintevirdet E (Y (z)) som funktion av z (streckade linjer).

14.5 Vi gor métningar i punkter z svarande mot = 1/A? och far féljande observationer:

Ai 6232 5571 5100
z; =1/A7 | 2.5748-107% 3.2221-107% 3.8447-10°%
Yi 19.38 25.62 30.10

Data kan sammanfattas med
7 =3.2138-10"% 7 =25.033

Spa =D _(2i—T)* =8.0638-107"7 Sy =) (2i—Z)(y:i—7) = 6.8137-107% S, = > "(;—p)* = 57.975.

Vi ansétter modellen att yi,...,y, dr utfall av oberoende N(a + Sz;,0)-fordelade stokastiska variabler
Yi,...,Y,.

a) Parametrarna 8 och « skattas med

Baps = % =8.45-10° respektive aly, =7 — BT = —2.123.
T

Variansen o2 skattas med )
s = — [Syy = BopsSey] = 0.40141,

det vill séiga o skattas med s = 0.63357.

32

30 - X
28 -
=
F:B 26 - x
E
°
Eoar
22
20 -
<
18 | | | | | | | J
24 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4
z=1/3* 108

De tre mitningarna pé vridningen som funktion av 1/\?, dsr
A dr ljusets vaglangd, med inritad regressionslinje.
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c) Skattningen £}, . &r ett utfall av den normalférdelade stokastiska variabeln §*, dar

o N (7).
Ur t(n — 2) = t(3 — 2)-tabell erhélles att tg 925 = 12.706 (!). Alltsé ges ett konfidensintervall for 8 av

ﬂegasimn%_ég_:845408i12ﬂm-7m%5-m7:(845i89®-uﬁ (95%).

14.6 Korrelationskoefficienten kan med standardbeteckningar skrivas som

. Aot Lim (2 —T)(4: — 7) D > e L) I
T it (@ — 32 o Y (v — 9)? \/Z?:l(mi —3)2 0, (g - )2 VSO
S S
= sgn(Sz ) . zy . my’
sz Syy

dér funktionen sgn(Syy) = Szy/|Sey| 0m |Szy| # 0, 0 annars. Regressionslinjernas parametrar
y(@) = (az)gps + (Ba)ops® = 6.06 + (=243)z  och  2(y) = (ey)gps + (By)obsy = 1.30 + (=0.31)y

ar berdknade med
Szy

S
(Bz)obs = o~ och (By)gps = o
b Sww y/ob Syy

S8

= sgn(Si,)y (G225 = (<0 (Biun s = —V/(2AB030) = ~0.568
- (/Bw):bsf

Vidare sa ar
{ (afﬂ)zbs =
(O‘y);bs = - (/By):bsy

vilket har 16sningen = —2.3454 och § = 11.756.

6.06 = 7+243T
130 = T+0.31y

8 <

det vill sdga {

14.7 a) Om hypotesen (3, = 0 forkastas till forman for 8; # 0 har testet p-viirde 8.3 - 107%. Detta &r den légsta
signifikansniva hypotesen kan férkastas pa och speciellt férkastas den pa niva 5%.

Om hypotesen 2 = 0 forkastas till forman for f2 # 0 har testet p-viirde 0.132. Detta dr den ligsta
signifikansniva hypotesen kan forkastas pa. Alltsa, hypotesen foérkastas ej pa niva 5%.

b) Forandringen 31 + B2 skattas med (B1)%,, + (B2)aps = 1.423 — 0.176 = 1.247.
c) Skattningen (81)k,, + (82)%,s 8r ett utfall av en stokastisk variabel 7 + 83 med varians

V(BT +B5) =V (B1) +V (B2) +2C (B, 5) »

det vill siga standardavvikelsen skattas till

d(B; + B3) = /(0.247)2 + (0.112)2 + 2 - (—=0.00248) = 0.2619.

14.8 Vi ansétter modellen att Yj,...,Y, &r oberoende N(v;t; + at?,o)-fordelade stokastiska variabler dér
vy =vg = --- = v, = 0 och ¢ =0.070. Notera att denna a-parameter #ir hilften sa stor som parametern i
uppgiftens formulering (accelerationen). Minsta-kvadratskattningarna av a och vy dr de virden pé a och
Yo Som minimerar

Q(a,v0) = Y _(yi — E(Y3))* = (yo — (voto + atp))* + > (i — at})’.
=0 i=1
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Losning av ekvationssystemet

n

0=2Q(a,v0) = (-2)(yo— (voto + atd))td + 2)2 — at?)t?
n n =1
= (-2) (Zy, voto—aZt )
=0
0=5%Q(a,v0) = (=2)(yo — (voto + at3))to = (=2)to (yo — voto — at)
ger
n 42
Vo = y_o_at():@_toizz 1:‘/14
to " 5 to Ez 1 tz
a = Ez’:l y’ltz
- n
Zi:l t‘ll
Alltsa, skattningen blir
s _ Yo, i yit;
(00)ips = 22 — to =L Y0E — 031255
obs to E:L R z

Detta ir ett utfall av den stokastiska variabeln
oo, TLv
to Ez 1 tz

som har vantevirde

7 " Y2 voto + at? nat?-t?
0 to Ez_l ? ’L) — 0% 0 to El_l = (’UO + at(]) —atop = Vo

_ L
to Ez 1 tz
och varians

n

Yo S Yit? 1 t3 o1 |ty
V(’U*)ZV(—— S | =50+ ——= ) )P =05+
° to Yt ) 8 (X, th? Z; ‘ Bt

Eftersom vg &r en linjirkombination av oberoende normalférdelade stokastiska variabler &r vg nor-
malférdelad med véntevirde vy och varians enligt ovan. Ett konfidensintervall for vg med konfidensgrad
95% ges sedan av

1 t2
Vg € (’Ug):bs + )\0.0250 o) + ~7 4 =0.313+£1.96-0.0115 = 0.313 £ 0.023 = (0290, 0335)
tO Zz 1 tz
20 -
18r
16 -
A14* o
\33127 *
£
g 10 y
w0 sk
6 X
4k
oL
0 I 1 1 1 1 1 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tid, ¢
Regressionskurvan motsvarande vintevirdet at> = E (Yi(t))
(heldragen) och regressionskurvan motsvarande vintevirdet
vot + at®> = E (Yo(t)) (streckad).
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P& matrisform kan man 16sa problemet sasom foljer. Lat

to 13 7 49 Yo [ 14.46

0 t 0 25 i 6.22

ﬂ:l%]’ a0 B _|o2s | g |2 |2 6.20
a 0 t 0 36 Y3 8.93

0 0 49 m 12.27

L0 2] [0 49 ] Lys || 12:39 |

Vi soker minsta-kvadratlésningen till A8 = y. Genom att viinstermultiplicera med AT fas ekvationssy-
stemet AT AB = ATy vilket har 16sningen

0.31255
o ATA —IAT —
ﬁobs ( ) Yy 0.25045
varur (vg)ip, = 0.31255 och aj,, = 0.25045 utléses. Kovariansmatrisen
cp*p) = C ((ATA)—lATY, (ATA)_IATY) = (ATA)tATC(Y,Y) (ATA)tAT)T

0.00013268 —4.6679-10~°
—4.6679 - 1076 6.6685 - 10~7

9

= (ATA)T'ATPTA(AT AT =0?(ATA)TT = [

s& V (v§) = 0.00013268 och D (v§) = 0.011518. Konfidensintervall erhélls pa samma sétt som tidigare.
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