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1 Stokastiska processer

Definition 1.1 FEn stokastisk process dr en familj {X(t);t € T} (kan
aven skrivas {X;;t € T'}) av stokastiska variabler, definierade pa ett utfalls-
rum ), och indexerade av en mdngd T (indexmdngden).

Nagra kommentarer till denna definition:

1. T betraktas ofta som en méngd av tidpunkter. Om T = Z, (de icke-
negativa heltalen) eller 7" = 7Z (heltalen), sa kallas {X(¢);t € T} en
stokastisk process i diskret tid. Om T = R, (de ickenegativa reella ta-
len) eller T'= R (de reella talen), sa kallas { X (¢);¢ € T'} en stokastisk

process i kontinuerlig tid.
2. X(t) kallas ofta processens wvdrde (eller tillstand) vid tid t.

3. For varje fixt utfall w i utfallsrummet €2 kan man definiera en funktion
fran T till R, genom att lata funktionens vérde vid tid t vara den
stokastiska variabeln X (¢):s varde for utfallet w. Denna funktion kallas
den stokastiska processens realisering (eller trajektoria) for utfallet w.

Exempel 1.1 Ett exempel pa en stokastisk process i diskret tid ar en f6ljd
av oberoende och lika fordelade stokastiska variabler Xy, X, Xo, X3, .. ..
Andra exempel, dér processens virden vid olika tidpunkter &r beroende
stokastiska variabler, &r martingaler, stationédra stokastiska processer, och
markovkedjor. Dessa studeras i flera av fortsédttningskurserna i matematisk
statistik, till exempel TAMS32 Stokastiska processer.

Exempel 1.2 Lat X och Y vara stokastiska variabler, och lat Z(t) = Xt +
Y for varje t € R. Da éar {Z(t);t € R} en stokastisk process i kontinuerlig
tid. Dess realiseringar &r rita linjer.

2 Poissonprocessen

Definition 2.1 En Poissonprocess med intensitet \ (dir A > 0) dr en
stokastisk process i kontinuerlig tid {X (t);t > 0} med foljande egenskaper:

1. Processens vdrde vid tid t, X (t), dr en ickenegativt heltalsvird stokas-
tisk variabel (for varje t > 0), och X(0) = 0.

2. Processens realiseringar dr ickeavtagande funktioner.
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3. For varje folyd av tidpunkter 0 =ty <ty < ty < ... < t, gdller att pro-
cessens inkrement X (t1)—X (to), X (t2) =X (t1), X (t3)—X(t2), ..., X(tn)—
X(tn—1) dr oberoende stokastiska variabler.

4. For varje t > 0 gdller att P(X(t+ h) — X(t) = 1) = A+ o(h) da
h 0.

5. For varje t > 0 galler att P(X(t+ h) — X (t) > 1) =o(h) da h | 0.
Kommentarer:

1. Med o(h) menas (pa vanligt sitt) en restterm sadan att limy,o @ =0.

2. Det foljer av egenskaperna 4-5 att P(X (t+h) = X(t)) = 1= h+o(h)
da h | 0.

Poissonprocessen anvinds ofta da man vill beskriva handelser av
en viss typ som intraffar “fullstéindigt slumpméssigt i tiden”; till exempel:
kunders ankomst till en butik; anrop till en telefonviixel; emissioner av par-
tiklar fran ett radioaktivt preparat, o.s.v. Poissonprocessens virde vid tid ¢,
X(t), anger da hur manga sadana héndelser som intréffar under tidsinter-
vallet [0, ¢]. Intensiteten A kan tolkas som det forvintade antalet handelser
per tidsenhet, vilket framgar av foljande sats, som ocksa forklarar namnet
“Poissonprocess”:

Sats 2.1 Lat {X(t);t > 0} vara en Poissonprocess med intensitet A > 0.
For varje 0 < t; < ty gdller da att X (t3) — X(t1) ~ Po(A(ta — t1)).

Beuvisskiss: Lat L =ty — t1. For varje N = 1,2, ... géller att

X(12) ~ X(0) = S(X (0 +i5) — X(tn+ (i~ 1)),

i=1

dér termerna i summan dr oberoende stokastiska variabler (enligt egenskap
3 ovan). Antag nu att N &r stort. Enligt egenskap 4-5 ovan géller:

L _ L AL r=1;
P(X(t1+zﬁ)—X(t1+(z—1)N):x)%{N A .
Det géller darfor att X(to) — X (¢

1) ~ Bin(N, 4L). Eftersom N &r stort,
giller vidare att Bin(N ~ Po(AL).

=D (Ett fullsténdigt bevis baserat pa
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denna skiss, ddr man visar att sannolikhetsfordelningen for hogerledet kon-
vergerar “i férdelning” mot Po(AL) da N — oo, kan konstrueras med hjélp
av sannolikhetsgenererande funktioner; se kursen TAMS46 Sannolikhetsléra
Alternativt bevis: Har nojer vi oss med att visa att X (t) ~ Po(At).
Lat P,(t) = P(X(t) =n) for n = 0,1,2,...; vi ska alltsa visa att P,(t) =
e"\tw) for n =0,1,2,.... Det giller att
Py(t+h) = P(X(t+h) =0|X(t) =0)Py(t) = (1—=Ah+o0(h))Py(t) dah |0,
dér egenskap 4-5 utnyttjades. Subtrahera med Py(t) och dela med h i bada
led, och lat h | 0, sa fas differentialekvationen
Py(t) = =AB(1),
med begynnelsevillkoret Py(0) = 1, vilken har 16sningen Py(t) = e .

Ett liknande, men mer komplicerat resonemang fér n > 1 (anvind
lagen om total sannolikhet och egenskap 4-5) ger sedan:

P,(t+h)=P(X(t+h)=n|X(t) =n)P,(t)
+P(X(t+h) =n|X(t) =n—1)P,_1(t)+P{X(t) < n—2}n{X(t+h) =n})
= (1 = A+ o(h))Pu(t) + (Ah + o(h))P,_1(t) + o(h) da h 0.
Subtrahera med P,(t) och dela med h i bada led, och lat h | 0, sa fas
P! (t) = =AP,(t) + AP, _1(t) Vn > 1,

med begynnelsevillkoren P, (0) = 0 for n > 1. (Anmérkning: stringt taget
ar de ovan angivna derivatorna hogerderivator, men man kan visa att ocksa
véansterderivatorna existerar och uppfyller samma differentialekvationer.)
Vi anviinder sedan matematisk induktion. Antag att Py (t) = e~ (’\,f!) i
for k=0,1,2,...,n— 1. Detta &r enligt vad vi har visat uppfyllt for n = 1.

Induktionsantagandet insatt i den andra differentialekvationen ger:

d A=t
Po(t)| = 7,
dt [ (t )} (n—1)!
vilket tillsammans med begynnelsevillkoren ger:
Y _ ()"
vilket visar att P,(t) = e M- (’\t) forn=0,1,2,.... .




Sats 2.2 Lat {X(t);t > 0} vara en Poissonprocess med intensitet A > 0.
Lat

Ty = inf{t > 0; X, = k} k=1,2,...
Da gdller att Ty, Ty — T1, T3 — Ty, . .. dr oberoende och exp(\)-fordelade sto-
kastiska variabler.

Bevis: Vi visar enbart att T} ~ exp(A). Definitionsméssigt ar 77 > 0. For
t > 0 géller, eftersom X (t) ~ Po(At):

P(Ty <t)=P(X(t) >1)=1-P(X(t) =0) =1 -,

vilket dr fordelningsfunktionen for en exp(A)-fordelning. ]

Kommentarer:

1. Sats 2.2 visar att Poissonprocessens realiseringar &r styckvis konstanta
funktioner, som véxer enbart genom “hopp” (diskontinuiteter), och
da alltid fran ett heltalsvarde till ndrmast hogre heltalsviarde. Den
stokastiska variabeln T} &r den tidpunkt da processen hoppar fran
véardet k — 1 till vardet k.

2. Omvandningen till sats 2.2 giller ocksa. Lat Z, Zs, Z3, ... vara obe-
roende exp(A)-fordelade stokastiska variabler, och lat

k
X(t)=max{k=0,1,2,..;) Z <t} Vt>0.

=1

Da dr {X (¢);t > 0} en Poissonprocess med intensitet A, vars hopptid-
punkter ar 7T), = Zle Zi, k=1,2,.... Detta bevisar vi inte.

Som avslutning ger vi utan bevis ett par satser som behandlar
aterstartade Poissonprocesser, respektive superposition av Poissonproces-
ser.

Sats 2.3 Lat {X(t);t > 0} vara en Poissonprocess med intensitet A > 0.
Fizeraty > 0, och lat Y (t) = X (to+t)— X (to) fort > 0. Da ar {Y (t);t > 0}

en Poissonprocess med intensitet \.

Sats 2.4 Lat {X;(t);t > 0} och {Xs(t);t > 0} vara oberoende Poissonpro-
cesser med intensiteterna Ay > 0 respektive Ay > 0. Lat Y (t) = X (t)+Xs(¢)
fort > 0. Da ar{Y(t);t > 0} en Poissonprocess med intensitet A\ = \; + Ao.



