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EXAM TAMS 15 / TEN 1
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Examinator: Jorg-Uwe Lobus (Tel: 0709-602827)

Tillatna hjalpmedel ar en raknare, formelsamling i matematisk statistik utgiven av
MALI, och ett ytterligare formelblad (ett blad med text pa bada sidorna).

(1) De stokastiska variablerna X och Y har den simultana téthetsfunktionen
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(a) Berdkna de marginella tathetsfunktionerna for X och Y. (1p)
(b) Berdkna Cov(X,Y). (1p)
(c¢) Berdkna korrelationen mellan X och Y. (1p)
(2) En Markovkedja X,,,n =0,1,2,..., med tillstandsrum {0, 1, 2} har 6vergangsmatrisen
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(a) Fyll i de tomma platserna i 6vergangsmatrisen ovan. (0.5p)
(b) Berikna 2-stegsovergangsmatrisen, dvs. P2, (0.5p)

(c) Om startfordelningen &r
p” = (p(0),p”(1),p"”(2)) = (P(Xo = 0), P(Xo = 1), P(Xo = 2))
=(1/3,1/3,1/3)

berakna fordelningen vid tid 2,

(1p)
(d) Berédkna alla stationéra fordelningar. (1p)

(3) En Astronom vill méta (i ljusar) avstandet mellan sitt observatorium och en viss
stjarna. Han vet att varje gang han méter avstandet far han inte avstandet exakt.
Darfor mater astronomen avstandet manga ganger och anvander medelvardet av
sina matningar som en definitiv skattning for avstandet. Han antar att varden av
maéatningarna ar oberoende och likaférdelade stokastiska variabler som har vénte-
vardet d (det riktiga avstandet i ljusar) och variansen 4 (ljusar?).

(a) Antag att astronomen méter avstandet 25 ganger. Bestdm sannolikheten att
hans skattning overstiger d + 0.5 ljusar. (1p)



(b) Hur manga méatningar behover han for att hans skattning skulle vara med
sannolikhet 0.95 inom +0.5 ljusar fran det riktiga avstandet d? (2p)

Ledning: Anvand centrala gransvirdessatsen.

Anta att 1% av populationen ar snarkare. Vi tar en person fran populationen pa
mafa och vill veta om han/hon &r snarkare eller inte. Testet man kan anvénda ger
ett ratt svar med sannolikhet 0.99 oavsett man ar snarkare eller inte.

(a) Bestdm sannolikheten att testet séger att en person tagen pa mafa ar snarkare.
(1.5p)

(b) Anta att testet siger att den valda personen &r snarkare. Hur stor ar da
sannolikheten att han/hon faktisk &r snarkare? (1.5p)

En person aker forst med buss 1, sedan med buss 2. Viantetiderna X och Y &ar
oberoende och likformigt fordelade Gver intervallet (0, 10) respektive (0, 8), dér en-
heten ar minuter. Bestam sannolikheten att personen far vanta sammanlagt minst
16 minuter pa de bada bussarna. (3p)

Xi,..., X, ér oberoende stokastiska variabler som alla &r N(u,0.2), dvs. nor-
malférdelade med véntevérde p och standardavvikelse 0.2 .
(a) Ange fordelningen (typ och parametrar) for X — p dir X = % Yo, Xi. (0.5p)
(b) Berikna P(|X — u| > 0.2/y/n). (1p)
(¢) Berikna P(|X — pu| > 0.1) om n = 16. (0.5p)
(d) Hur stort maste n vara for att P(|X — pu| > 0.01) skall understiga 0.001? (1p)

Ledning: Anvénd ®(3.29) = 1 — 0.0005.



Losningar
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(b) Cov(X,Y) = E[XY] — Y]
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Pa grund av symmetri géller att E[Y] = E[X]. Slutligen fas Cov(X,Y) =
1=

Cov(X,Y)
VVar(X)Var(Y)
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(c¢) Korrelationen ges av p(X,Y) =

4 1
Var(X) = E[X? — E[X]? = 3 1= 3 Pa grund av symmetri foljer att
1
Var(Y) = Var(X). Saledes blir p(X,Y) = —4— = Z
(5)°
(2) (a)
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(d) Kedjan ar irreducibel och aperiodisk, se P?. Saledes finns det en entydig sta-
tionar fordelning 7 som losning till 7 = 7P,

= (m,me,m3) = (3/7,2/7,2/7).



(3) Léat X; beteckna resultatet av den i : e métningen och X = 23" | X,

(a) Har har vi n = 25. Sokt ar
P(X>d+05).
Det géller att

P(X>d+05)=1—-P(X <d+0.5)

- X -E[Xi] _ 05
=it (D(Xl)/\/ﬁ = 2/5)
~ 1 — ®(1.25) = 0.1056.

(b) Sokt &r n sadan att

0.95 =P (—0.54 <Xzd 0.57”) ~ <4> — (—@> .

Detta ger ocksa

Ur tabellen fas

\/Tﬁ ~1.96 som medfor att n 2 (4-1.96)2 = 61.5.
Astronomen behoéver alltsa 62 matningar.
(4) Lat

E = {en person tagen pa mafa ar snarkare}

och
F = {testet séger att en person tagen pa mafa ar snarkare} .

Da &r

P(E)=0.01, P(F|E)= P(F°|E%) = 0.99
och

P(F|E®) =1 — P(F°|E®) = 1 — 0.99 = 0.01 .
(a) Lagen om total sannolikhet ger
P(F) = P(F|E)P(E)+ P(F|E°)P(E) = 0.99-0.01+0.01-0.99 = 0.0198 .
(b) Fran Bayes Formel far vi

P(E|F) = P(F|E)P(E) B 0.99 - 0.01 1
- P(F|E)P(E)+ P(F|E°)P(E°)  0.99-0.014+0.01-0.99 2°

(5) Se lésningar till lektionsuppgifter, 4.6.
http://courses.mai.liu.se/GU/TAMS79/Dokument/blomsvar.pdf

(6) Se l6sningar till lektionsuppgifter, 6.18.



