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Tillatna hjalpmedel ar en rdaknare, formelsamling i matematisk statistik utgiven av
MALI, och ett ytterligare formelblad (ett blad med text pa bada sidorna).

(1)

(2)

(5)

Lat (X,Y) vara en tvadimensionell kontinuerlig stokastisk variabel dér X och Y &r
icke-negativa och oberoende.

(a) Visa att P(X <Y) = [ Fx(y)fy(y)dy dar Fx ar fordelningsfunktionen for
X och fy betecknar tathetsfunktlonen for Y. (2p)

(b) Berdkna ovanstaende i fallet da X ~ Ezp(\;) och Y ~ Exp(\y). (1p)

Bland tolvaringarna i ett visst land galler att pojkarnas lingd foljer en normal-
fordelning med véntevérde 153,8 och standardavvikelse 9,4 (enhet: cm). Bland
flickorna i samma land ar langden normalfordelad med vantevarde 156,6 och stan-
dardavvikelse 5,5.

(a) Man viljer ut tio pojkar pa mafa, méter deras lingd och raknar ut medelvéardet.
Vad é&r sannolikheten att resultatet blir mer &n 1557 (1p)

(b) Man véljer ut en pojke och en flicka pa mafa. Vad &ar sannolikheten att pojken
ar langre dn flickan? (2p)

Héndelser intraffar enligt en Poissonprocess med intensitet 1 per timme. Processen
borjar klockan 8.00 och avbryts mellan klockan 12.00 och klockan 13.00.

(a) Vad &r sannolikheten att den forsta héndelsen intriffar nagon gang mellan
klockan 8.30 och 9.15. (1p)

(b) Anta att hogst en héndelse intréaffade till klockan 10.00. Berdkna sannolikheten
for att exakt 6 handelser intréffade till klockan 14.00. (2p)

Ett forsdkringsbolag saljer en forsdkringstyp dar ersattningsbeloppet till en given
kund under ett givet ar beskrivs av en stokastisk variabel med vantevarde 50 kronor
och standardavvikelse o kronor. Bolaget har salt forsakringen till 400 kunder och
vi antar att dessa drabbas av skador oberoende av varandra.

(a) Om o = 100, vad &ar sannolikheten att bolaget under ett givet ar sammanlagt
maste betala ut mer dn 22 000 kronor? Anvand centrala gransvardessatsen.

(2p)

(b) Hur litet maste o vara for att sannolikheten att bolagets sammanlagda utbe-
talning under ett givet ar ska 6verstiga 22 000 kronor ska vara 1%? Anvand
centrala gransvardessatsen. (1p)

(a) Bestdm konstanten c sa att

o) = {c/\/x+1 om —1l<z<l1

for ovrigt.

blir en tathetsfunktion. (1.5p)



(b) Berdkna sannolikheten att en stokastisk variabel med denna téthetsfunktion
antar ett positivt varde. (1.5p)

(6) En partikel utfor en symmetrisk slumpvandring pa hérnen av en kvadrat, sa att
den i varje steg, med lika sannolikhet, flyttar sig till nagot av de tva intilliggande
hornen.

(a) Beskriv partikels slumpvandring som en Markovkedja, d.v.s. bestdm 6vergangs-
matrisen. (1p)

(b) Bestdm véntevérdet for antalet steg tills partikeln den forsta gangen aterkommer
till starthérnet. (2p)



Losningar

(1) (a) Eftersom X och Y &r icke-negativa och oberoende, far vi att

P(X<Y) = /OOO /Oy fxy(z,y)dedy

_ /OOO (/Oy Fx(z) dx) fr(y) dy

= /0 Fx(y)fv(y) dy.

(b) Man har da att Fx(y) = 1—e % och fy(y) = Xae™??Y, vilket insatt i uttrycket
fran (a) ger
oA
M+ A+ A

PX<Y)= / (1—e M) hoe ¥ dy =1—
0

(2) (a) Medelvirdet X av tio slumpvis utvalda pojkars lingd #r normalférdelad med
vantevérde 153,8 och standardavvikelse 9,4/4/10 ~ 2,97. Alltsa &r

155 — 153, 8

P(X>155):1—<I>( 207

)%0,345.

(b) Om X &r langden av en slumpvis vald pojke och Y &r langden av en slumpvis
vald flicka sa ar X — Y normalférdelad med véntevarde 153,8 — 156.6 = —2,8
och varians (9,4)% + (5,5)? = 118,61 dvs. standardavvikelse /118,61 = 10, 9.
Den héndelse vars sannolikhet vi soker kan skrivas {X —Y > 0}. Sannolikheten

ar 93
1-® (=) ~0,397.
<10,9) ’

(3) Lat X(t) vara antalet héndelser under tidsintervallet [0,¢], dvs. [0,4] motsvarar kI.
8.00-12.00 och (4, 00) motsvarar tiden fran kl. 13.00. X (¢) &r Poissonférdelad med
parameter ¢t =t - \ eftersom A = 1.

(a) Lat T; vara tiden som den forsta handelsen intraffar. Eftersom 77 dr exponen-
tialfordelad med parameter A = 1 far vi

PRA<T <) =Fr(E)-Fr(})=e?—e"=0.32.
(b) For k =5 och s = 3,

P(N(3—|—2):k—|—1’]\[(2)§1):P(N(5+2)=/€+1,N(2)§1)

P(N(2) < 1)
_ P(N(s+2)=k+1,N(2)=0) N P(N(s+2)=k+1,N(2)=1)
a P(N(2) <1) P(N(2) <1)
_ P(N(s+2)—N(2)=k+1,N(2) =0)
B P(N(2) <1)
P(N(s+2)—N(2) =k, N(2)=1)
P(N(2) < 1)




P(N(2) < 5
_ P(N(s)=k+1)-P(N(2)=0) | P(N(s) =F) - P(N(2) = 1)
P(N(2) <1) P(N(2) <1)
_ e~ (S)\)k—i-l (S)\)k
_'1+2A<%+1ﬂ+zxk!>'

(4) (a) Eftersom Y ar en summa av 400 st oberoende likaférdelade stokastiska variabler
kan vi anvanda oss av centrala gransvardessatsen for att berdkna sannolikheten
att Y > 22 000 enligt

Y —400-50 22000 — 400 -50 100
)%P(Z>—)

}%Y>22mmyzp( >
o - /400 o - /400

o
déar Z ~ N(0,1), vilket tillsammans med symmetriargument och o = 100 ger

att
1
P(Y>22 OOO)%l—P(Zg ﬂ) :1—®(1):0,1587.

o

(b) For att bestamma o sa att P(Y > 22 000) = 0,01 anvénder vi oss av att

1 1
my>2mwnzp(2>lm):1—®<ly).

o o
Vi far
1_(1)(@) _ 001
o
1
ﬂ = 2,3263
o
o = 43.

(5) Se losningar till lektionsuppgifter, 3.14.
http://courses.mai.liu.se/GU/TAMS79/Dokument/blomsvar.pdf

(6) (a)

0 1/2 0 1/2
1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
/2 0 1/2 0

P =

(b) Lat X beteckna antalet steg tills forsta aterkomsten och lat Y; beteckna antalet
aterstaende steg da partikeln befinner sig k sidor fran startpunkten, k = 1, 2.
Betingning ger

E[X] =1+ E[1],
1

E[m—g-u%-(lww),

E[Yy] =1+ E[YY],

sa att
ElY1]=3 och E[X]=4.



