LINKOPINGS UNIVERSITET
Matematiska institutionen

EXAM TAMS 15 / TEN 1

18 augusti 2020, klockan 8.00-12.00
Examinator: Jorg-Uwe Lobus (Tel: 0709-602827)

Alla hjalpmedel ar tillatna.
Betygsgranser 3: minst 8 poéng, 4: minst 11.5 podng, 5: minst 15 podng (av 18)
(1) T en lada ligger fyra symmetriska tdrningar: tva réda, en svart och en vit. De tva

roda ar numrerade 1, 2, 3, 4, 5, 6. Den svarta ar numrerad 1, 1, 3, 5, 5, 5 och den
vita 2, 2, 4, 6, 6, 6. En tarning tages pa mafa ur ladan och kastas.

(a) Lat A = {erhalla en sexa} och betrakta hdndelserna B; = {dra en réd téarning},
B; = {dra en svart tdrning}, B3 = {dra en vit tdrning}. Bestam P(A|B;),
i=1,2,3. (1p)

(b) Vad &r sannolikheten att fa en sexa? (1p)

(c) Vad ar da sannolikheten att tdrningen ar rod under forutsattning att vi erhallit

en sexa? (1p)

(2) Lat Uy,...,U, vara oberoende likformigt fordelade slumpvariabler pa intervallet
(0,1) .

(a) Berdkna P(2-min(Uy,Us) > ), z € (0,2). (1p)

(b) Berdkna P(n-min(Uy,...,U,) > z), x € (0,n), n € N. (1p)

(c) Bestdm F(z) := lim, oo P(n - min(Uy,...,U,) < x), z € R. (0.5p)
(d) Ange fordelning vars férdelningsfunktion ar F' fran (c)-delen. (0.5p)

Ledning: Kom ihag att for tva slumpvariabler X,Y och z € R det géller att
{min(X,Y) >z} ={X > 2z} n{Y > z}.

(3) Kalle spelar ett spel dar han kan vilja sjalv hur mycket han satsar i varje omgang.
Om han vinner far han tillbaka dubbla insatsen. Han vinner med sannolikhet %
varje omgang oberoende av vad som har hant i tidigare omgangar.

Kalle har kommit pa foljande strategi: Han borjar med att satsa 1 kr. For varje
omgang han forlorar sa dubblar han insatsen till ndsta omgang. Nar han vinner for
forsta gangen sa slutar han spela.

(a) Om Kalle har obegrénsat med pengar att spela for, vad &r véntevérdet for
hans nettovinst (vinst minus sammanlagd insats) om han foljer sin strategi?
Ledning: Vad &r nettovinsten om han vinner férst i omgang nummer n? (1p)

(b) Om Kalle har begridnsat med pengar att spela for, vad ar véntevérdet for
nettovinsten om han foljer sin strategi tills han vinner for forsta gangen eller
pengarna tar slut sa att han inte kan fortsatta att dubbla insatsen? Ledning:
Du kan anta att Kalle fran borjan har k kr att spela for och att dessa racker
att spela for i hogst N omgangar, dvs 2V < k + 1 < 2N for nagot N. (2p)



(4) Lat X;, X, vara oberoende N (0, 1)-fordelade stokastiska variabler. Lat den stokastiska
vektorn Y defineras genom

_(rhy_| 1 1 Xy
=(i) =LA ()
(a) Berékna den simultana tathetsfunktionen, véntevirdesvektorn och kovarians-
matrisen for Y. (1.5p)

(b) Bestam tathetsfunktionen av Y2 4+ Y7, (1.5p)

Ledning: Om Z,, Zy ar oberoende N (0, 1)-fordelade stokastiska variabler sa kallas
fordelningen av Z7 + Z2 x*(2)-fordelning. Tathetsfunktionen av en x?(2)-fordelad

slumpvariabel ar
1

fz) = 56_%””, x> 0.
(5) Kapten Blook har ett skepp som sjunker om det lastas med mer &n 15000 kg. Han
smugglar stiletter i paket vars vikter ar oberoende med vantevarde 13.2 kg och
varians 23.2 kg.

(a) Han lastar skeppet med 1000 paket. Pa skeppet finns ocksa ett litet antal
pirater (vars vikter inte réknas in i de 15000 kg), bor de vara oroliga? (1p)

(b) Kapten Blook vill tjina mer pengar och tédnker att det inte &r sa noga om
skeppet sjunker, da han kan stjala ett annat skepp. Han ar villig att oka
antalet paket som skeppas och kan acceptera att skeppet sjunker med 5 procent
sannolikhet. Stall upp en ekvation for att hitta det maximala antal paket N
sa att sannolikheten att skeppet sjunker &r mindre &n 5 procent. Och ge ett
approximativt varde pa N. (2p)

Ledning: Anvand centrala gransvirdessatsen.

(6) En Markovkedja har évergangsmatrisen

1/2 0 1/2 0
1/2 1/2 0 0
1/2 0 0 1/2
1/2 1/2 0 0

(a) Undersok om kedjan &r irreducibel och aperiodisk. (1p)

(b) Finns det nagon stationédr fordelning? Om det &ar sa, bestdm alla stationéra
fordelningar. (2p)
Ledning: For att slippa numeriska berakningar, anvand

~1/2 0 1/2 0
1/2 -1/2 0 0
12 0 -1 1/2
12 1/2 0 -1

4,1,2, )P -1 =41, 2, 1)

dar 0 betecknar nollvektorn och I ar den 4 x 4-enhetsmatrisen.



Losningar
(1) Da géller Q@ = B; U By U Bs och B; N B; = om i # j.
(a),(b)

P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|By) + P(Bs) P(A|Bs)
dér P<B1) - 421 P(A|Bl) = év P(BQ) = %7 P(A|B2) = 0, och P(B?)) = i?
P(A|B3) = 3. Vi far
21 1 1 3 5
PAO=35 1 16
) P(B,)P(A|B 2
(2) (a)
P(2-min(Uy,Us) >x) =P (mln(Ul, Us) > g)
P 2) ()
:< )2, z € (0,2).

P(n-min(Uy,...,U,) >x) =P (min(Ul, yUn) > %)
=P(Ui=2) P (U= T)
:<1—%>n, € (0,n)

(c¢) F(z):=lim, e P(n-min(Uy,...,U,) <z)=1-—€¢" x €R.
(d) Exp(1)-fordelning.

(3) (a) Om Kalle vinner i omgang n sa har han totalt satsat 1+2+...+2"" 1 =27 —1
kr. Hans senaste insats dr da 2"~! sa hans bruttovinst blir 2 - 2"~ = 2" och
darfor blir nettovinsten 2" — (2" — 1) = 1 kr. Men detta vérde beror ju inte pa
n, sa oavsett nar Kalle vinner for forsta gangen sa gar han totalt 1 kr plus, sa
hans forvantade vinst av denna strategi ar 1 kr.

(b) Vi antar forst att Kalle kan vara med i maximalt N omgangar. Om han vinner
pa nagon av dessa N omgangar sa gar han plus 1 kr enligt (a). Om han inte
vinner pa nagon av dessa N omgangar sa gar han back det som han har satsat,
dvs 2V — 1 kr. Sannolikheten att han skall forlora N ganger i strick ar (%)N
Alltsa blir hans forvantade nettovinst

Men detta varde beror ju inte pa N, sa oavsett hur mycket pengar Kalle har
med sig fran borjan sa ar det forviantade vardet 0 kr for hans strategi sa lange
det finns nagon begriansning i Kalles kassa.



(4)

(a)

Lat

(4] % (%)

Det galler att Y = AX. Det medfor att

wn(3)-(2)

och
B r [ 1 1]/10\[1 -1] (20
Cvy = ACxA"'{—l 1}(0 1)1 1] \o02)"
Vi far
_ 3 0
o -(i 1)
och

1 1
Ty Wi, 92) = EGXP {_Z (yf +y§)} :

Del (a) innebér att Y7 och Y3 ar oberoende normalfordelade stokastiska vari-
abler med véntevérde 0 och varians 2. Det betyder att (Y 4+ V3) ar x*(2)-
fordelad. Alltsa ar

i, ’ 1
l—e 2" = / frvavp(y)dy = P (5(3/12 +Y5) < 517) ;20
0
som medfor att
l—e " =P(Y2+Yi<z), 2>0,

och

1
fy12+y22(1‘) = —€ 4 3 x Z O

Vi vill alltsa ta reda pa sannolikheten att baten ar lastad med mer an 15000 kg
och darmed sjunker. Beteckna vikten i kg av det i:te paketet med X;. Vi soker
da sannolikheten P(X7 + ...+ Xj000 > 15000). Da det ror sig om en summa av
valdigt manga paket kan vi anvénda oss av centrala griansvardessatsen. X; +
... + X1000 ar da approximativt normalférdelad med véintevirde 1000 - 13.2 kg
och varians 1000 - 23.2 kg%

P(X1 + ...+ Xioo0 > 15000)
_p <X1 + ... + Xi000 — 13200 15000 — 13200)

>
V23200 V23200
~1— (15000 — 13200)

23200
=1—3(11.82) ~ 0

Sa sannolikheten att baten sjunker ar otroligt lag.



(b) Vi vill ta reda pa hur manga paket, maximalt, vi kan lasta pa baten sa att

sannolikheten att baten sjunker dr mindre dn 5 procent. Vi soker alltsa ett
N sa att P(X; + ... + Xy > 15000) < 0.05 och vi antar att, enligt centrala
gransvirdessatsen, X + ... + Xy ar approximativt N(13.2/N,23.2N)-fordelad.

P(X1+ ...+ Xy > 15000)
b (X1 o+ Xy — 132N 15000 - 13.2N)
V232N V232N
I (15000 — 13.2N> |
V232N

Vi vill alltsa att

1 — 13.2N
o ( o000 — 19 ) >0.95.
V232N

Av detta foljer att
15000 — 13.2N
V232N

dar vi anvander oss av tabellen. Genom att kvadrera bada lederna och losa
den andragradsekvationen

13.2°N? — 215000 - 13.2N — 1.645% - 23.2N + 15000% = 0.
finner vi tva rotter Ny = 1115.892 och Ny = 1156.473. Inséattningen av N; och
N i ekvation (1) ger att det bara &r N; som uppfyller denna ekvation, ty
15000 — Ny - 13.2
Ny -23.2

> 1.645

= 1.67 > 1.645

och
15000 — N5 - 13.2

Ny -23.2

Sa ett approximativt varde pa det maximala antal paket N som gor att san-
nolikheten att skeppet sjunker ar mindre &n 5 procent ar 1116 paket.

= —1.58 < 1.645

Man kan gora vandringen 1 — 3 — 4 — 2 — 1 varfor alla tillstanden kom-
municerar med varandra, kedjan ar irreducibel. Perioden ar 1, ty overgangen
1 — 1 ar mojlig.

Irreducibel och aperiodisk kedja med andligt manga tillstand. Alltsa ar den
ergodisk. Det finns en entydigt bestamd stationér fordelning. Observera att

~1/2 0 1/2 0

(4, 1, 2, 1) /2 -1/2 0 0 =0 (nollvektor)

12 0 -1 1/2

1/2 12 0 -1
(se ledning) &r ekvivalent med

12 0 1/2 0
1/2 1/2 0 0
0
0

1
0
41,21 = 4 L2 1|

o O = O
O = O O
_— o O O

0

1/2 1/2 0




Den entydiga stationdra fordelningen ar alltsa (4/8, 1/8, 2/8, 1/8).



