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1. (a) Y = X
θ
− 1 är en pivotvariabel, ty den är en monoton funktion av

θ, men den har sannolikhetsfördelningen N(0, 1) som inte beror av θ.

(b) Det gäller att 0.95 = 1 − α = Pθ(−zα/2 ≤ X
θ
− 1 ≤ zα/2) =

Pθ(1 − zα/2 ≤ X
θ
≤ 1 + zα/2) = Pθ({θ ≥ X

1+zα/2
} ∩ {θ ≥ −X

1−zα/2
}), där

zα/2 ≈ 1.96. Ett konfidensintervall med önskad konfidensgrad ges därför
av: C(X) = [max( X

2.96
, −X
0.96

),∞).

2. (a) fX,Θ(x, θ) = fX|Θ=θ(x)fΘ(θ) =
1
θ
för 0 < x < θ < 1. Detta ger att

fX(x) =

∫ 1

x

1

θ
dθ = − ln x ∀0 < x < 1.

Allts̊a är aposteriorifördelningens täthetsfunktion

fΘ|X=x(θ) =
fX,Θ(x, θ)

fX(x)
=

1

−θ ln x
∀x < θ < 1.

(b) Bayesskattningen av θ är:

θ̂ =

∫ 1

x

θ

−θ ln x
dθ =

x− 1

ln x
.

3. Det starkaste testet har enligt Neyman-Pearsons lemma testfunktionen
φ(x) = I{f(x|H1) > kf(x|H0)}, där k väljs s̊a att signifikansniv̊an

är 0.04. Kvoten f(x|H1)
f(x|H0)

kan anta värdena 17
2
, 7, 11, 11

3
, 13

2
, 6, 2, 15, 2, 14

86
.

Vi ska välja k = 8, vilket svarar mot testfunktionen φ(x) = I{x ∈
{1, 3, 8}}. Detta test har signifikansniv̊an 0.04 och styrkan f(1|H1) +
f(3|H1) + f(8|H1) = 0.43 mot H1.

4. (a) Täthetsfunktionen förX = (X1, . . . , Xn) är: fX(x|θ) = Πn
i=1θx

θ−1
i =

θn exp((θ − 1)
∑n

i=1 ln xi, vilket medför att l(θ) = ln fX(x|θ) = n ln θ +
(θ − 1)

∑n
i=1 ln xi. Villkoret l′(θ) = n

θ
+

∑n
i=1 ln xi = 0 är uppfyllt för

θ = − n∑n
i=1

lnxi
, och detta är ett maximum, ty l′′(θ) < 0. ML-skattaren

är därför: θ̂ = − n∑n
i=1

lnXi
.



(b) IX1
(θ) = E(− d2

dθ2
ln fX1

(X1|θ)) = 1
θ2
.

(c) Det gäller att

√
n(θ̂ − θ)

IX1
(θ)−1/2

=

√
n(θ̂ − θ)

θ

d−−→ Z ∼ N(0, 1)

d̊a n → ∞. Ett tv̊asidigt konfidensintervall för θ av Wald-typ med
asymptotisk konfidensgrad 95% är därför: C(X) = θ̂ ± θ̂ 1.96√

n
.

5. Täthetsfunktionen för X = (X1, . . . , Xn) är:

fX(x|µ) = Πn
i=1fXi

(xi|µ) =
{
e−

∑n
i=1

xi+nµ, om mini=1,...,n xi ≥ µ;

0, om mini=1,...,n xi < µ.

Denna funktion är växande i µ för µ ≤ mini=1,...,n xi, s̊a ML-skattningen
av µ är µ̂ = mini=1,...,n xi. ML-skattningen µ̂0 under nollhypotesvillkoret
µ ≤ 0 är lika med µ̂ om µ̂ ≤ 0, annars är µ̂0 = 0. Likelihoodkvottest-
statistikan är därför:

λ(x) =

{
1, om mini=1,...,n xi ≤ 0;

e−nmini=1,...,n xi , om mini=1,...,n xi > 0.

Likelihoodkvottestet har allts̊a testfunktionen φλ(x) = I{λ(x) < k},
där k ∈ (0, 1) är en konstant. Denna är ekvivalent med testfunktionen
φ(x) = I{mini=1,...,n xi > c}, där c > 0 är en konstant.

6. (a) Eftersom

fX(x|µ) =
µ
∑n

i=1
xi

∏n
i=1 xi!

e−nµ = exp(lnµ
n∑

i=1

xi)
1∏n

i=1 xi!
e−nµ,

s̊a är {fX(x|µ);µ > 0} en exponentialfamilj med den tillräckliga statis-
tikan Y =

∑n
i=1 Xi ∼ Po(nµ). Vidare är {lnµ;µ > 0} = R, s̊a den

tillräckliga statistikan är fullständig.

(b) L̊at s vara ett tal s̊adant att nµ(es− 1) = −µ, d.v.s., s = ln(1− 1
n
).

Enligt uppgiftstexten är d̊a τ̂(µ) = esY = (1− 1
n
)
∑n

i=1
Xi en väntevärdes-

riktig skattning av τ(µ), och eftersom den är en funktion av en fullständig
och tillräcklig statistika, s̊a är den UMVUE.


