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Kapitel 1

Beroendematt och stokastiska
vektorer

Ofta dr det intressant att studera flera variabler samtidigt, till exempel kanske villl man understka hur
en variabel paverkar en annan, eller om det finns nagot samband mellan variablerna. Det férsta man vill
méta ar da kovarians och korrelation.

1.1 Beroendematt

Som beroendematt anvinder man ofta kovarians och korrelation.

Definition 1. Lat X och Y med vintevirden px respektive py . Da kallas
cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — py)]
for kovariansen mellan X och Y och

cov(X,Y)

XY)= ————
ol ) var(X) var(Y)

for korrelationen mellan X och Y.

Notera att cov(X,Y) = poxoy, dir ox och oy betecknar standardavvikelserna.

I satsen nedan finns de viktigaste egenskaperna samlade.



Sats 1. For kovariansen gdller

(i) cov(X,X) = var(X),

(it) cov(X +a,Y +b) = cov(X,Y),
(iii) cov(aX,bY) = abcov(X,Y),

(iv) cov (ZZ’;I a; X;, Z?:l ijj) =", Z?’:l a;bjcov(X;,Y;) dir a, b, a1,...,am, b1,...,b, dr re-

ella konstanter.
Vidare, for korrelationen gdller att
(v) [p(X,Y)| <1 och |p(X,Y)| =1 om och endast om det finns ett linjirt samband mellan X och'Y,
(vi) om X och'Y dr oberoende sa dr p(X,Y) =0,

(vit) p(X,Y) =0 medfor inte att X och'Y dr oberoende.

Egenskap (v) antyder att p dr ett matt pa graden av linjirt samband mellan X och Y, se dven Figur
1.2-1.4 nedan.

Definition 2. De s.v. X och Y kallas okorrelerade om p(X,Y) = 0.

Lat (z1,y1),- - -, (Tn, yn) vara observationer av oberoende och likaférdelade stokastiska variabler (X1, Y7),
..., (X,,Y,,) med kovarians cov(X;,Y;) = c och korrelation p(X;,Y;) = p. Da skattar man kovariansen
med

1
n—1

> (@ —2)(y —9)

Jj=1

é:

och korrelationen med den empiriska korrelationen

21 —2)(y; —9)/(n—1) _
VT (2 = 2)2/(n = DY (y; — )2/ (n — 1)]

Skattningen p for korrelationen betecknas ofta med r.

pA:

Observera att en stark korrelation behéver inte innebdra nagot kausalt samband (orsakssamband) samt
att en liten korrelation inte behover betyda inget samband, see Figur 1.4.

Exempel 1. Negativ korrelation mellan cigarrettkonsumtion och spddbarnsdodlighet innebdr absolut inte
att en dkning av cigarrettkonsumtionen ger en minskning av spddbarnsdddligheten. |

Exempel 2. [ Figur 1.1 finns samhérande virden pa C1: antal lésta radiolicenser/1000 i England, C2:
antal personer med mentala defekter per 10 000 invanare. Observationerna dr arsvisa vdrden under en
foljd av ar i radions barndom. |

Ofta kan det vara intressant att testa hypotesen
Hy:p=0 mot H;:p#0.
Detta kan vi gora med teststorheten

/n — 2
w=V0" 2 (1.1)
V1 - p?
Om Hj &r sann, sa giller vid normalfordelning att den stokastiska variabeln U ~ t(n — 2). Man férkastar
alltsa nollhypotesen pa niva « om
[u| > t1_q/2(n —2).
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Figur 1.1: C1: antal 16sta radiolicenser/1000 i England, C2: antal personer med mentala defekter per 10
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Figur 1.2: p = —0.0041 (p = 0) till vénster och p = 0.4751 (p = 0.5) till hoger.
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Figur 1.3: p = —0.9075 (p = —0.9) till vénster och p = 0.8983 (p = 0.9) till hoger.

35 *

*
#*
25 "

05 * * #

Figur 1.4: p = —0.0030 (y ~ N(22,0.1))



Vi vill nu berékna variansen for en linjirkombination av stokastiska variabler nér kovarianser existerar.
Antag att vi har de s.v. X1,...,X,, med cov(X;,X;) =0, #0 och lat Y =Y | a;X; och vi vill alltsa
berékna var(Y).

Exempel 3. Vi betraktar forst specialfallet ndir n = 2, d.v.s. vi har de s.v. X1, Xo med cov(Xy, X3) =
o12 #Z0 och lat Y = a1 X1 + a3 Xs. Berikna var(Y).

Losning: Lat E(X;) = p;. Vi har da att
var(Y) = E((a1X1 + a2 X — (a1i1 + azp2))?) = E((a1 (X1 — pu1) + a2(X2 — p12))?)
=B(a}(X1 — 1) + a5(X2 — p2)* 4 2a1a2(X1 — p)(Xa — p2))

%E((Xl 1)) + a3 B((Xa — p2)?) + 2a1a2 B((X1 — 1) (X2 — p2))
a? var(X,) + a3 var(Xs) + 2a1as cov(Xy, Xo)

= alo? 4 a303 + 2a1a2012.

a

Allmén 16sning for variansen av Y = Y1 | a; X; ges av
V&I‘(Y) = E E a;Q;055,
i=1 j=1
. ) o . . .
dér o4 = o och 0;; = 0j; det vill séiga vi har

var(Y) = i ato? + i Z 2a;a;05.
i=1

i=1 i<j

Vi kan berdkna variansen pa ett smidigare séitt genom att anvéinda stokastiska vektorer.

1.2 Stokastiska vektorer

En stokastisk vektor definieras som

dédr komponenterna X; dr vanliga endimensionella stokastiska variabler.

En stokastisk vektor X har en vinteviardesvektor

H1
M2

p=EX)=|" | :mx),
Hn

dir komponenterna pu; = E(X;) for i = 1,2,...,n. Detta innebér att vi far vintevirdet av en stokastisk

matris genom att berdkna vintevirdet av varje element i matrisen.

En stokastisk vektor X har ocksa en kovariansmatris

¢i1 €12 ... Cin

C21 C292 N Con
C=cov(X)=| . . .| (nxn),

Cnl Cnp2 ... Cpn



dér elementen ¢;; = cov(X;, X;) = E[(X; — ps)(X; — p5)] for 4,5 = 1,2,...,n. En kovariansmatris &r
alltid symmetrisk, C = C’ (hér #r ' transponat av matrisen), eftersom

Cij = COV(XZ',XJ') = COV(Xj,Xi) = Cjj-
Notera att diagonalelementen c;; = var(X;) for i = 1,2,...,n.

Vintevirdet av en matris dr vintevirde for varje element i matrisen, man kan alltsa skriva kovarians-
matrisen fér X som

C=E[(X - u)(X - ).

Exempel 4. Om X; och X ir oberoende fér i # j med var(X;) = o2, sd dr cov(X;, X;) = 0 och

o2 0 0

0 o3 0
C= 2

0 O o2

Om dessutom var(X;) = o2 fori=1,...,n, sd dr

C =1,
dar
1 0 0
0 1 0
I,=|. = diag(l,..,1):nxn
0 1
ar enhetsmatrisen. |

Skattning av vintevirdesvektor och kovariansmatris.

Antag att vi har N observationer X1, ..., Xy (vektorer) fran nagon fordelning med E(X;) = p och
cov(X;)=C for i = 1,...,n. Vi skattar g med medelvirdet

1 X
M:X:N;Xm

och kovariansmatrisen C med stickprovskovariansmatrisen

1

S=§_1

N
(X, - X) (X, - X) = X (1N _ lelNl'N> X’

i=1

dér X dr observations matrisen X = (X1,..., X y) : n X N och 1y &r en vektor av ettor 15 = (1,...,1)":
(N x1).

Sats 2. Lat X : (nx 1) vara en stokastisk vektor med kovariansmatris Cx . Vi definierar en ny stokastisk
vektor som

Y=AX+b:(mx1),

dir A : (m X n) dr en fiz matris och b : m x 1 en fiz vektor. Da gdiller att Y har vintevirde och
kovariansmatris

E(Y) = AE(X) +b,
Cy = ACxA’.




Bevis. Pa platsnr. 4,1 Y har viY; = 2?21 a;; X; + b; vilket ger

) =Y ay BOX) +b
j=1

Detta innebir att E(Y) = : =AE(X)+b.

Genom att skriva kovariansmatrisen for Y som véntevirdet av en matris, se ovan, far vi

Cy =E[(Y - E(Y))(Y - E(Y))']
E[(AX +b— AE(X)—b)(AX +b— AE(X) — b)]
= E[A(X “E(X))(X —E(X))A’]=...= ACxA’.

Hir har vi utnyttjat att (AB) = B’A’. O

Specialfall: Variansformel
Lat Xi,...,X, vara stokastiska variabler. For en linjirkombination av dessa (beroende) stokastiska

variabler
Y = Zal ;= (a1,...,ap) X =a'X,

dir X = (Xq,...,X,) och a = (ay,...,a,), giller att

var(Y) = 03 = a'Cxa: (1 x 1).

Eftersom var(Y') > 0 far vi ocksa att Cx #r positivt definit eller positivt semidefinit.

X .. .. 5 . . (2 3
Y) har vintevirdesvektor <10> och kovariansmatris <3 6)'

Exempel 5. Den stokastiska vektorn <
Vi vill forutsiga Y med hjilp av en prediktor Y = a+bX sddan att

(1) B(Y) =E(Y) och

(2) var(Y —Y) dr minimal.
Losning.
(1) ( )=E(a+bX)=a+bE(X)=0a+45b=10=E(Y) ger alltsa ekvationen
a + 5b = 10.

(2) Fér variansen giller att

~

var(Y —Y) =var(Y —a — bX) = var(Y —bX) = var((—b 1) (;())

. 2 3 —b _ 2 _ _ . 2
=(-b 1)(3 6)(1)_21; —6b+6=..=2(b—1.5)*+ 1.5,
vilket ger min da b = 1.5. Fran ekvationen ovan far vi att a = 10 — 5b = 2.5.
Alltsa, valj prediktorn Y =25+ 15X. [ |
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Exempel 6. Portfoljteori. Antag att vi har n stycken tillgangar med de stokastiska avkastningarna
X =(X1,...,Xp), de forvintade avkastningarna p = (p1,. .., i)’ och en kovariansmatris C.

Antag vidare att vi investerar en andelen w; av vart totala kapital i tillgang i. Alltsa ), w; = 1, ddr w;
kan vara negativ. Var portfélj w = (wy,...,w,)" har den stokastiska avskastningen

R=w'X= i:lel

i=1

med vantevdrde och varians

1
Antag nu att vi viljer lika delar av alla tillgangar, dvs. w; = — for allai=1,...,n,
n

1 1
=-1,=~-(1,....,1) : (n x 1).
w= 1= (L. ) (nx )

1) Om alla avkastningar dr oberoende och har variansen var(X;) = o2 sd fdr vi kovariansmatrisen
C = ¢%I,,. Variansen for portfolien blir nu

1 1 2 2
var(R) = w'Cw = —1,, 6°I,, 1, = 1,1, = —
n n e~~~ n
2) Antag att cov(X;, X;) = 0.30%. Vi har dd
1 03 --- 03
C— 2 03 1
: .03
03 --- 03 1
och féljande varians for portfiljen
1 03 --- 03 1
§ : : : 0.702
Var(R)zw’Cw:%(l,...,l) 03 1 = =7 10302
n : . n
: . 0.3
03 --- 03 1/ \l

11



1.3 Flerdimensionell normalférdelning

Forst repeterar vi ett par viktiga egenskaper hos stokastiska variabler med endimensionell normalférdelning.

(a) Ens.v. X ~ N(0,1), om den har tdthetsfunktion ¢(z) = %6_9”2/2.
(b) OmY = pu+oX, dir X ~ N(0,1), sa géller att Y ~ N(u,0).

(¢) Om Y7,...,Y, dr oberoende och normalférdelade, sa &r dven

Z aiYi +b
i=1

normalférdelad.

Definitionen av flerdimensionell normalférdelning &r en naturlig generalisering av dessa egenskaper.

Definition 3. En stokastisk vektor Y = (Y1 e Yn)/ : (n x 1) har flerdimensionell normalférdelning
om
Y=p+AX

dir p: (nx1) dr en fiz vektor, A : (nxm) dr en fiz matris och X = (X1, Xo,..., X,,,)" har komponenter
X1,...,Xm, som dr oberoende och N(0,1).

Notera likheten med egenskapen (b) fér endimensionell normalférdelning.

Eftersom varje komponent i Y &r en konstant plus en linjirkombination av X7,..., X,,, sa foljer av
egenskapen (c¢) ovan att varje komponent Y; dr normalfdrdelad.

Vi ser vidare att E(Y') = p + A0 = p och att

Cy = ACxA’' = AI,A' = AA’.

Sats 3. Om 'Y har flerdimensionell normalférdelning med vintevirdesvektor p och en kovariansmatris
C med det C #£ 0, sa har Y tdthetsfunktion

1
(v2r)" Vdet C

fy(Y) = fy(yr, .. yn) = e~ sl(Y=p) CTH (Y —p)]

dir E(Y) = p och cov(Y') = C.

Av den hir satsen framgar det att parametrarna for flerdimensionell normalférdelning ér vintevirdesvektorn
och kovariansmatrisen. Man skriver

Y ~ N(,C)

eller
Y ~ Np(p,C)

om man vill podngtera dimensionen. Om n = 2, sa sédger man att de tva s.v. Y7 och Y, har simultan
. / . 3
normalférdelning om vektorn (Y1 Yg) Ar normalfordelad.

12



Figur 1.5: Téthetsfunktionen for en bivariatnormalfordelning nér g = o =0, 01 =09 =1 med p =0
till vénster, och p = 0.9 till hoger.

Specialfall: Tvadimensionell normalférdelning

Antag att (?) ~ Na(u, C). Da ges tidthetsfunktionen av
2

02 02

1 Y1 — M1 2 Y1 — M1 Y2 — U2 Y2 — M2 2
eXp{‘2<1—p2> [( o )‘2” o *( )”
fy1,y2) =

2mo1094/ 1 — p?

dér p = (’Zl> ar vantevirdesvektorn, —1 < p < 1 &r korrelationen och kovariansmatrisen ges av
2

2
C - i1 C12 o 01 PO102
= = 2
C21  C22 PO102 (o5}

med féljande villkor o7 > 0 och 63 > 0. Figur 1.5 visar utseendet for tva tithetsfunktioner med olika
korrelation.

Sats 4. Komponenterna i en normalférdelad vektor dr oberoende om och endast om kovariansmatrisen
ar en diagonalmatris.

Specialfall: Lat Y7 och Y5 vara tva simultant normalfordelade s.v. Vi har da

Yi o? pPO109
Y = h Cy = 1 ,
(5/2) o¢ Y <P0201 2

02

dér cov(Yy,Y2) = poiog och p édr korrelationen mellan Y3 och Ya, o1 och o9 betecknar standardavvikel-
serna.

Via satsen ovan har vi att tva simultant normalférdelade s.v., Y7 och Y3, &r oberoende om och endast
om de ar okorrelerade.

13



Sats 5. Antag att d: (m x 1) och B : (m x n) dr fiza. Lat
W =d + BY,
dir'Y : (n x 1) har flerdimensionell normalférdelning. Dad dr dven W : (m X 1) normalfdrdelad.

Notera att satsen ovan ger att en linjirkombination av beroende normalvariabler, som &r komponenter
i en normalfordelad vektor, d4r normalférdelad.

Hur kénner man igen normalférdelning?

e Sma stickprov: svart.
e Stora stickprov:

— endimensionella métdata - Rita hiostogram och jamfor med normalférdelningens téathetsfunktion.

— tvadimensionella métdata - Plotta (x;,y;). Tendenser till ellipsformat monster. Histogram kan
ocksa goras.

1.3.1 Bevis av en tidigare sats med hjilp av flerdimensionell normalférdelning

Med hjalp av flerdimensionell normalférdelning kan vi nu enkelt bevisa foljande sats.

Sats 6. Om Xy,...,X,, dr oberoende och X; ~ N(u,0), sa gdller att

Xi—p

@ 51 ( ) ~ X2 (m)

(c) X~N(u,\jﬁ)

(d) X och S? dr oberoende stokastiska variabler.

Beuvis. (c) har vi redan visat pa F61 och (a) ser man att det dr en summa av kvadrater pa oberoende
N(0, 1)-variabler.

(b) Sy (X = X)* = X0, (2 - 2)° = 2 (’” - iln“) “
N————
=C

med Z = (Zy,...,Z,) ~ Ny (On,UzIn)7 dir Z; = X; — p.

Matrisen C : n x n ér symmetrisk och idempotent (projektions matris), d.v.s. C*> = C med rang n — 1
och har saledes n — 1 egenvérden som &r 1 och ett egenvirde som #r 0. Vi har nu spektraluppdelningen
av C som

C=QDQ,

dir D dr en diagonalmatris med egenvirdena pa diagonalen, d.v.s., D = diag(1,...,1,0) och Q &r en

14




ortonormerad matris, d.v.s. Q'Q = I. Vi har nu

zcz-(z'QpQz) -y | |y,
: 1 0
0 0 0
dir Y = Q'Z ~ N, (0,0°Q'Q). Nu giller att
——
=021
10 0
—1)52 "X, — X)? n
(n=)s* X X) 1y Lyr|0 y -
g g g
1 0 i
0 0 0

Y .
eftersom — ~ N(0,1) (d& Y; ~ N(0,0)).
1%

(d) Vi har att X = %ILLX Man kan visa att X och S? &r oberoende eftersom

1 1
<1'> (In - 1n1;> 0.
n n

15



Kapitel 2

Regressionsanalys

Regressionsanalys anvinds for att studera sambandet mellan en boroende kvantitativ variabel y och en
eller flera variabler x1,xo,...,x;. Variablerna x1,xs, ...,z brukar nagot felaktigt kallas ”oberoende”
variabler. Det betyder inte att de maste vara oberoende av varandra bara att &r y som beror pa x-
variablerna och inte tvirtom. Syftet med regressionsanalysen &r att finna modeller som &r enkla men
anda passar bra med sina observationer. Modellerna klan vara linjira eller icke-linjdra. Nedan boérjar vi
forst med enkel linjér regression innan vi beskriver det mer allmént med multipel linjar regression.

2.1 Enkel linjiar regression

Vi borjar med ett inledande exempel.

Exempel 7. Viskositeten hos motorolja avtar med temperaturen. Samhdorande virden pa atta viskositeter
((Ib)(sec)/(in.)?) och temperaturer (°F) har mitts upp

Temp. (x;): 165 170 175 180 185 190 195 200
Visk. (y;): 28.5 206.1 259 22 20.4 185 171 158

Vi kan nu plotta y-vdrdena mot x-virdena.

WMATLAB
y = [28.5 26.1 23.9 22 20.4 18.5 17.1 15.8];
X [165 170 175 180 185 190 195 200]’;

scatter(x,y, ’b*’)
xlabel(’x’), ylabel(’y’)
hold on

1sline

Vidare sa har vi den empiriska korrelationen

16



Den skattade regressionslinjen blir: y = (67 4548) + (-0.36119)x

1 1 1 | | | |
165 170 175 180 165 190 195 200

Figur 2.1:

>> r = corr(x,y)

Det vill sdga p = —0.9955 wvilken till beloppet dr vildigt stor. men, for sakens skull sa testar vi hypotesen
Hy:p=0 mot Hy: p#0 pa nivan 5%, med testorheten som ges i (1.1). Vi har alltsa

U= —=——=—-25.73
V11— 2
och eftersom |u| > to975(6) = 2.45 sa kan vi forkasta Hy, det vill siga korrelationen dr med stor

sannolikhet skild fran noll.

Fran Figur 2.1 och korrelationen ovan sa verkar det rimligt med ett approximativt linjirt samband. Men
fragan kvarstar om hur vi hittar den rdta linje som passar “bast” till de observerade virdena. |

I enkel linjar regression sa har vi vardepar (z;,y;), dér y; &r observation av den stokastiska variabeln
Y; =pj+e; =00+ Piz; +¢€5,
for j=1,...,n, dér
wj = Po + Brz;

och z1,...,z, & fixa tal medan ei,...,&, dr oberoende stokastiska variabler med E(e;) = 0 och
Var(g;) = o2. Vi ska nu ga over till det allménna fallet - multipel linjir regression.

17



2.2 Multipel linjir regression

I det allménna fallet vill man férklara variationerna hos en responsvariabel y med hjélp av variationerna

hos forklaringsvariabler 1, ..., z;. Man formulerar ett ”teoretiskt” linjért samband

y=po+Biz1+ ...+ Bpxp.

For att skatta (-koefficienterna i det linjara sambandet behover vi observerade viarden

($11,£U12» .- ~,$1k,y1)

(Inla Tn2y -+ Tnk, y”)

I allménhet upptédcker man sedan att sambandet mellan de observerade y- och x-vidrdena inte dr exakt
linjért och behover da ocksa analysera felen som uppstar. Aven i det allménna fallet gér man en modell

som innebér att avvikelserna fran det linjira sambandet betraktas som slumpvariabler.

Modell: Varje y; 4r observation av
Y; =pj+e5j =00+ Bixj + ... + Brxin + €5,
for j=1,...,n, dar

i = Po+ Bz + ... + BrTik

och xj1,...,x;; ar fixa kinda tal, Bo, ..., B dr okdnda parametrar och dér
€1,...,En dr oberoende och N(0,0).
Modellen ger att de s.v. Y7,...,Y, &r oberoende stokastiska variabler sadana att
Y} ~ N(/j,j, U)a

dér g ges av (2.2). Vi skriver modellen med matriser i stéllet

Y Bo + Bizi1 + ...+ Brxik €1
Y Bo + Bizo1 + ... + Brxax N €2
Yn ﬂO + 6155711 +...+ kank En
Alltsa, vi har
Y 1z ... 2w\ [Bo €1
Y, 1 @ ... zo || B €2
= |+
Yn 1 Tnl -+ Tnk ﬁk En
~—— ~——
=Y =X :,6 =€
eller kortare
Y =XgB+e.

Anm. Om man gor regressionsanalys utan konstantterm fj sa blir formlerna likadana men design-

matrisen X blir annorlunda.

Vidare giller att E(Y) = X3 och Cy = 021, eftersom ¢; #ir oberoende N(0,0), i = 1,...,n, det vill
siga C. = 02I,,. Med hjilp av flerdimensionell normalférdelning kan vi skriva den linjira modellen som

Y ~ N,(XB,0°I,).
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Minsta-kvadrat-skattningen (MK-skattningen) av parametrarna 8 ges av att minimera funktion

Z — (Bo+ Brzji + ... + Bexji))’

j=1

=(y—XpB)(y - XB).

Sats 7. Under forutsittningarna i modellen (2.3) och om det (X'X) £ 0, sa gdller att MK-skattningen
ar

B=(X'X)"'X'Y.
Lat de skattade y-virdena (”fitted values”) vara y = XB = Hy, dir H= X(X'X)"'X'. Residualerna
ges av

e=y—9=T-XX'X)"'X")y=(I-H)y,

vilka uppfyller X'é = 0 and §'é = 0.

Bevis. Matrisen I — H = I — X(X'X)~' X’ uppfyller

1. (I — H) =1 — H (symmetrisk)
2. (I - H)? =1 — H (idempotent)
3. X'(I-H)=

Vidare giller nu att X'é = X'(I — H)y = 0 och §'é = BX'é = 0. Vi ska nu minimera funktion Q(B).
Funktionen kan skrivas som

QB) = (y— XB)'(y — XB)
=(y-XB+XB-XPB)(y- XB+XB—XpP)
=(y—XB)(y—XB)+(B-BX'X(B-B)+2y— XP)X(B-P)
—(y-XB)(y—-XB)+(B-B)X'X(B-p),

eftersom (y — X,G) = ¢&'X = 0'. Forsta termen i Q(ﬁ) beror inte pa B och for den andra termen géller
att (ﬁ 8) X’ X(B B) > 0 med likhet for 8 = . Dirmed har vi visat att Q(B) > Q(B) och eftersom
det (X X ) # 0 har vi likhet om och endast om 3 = ,3. O

Sats 8. Under forutsitiningarna i modellen ovan sa géller att den stokastiska vektorn

B=(X'X)'X'Y ~ Nyj1 (B,02(X'X)7Y).

Bevis. Eftersom Y ~ N,(X[3,0%I) si ser vi att 3 = (X'X)"'X'Y #r en linjirkombination av nor-
malfordelning och saledes dr dven 3 normalférdelad. Vidare géller att

E(8) = (X'X)" X'B(Y) = (X'X) "' X'XB = 3

och
Cs = (X'X)'X'CyX(X'X)™"
=2 X' X)) X' X(X'X) =0} X'X)
Alltsé, vi har att B = (X'X)7'X'Y ~ Ni11 (ﬁ702<X/X)_1> . H
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2.3 Variansanalys

Variansanalys handlar om att studera kvadratsumman som beskriver den totala variationen i y-vérdena
och dela upp den nya kvadratsummor som méter olika saker.

Lat . . .
f; = Bo+ Przj1 + -+ Brxjk,
det vill séga skattningen av E(Y;) enligt regressionsmodellen. Man kan visa att

n n n

Swi—0)7 = (1 -9+ (v — i)

j=1 j=1 j=1

:SST()T :SSR :SSE

det vill sidga

\ SSror =SSk + SSk,

dar

n

SSror = Z(yj —9)%

j=1

SSr="> (i, — )
j=1

SSg=> (y; — i1;)*.
j=1

Hér beskriver

e SStor (dven kallad Qror) - totala variationen hos y-virdena.

e SSg (dven kallad Qrrgr) - variation hos y-virdena som forklaras av z1,...,z;. Man kan visa att
SSgr dr en positivt definit kvadratisk form i Sy, ..., Bk.

e SSp (dven kallad Qrps) - variation hos y-viirdena som vi inte lyckats forklara via regressionsmo-
dellen.

Exempel 8. For att beskriva de tre olika kvadratsummorna kan foljande modeller och plottar vara till
hjilp. Betrakta forst modellen Y; = p+ ¢, ddr vi skattar p = E(Y;) med §. Den totala variationen hos

datan ges av
n

SSror = Z(yg -9)?

j=1

och kan beskrivas med Figur 8.

Modellen som tar hdnsyn till den linjdra regressionen ges av Y; = Bo + pix; + ¢; dér vi skattar By och
81 som i Sats 7. Variationen som hdnger samman med regressionsmodellen ges av

n n

SSgr = Z(ﬂj -9 = Z (BO + Prz; —9)2

j=1 j=1

och kan beskrivas med Figur 2.3.

Sist har vi variationen som inte den linjdra modellen kan forklara. Den variationen ges av

n n

SSp=> (yi—)*=> (:Uj — (Bo + 51333'))2

J=1 Jj=1
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och kan beskrivas med Figur 2.4.

[ |
Forklaringsgraden: R? = 55k
SS 55577 s
Notera att R2 = 22107 — 298 _ ¢ E_
SSTOT SSTOT

SSE/(n—k— 1)

Ibland studerar man i stéllet R2 =1-
ADJ SSror/(n—1)

som "straffar” om k dr stort i forhallande

till n.

Exempel 9. I Exempel 7 har vi samhérande virden pd viskositet ((Ib)(sec)/(in.)?) och temperatur (°F)

Temp. (x;): 165 170 175 180 185 190 195 200
Visk. (y;): 28.5 206.1 259 22 20.4 185 171 158

Detta ger modellen

Y1 1 165 €1
Y, _ 1 1?0 Bo N €2
: : Bl
Yis 1 200 €15
=X
och en observerad vektor y = (28.5 26.1 ... 15.8)/. Vidare har vi
28.5
X'y — 1 r - 1 . [ 1723
Y=1\165 170 --- 200 : ~ \31065.5)
15.8
och
1 165
1 170
X'X — 1 1 1 ' ' _ 8 1460 7
165 170 --- 200 : : 1460 267500
1 200
samt

(X' X)~! = 1 267500 —1460\ [ 31.84523810 —0.17380952
8400 \ —1460 8 ~ \—0.17380952  0.00095238

och skattningarna

S o1 i [(87.4549
B=XX)" XY = (0.3612)'

Det vill siga, vi har BO = 87.4549 och 81 = —0.3612 samt

8
SSg = Z(y] — (87.4549 — 0.3612xj))2 =(y— XB)’(y _ XB) = 1.9373.

Jj=1
Fran satsen ovan har vi att de s.v.

Bo~ N (50, J\/31.8452381O) och  fBy~N (ﬁl, m/m) ,
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Vi kan ocksa skatta regressionsparametrarna med hjilp av MATLAB och kommandot regstats. Anvind
hjalpfunktionen for att se hur kommandot fungerar i detalj.

regr = regstats(y,x,’linear’,’all’);

Vi far da féljande resultat.

>> regr.tstat.beta
ans =

87.4548
-0.3612

>> regr.fstat.sse

ans =

Sats 9 (Huvudsats). Under forutsittningarna i modellen ovan gdiller gdller att

SS 1 .
a) den s.v. U2E = i (Y5 = f13)* ~ x*(n — k= 1).

b) om By =...= B =0 sa dr den s.v.
SSr 1 &,. o
72 52 (Mj—Y)QNXQ(k’)-
j=1

¢) den s.v. SSg dr oberoende av den s.v. SSg och av den stokastiska vektorn B = (X'X)"1X'Y.

Konsekvenser av satsen:

SS
a) ger | o>-skattningen s? = — 2
n—k—1

som dr vantevirdesriktig eftersom

2 2 2
E(SQ):E( 7 SSE) S— E(SSE> =7 (n—k-1)=o%
n—k—1 n—

n—k—1 o2 k o2 k—1
¢) Anvinds vid konstruktion av konfidensintervall.
b) Anvinds da man prévar
Hy: 01 =---=pr=0 (alla forklaringsvariablerna #r meningslosa)

mot

H;y : minst ett 8; #0 (minst en férklaringsvariabel gor nytta).

SSg/k
SSe/(n—k—1)

Teststorhet: v =

Dens.v. V ~ F(k,n—k—1) om Hy dr sann och avvikelser fran Hy ger stora virden pa SSgpgr. Alltsa
forkastas Hyp om v dr stor det vill sdiga om v > ¢ = F1_o(k,n —k —1).
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2

Exempel 10. Fortsdittning pa Exempel 9. Vi kan nu skatta variansen o med

SS 1.2373

2 E

= = = '2 2
S ] 5 0.206

med 6 frihetsgrader.

Vi vill nu testa hypotesen
H0:51:0 mot leﬁl#()

och kan gora det med hjdlpvariabeln
SSr

T SSp/(n—2) 6.64,

v

dir SSp = SSror — SSg = 136.9815 och SSror = Zle(yj — 9)? = 138.2188 samt y = 21.5375.
Férkasta Hy om v > ¢ = Fy.95(1,6) = 5.99. Alltsa, forkasta Hy. Férklaringsvariabeln x gér nytta med

stor sannolikhet.

Med MATLAB har vt

>> regr.fstat
ans =
sse: 1.237261904761912
dfe: 6
dfr: 1
ssr: 1.369814880952378e+02
f: 6.642804772442936e+02
pval: 2.249040699297267e-07

Alltsd, vi ser ocksa att P-virdet for testet ovan dr mindre in 5%.

Forklaringsgraden dr nu ldtt att rdkna ut som
_ SSr_ 136.9815
~ SSror  138.2188

vilket tyder pa vdldigt bra anpassning. Om vi gor det © MATLAB sa far vi

R? =0.9910,

>> regr.rsquare

ans =

For modellen

Y ~ N, (XB,0°I,)

géller sammanfattningsvis att

(i) att den stokastiska vektorn 8 ~ N (B,02(X'X)71),
(ii) att de stokastiska variablerna B och SSg &r oberoende,

—k—=1)52
(iii) att Sff:m ng ) -k —1).
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Vi infér nu beteckningarna

hoo hot ... hok
x'x)yt=| .
hko hkl cee hkk
(i) ger att den s.v. f; ~ N(B;,0v/hi;). Alltsa
Bi — Bi

~ N(0,1).
g (0,1)

Genom att utnyttja (ii) och (iii) samt Gossets sats far vi

(51‘ - ﬁi)/(U hn)
VI -k-D5]/(n—k-1)

~tn—k—1)

d.v.s.

Bi — Bs
Svhii

och detta &r var hjdlpvariabel for konstruktion av Ig, som ges av

~tn—k—1)

Ig, = (BZ :Ftl_a/Q(nf kE—1)s \/hTZ>

med signifikansnivan «. Om vi direkt vill testa hypotesen
H()Zﬁi:o mot H1:5i7£0,

sa anvinder vi teststorheten

&
SvF

Om H &r sann, sa giiller att den stokastiska variabeln T' ~ t(n—k—1). Man forkastar alltsa nollhypotesen
pPa niva o om

|t‘ > tl_a/g(n — k- ].)
Exempel 11. Fortsdittning pa Exempel 10. Vi vill nu testa hypotesen
H()Zﬂl:() mot H1:517é0

pa tva nya sdtt.

1. Bilda konfidensintervall for 1. Hjdlpvariabeln ges nu av

B — B
Svhit

~ 1(6)

vilken ger intervallet
Ig, = (51 Fisv h11> )

dar Bl = —0.3612, t = t0.975(6) = 2.45, s = /0.2062 och hy; = 0.00095238. Vi far alltsa intervallet
Ig, = (—0.40, —0.33).

Da noll inte finns i intervallet sa kan vi forkasta Hy. Forklaringsvariabeln x gor nytta med stor
sannolikhet.
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Vi kan bilda designmatrisen X 1« MATLAB och sedan anvinda en firdig rutin for att berdkna
konfidensintervallet.

n = length(x);
X = [ones(n,1) x];

Nu ndr vi har bildat designmatrisen X kan vi ocksa anvinda kommandot regress.

>> [bhat,bint] = regress(y,X)
bhat =
87.4548

-0.3612

bint =

81.1844  93.7252
-0.3955 -0.3269

Dir vi ser att intervallet for 81 ges av Ip, = (—0.40, —0.33).

. Vi kan ocksa testa hypotesen Hy med teststorheten

t= = —925.77,

dar 31 = —0.3612, s = /0.2062 och h11 = 0.00095238. Om Hj dr sann dr den stokastiska variabeln
T ~ t(6) och vi ska firkasta Hy om |t| > ¢ = to.o75(6) = 2.45. Alltsa, vi kan forkasta Hy.
Forklaringsvariabeln x gor nytta med stor sannolikhet.

Aterigen med MATLAB har vi

>> regr.tstat

ans =

beta: [2x1 doublel
se: [2x1 double]
t: [2x1 doublel
pval: [2x1 double]
dfe: 6

dar

>> regr.tstat.se

ans

N

.5626
.0140

0
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>> regr.tstat.t
ans =

34.1276
-25.7736

>> regr.tstat.pval
ans =

1.0e-06 x*

0.0422
0.2249

Medelfelet d(Bl) = sv/h11 = v/0.2062 - 0.00095238 = 0.0140 finns i se i MATLAB-utskriften. W

2.4 Konfidens- och prediktionsintervall

Antag att vi har en observation y som dr en observation frain Y = X3 + ¢, diir € ~ N,(0,0%1),
X :nx (k+1) dr en kiind designmatris och 8 : (k + 1) x 1 &r okénda regressionsparametrar. Vi &r
intresserade av en ny dnnu inte observerad stokastisk variabel

Yo = Bo+wiBi + ...+ upfk +e0 = po + <o,

=Ko

dir ug,...,ux ir de aktuella viardena pa forklaringsvariablerna dvs. kdnda tal, dér €y dr oberoende av
€1y...,Epn OCh
gg N(O, 0’).

Vi infor vektorn
u = (1uy ... ug)

och kan da skriva
Yo =u'B+eo = po + <o,

dér pg = u'B. Vi skattar pg med jig = o’ B Viéntevirdet av fig ar
E(io) =B (wB) =w'E (B) = w8 = o
och variansen ges av
var(flg) = var (u’B) =u'Czu= o?u/ (X' X) .

Vidare, eftersom den s.v. fig &r en linjar transformation av en normalférdelad vektor sa blir fig nor-

malfordelad, det vill séga
fio=u'B ~N <u’,8,a\/'u/(X’X)—1u) )

SSE
—1

————— far vi hjélpvariabeln
n—~k

Genom att standardisera variabeln ovan och skatta o2 med s =

flo — po u'f—u'pB

SyVu' (X' X)) lu B Syu (X' X)) 1u

~tn—k—1)
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som vi anvinder for konstruktion av konfidensintervall for E(Yy) = g = u’3. Observera att frihetsgraden
i t-fordelningen kommer fran o2-skattningens x2-variabel. Konfidensintervallet ges nu av

I, = (ﬂo Flicappn—k—1)s u’(X'X)1u>

eller

I’U/,B = <'U/B F tl_a/g(n — k- 1)\/'11/6[@’&) s

dér (AZ'E = s2u/ (X' X)~lu. Notera att vintevirdet pg #r ett ”teoretiskt” viirde som beskriver vad man
far i genomsnitt om man gér manga métningar med samma vérde pa forklaringsvariablerna.

Ofta &r man i stéllet intresserad av vad som kan hinda i en enskild métning det vill sdga vilka virden
som &r téankbara for den stokastiska variabeln Yj. Da konstruerar man ett sa kallat prediktionsintervall.
Knepet ar att utnyttja den stokastiska variabeln

Y()*[LO :Ygfu/BNN (0,0’\/1+’U,/(XIX)1U> (25)

eftersom de stokastiska variablerna Yy ~ N (g, o) och
fio = u/B ~ N (uo,oy/u’(X/X)_lu>

var(Yy — fig) = var(Yy) + var(fio).

4r oberoende och

Genom att standardisera (2.5) och skattta o2 med s? far vi hjilpvariabeln for konstruktion av predik-
tionsintervall for Yy som R

Ygf’U,IIB
Sy1+u(X'X) lu

~tn—Fk—1).

Prediktionsintervallet ges nu av

Iy, = (u’,@:;:tl_a/Q(n— k—1)4/s2 +u’6‘5u> .

Exempel 12. Vid ett tillfille skulle en ny hamburgerrestaurangkedja etablera sig i USA och man var
intresserad av att tillimpa samma prispolitik som de gamla hamburgerkedjorna. Man samlade ddrfor in
uppgifter om

y = priset pa en hamburgare (enhet: dollar)
x1 = vikten av det tillagade kottet (enhet: oz.)

xo = vikten av bradet och andra tillbehér (enhet: oz.)

Resultat:

y = [0.79 0.8 1.6 0.7 0.7 0.7 1.1 1.7 1.7 1.99 3.19 2.99 2.19 1.7 1.99 ...
2.99 1.6 1.7 2.9 2.9 3.95];
x1 = [1.38 0.84 2.21 1.26 1.09 1.05 0.81 2.38 2.31 2.59 4.76 4.48 2.73 ...
2.63 2.56 5.01 2.52 2.14 5.04 4.62 7.14]°;
[2.12 2.07 2.97 2.45 3.18 2.07 2.41 4.97 4.76 6.58 6.44 3.36 5.04 ...
3.60 6.47 7.31 2.77 4.48 6.30 4.73 4.66]°;

X2

Vi kan plotta y bade mot x1 och xs.
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Figur 2.5: Till vénster: y plottad mot x;. Till héger: y plottad mot zs.

figure

scatter(xl,y,’*’)
xlabel(’x_1’), ylabel(’y’)
figure

scatter(x2,y,’*’)

xlabel (’x_27), ylabel(’y’)

Vi ser i Figur 2.5 att sambandet mellan y och x1 ser ganska linjdrt ut och vi har ocksa en tendens
till linjart samband mellan y och x2. Det skulle darfor kunna vara intressant att beskriva priset y; pa
hamburgare nummer j som en observation av en stokastisk variabel

Y; = Bo + Pizj1 + Pazxjo + €5,

forj=1,...,n, ddr Bo, p1, B2 dr okinda parametrar, x;1,x;2 dr fiza tal och €; dr oberoende stokastiska

variabler med E(g;) = 0 och var(ej) = o2.

Vi skattar de okdnda parametrarna med MATLAB.

>> regr = regstats(y, [x1 x2],’linear’,’all’);
>> betahat = regr.tstat.beta

betahat =

0.1652
0.4939
0.0789
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>> s = sqrt(regr.mse)

0.2015

>> dfe = regr.fstat.dfe

dfe =

18

Vi ser att B = (0.1652  0.4939 0.0789)" och s = 0.2015 med 18 frihetsgrader.

Vi ska nu konstruera ett 95% konfidensintervall for E(Yy) = Bo + 3.681 + 4.28: = pg och ett 95%
prediktionsintervall for Yo = Bo + 3.651 + 4.282 + €¢. Lat

u=(1 36 42)

och konfidensintervallet ges av

IHO = (ﬂO + t0,975(18)\ / u’aﬁu) 5

dér jig = u’f‘) = 2.2745 och to.975(18) = 2.10. Vi behdver nu berikna 6’5 eller (X' X)~L.

> u = [13.64.2]";
>> Cbetahat = regr.covb % Kovariansmatris foér betahat

Cbetahat =

0.014611346073971 -0.000234624773822 -0.002842681162981
-0.000234624773822  0.001125358737283 -0.000699661849842
-0.002842681162981 -0.000699661849842  0.001142226364443

>> t = tinv(0.975,dfe);
>> I_EY0 = [u’*betahat-t*sqrt(u’*Cbetahat*u), u’*betahat+t*sqrt(u’*Cbetahat*u)]

I_EYO =

2.1670  2.3820

Alltsa, konfidensintervallet blir
Ieyy) = Ipo+3.681+4.28, = (2.17; 2.38)

Vi vill ocksa berdikna ett 95% prediktionsintervall for Yo = Bo + 3.651 + 4.2082 + 9. Prediktionsintervallet

ges av
IYO = (’U/B F t0,975(18)\ /52 + u’é’au) .
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>> I_Y0 = [u’*betahat-t*sqrt(s~2+u’*Cbetahat*u),
u’*betahat+t*sqrt (s~ 2+u’ *Cbetahat*u) ]

1.8377 2.3625

Prediktionsintervallet blir

Iy, = (1.84; 2.71).

2.5 Val av regressionsmodell

Nér man studerar en responsvariabel Y, viljer man ofta mellan flera alternativa modeller genom att
man kan gora olika val av forklaringsvariabler. Ambitionen dr att forklara sa stor del av variationerna i
y-virdena som mojligt genom att utnyttja relevanta forklaringsvariabler.

2.5.1 Residualanalys

Nér man har valt en modell och skattat alla de ingdende okénda parametrarna sa behéver man ocksa
kontrollera om forutsittningarna for regressionsmodellen dr uppfyllda. Det finns manga olika sétt att
gora det pa men enklast kan vara att borja med en residualanalys. Residualerna &r de skattade felen, det
vill siga observerade véirden pa ;. Antag att vi har modell given i (2.1). De skattade véntevérdena fi;
kallas ibland ocksa g;, det vill séiga

§; = Bo + Braji + - + B
Residualerna definieras som
ei =Y — Uj-
Om vi vill arbeta med vektorer istéillet sa har vi modellen Y ~ N,,(X3,01,) och residualerna ges av
e=y—g=y-XB=1I-XX'X)"'X)y.
Enligt vart modell antagande bor residualerna
1. ha konstant varians, oberoende av forklaringsvariablerna 1, ..., zp,

2. vara oberoende av varandra,

3. vara normalfordelade.

1. och 2. dr viktiga for regressionsmodellen medan 3. &r viktig for den fortsatta analysen nér man ska gora
inferens sa som konfidensintervall och olika test. Alla vara t- och F-test bygger pa normalfordelningsantagandet.

Enklast dr att gora residualanalysen visuellt, det vill sdga studera olika plottar. Det kan vara intressant
att studera plottar av eq,...,e,

1. pa en tallinje (histogram),
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2. i tidsfoljd,
3. mot de skattade vintevirdena fi; (eller mot y;),
4. mot var och en av forklaringsvariablerna z;, 7 =1,...,p.

Exempel 13. Vi har mdatt hardheten y for tolv stalplatar for olika kombinationer av kopparinnehall x4
(enhet: %) och hdrdningstemperatur zo (enhet: 100°F ).

y = [78.9 65.1 55.2 56.4 80.9 69.7 57.4 55.4 85.3 71.8 60.7 58.9]7;
x1 = [0.02 0.02 0.02 0.02 0.1 0.1 0.1 0.1 0.18 0.18 0.18 0.18]’;
x2 = [10 11 12 13 10 11 12 13 10 11 12 13]’;

Med hjilp av MATLAB har en analys genomférts enligt

Y = 6o + frz1 + Bowa + € (Modell 1).

% Modell 1

regr = regstats(y, [x1 x2],’linear’,’all’);
betahat = regr.tstat.beta

fstat = regr.fstat

fstat.sse
fstat.dfe

SSel
dfel

R2 = regr.rsquare
e = regr.r;

J

figure; scatter(xl,e,’filled’); title(’Modell 1: Residualer, x_1
figure; scatter(x2,e,’filled’); title(’Modell 1: Residualer, 2

)
-27)

vilket ger residualplottar i Figur 2.6. Vi ser att sambandet mellan y och zo inte verkar linjdrt. Som det
verkar finns det en kvadratisk term i residualerna. Vi utdkar dérfér modellen genom att ta med dven 3

som forklaringsvariabel

Y = By + pra1 + Pawz + Bsa5 + € (Modell 2).
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Modell 1: Residualer, x,
*
*
]
*
*
L]
L]
-5 L I I L L L L |
0.0z 0.04 0.06 0.06 01 01z 014 016 018

Modell 1: Residualer, %,

I
108

115

L
125

Figur 2.6: Residualplottar (Modell 1) — e; platade mot x;; till vénster och mot z 2 till hoger.

__________ Modell 1
betahat =

161.3365

32.9687

-8.5500

fstat =

sse: 129.3404

dfe: 9

dfr: 2

ssr: 1.1522e+03
f: 40.0868

pval: 3.2963e-05
SSel =

129.3404

dfel =
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regr2 = regstats(y, [x1 x2 x22],’linear’,’all’);
betahat2 = regr2.tstat.beta

fstat2 = regr2.fstat
SSe2 = fstat2.sse
dfe2 = fstat2.dfe

R2 = regr2.rsquare

e2 = regr2.r;

figure; scatter(xl,e2,’filled’); title(’Modell 2: Residualer, x_1’)
figure; scatter(x2,e2,’filled’); title(’Modell 2: Residualer, x_2’)

vilket ger
—————————— Modell 2 —————————-
betahat2 =
553.2448
32.9687
-77.3583
2.9917
fstat2 =
sse: 21.9396
dfe: 8
dfr: 3
ssr: 1.2596e+03
f: 153.0980

pval: 2.0994e-07
SSe2 =

21.9396

dfe2 =

Residualplottarna, Figur 2.7, dr nagot bittre, men vi far vara observanta pa att korrelationen mellan xo
och x3 dr hig
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>> corr (x2,x22)

Modell 2 Residualer, b Modell 2 Hesmualer,x2
3 3
z5 z5 .
2 * 2 *
1.5 L 1.5 .
1 1
0.5 . n.5%
*
i i
* *
0.5 0.5
1 @ . 1 > .
* L]
15 15
L] L]
L . L L |

ip ! I I L L L | i I L
ooz 0.04 0.06 0.08 0.1 01z 014 016 018 10 105 1 15 12 125 13

Figur 2.7: Residualplottar (Modell 2) — e; platade mot x;; till vénster och mot x5 till hoger.

|
Det dr vért att ndmna att residualerna ey, ...,e, approximerar € ...,&, som ska vara oberoende. Re-
sidualerna ey, ..., e, ar diremot beroende. Detta beroende har dock inte sa stor betydelse om kvoten

(n—k—1)/n ar néra 1. Det beroendemonster som framstar i residualplottarna forklaras i allménhet inte
av beroendet mellan residualerna utan av att modellantagandet &r felaktigt.

2.5.2 Jamforelse av tva modeller

Modeller jamfors med hjilp av residualkvadratsummor respektive residualmedelkvadratsummor (= o2-

skattningar). Det finns andra kriterier ocksa men ett litet virde pa o antyder att e-variabeln i modellen
dr ganska forsumbar. En extra forklaringsvariabel ger alltid en minskning av residualkvadratsumman.
Vi behover kunna bedéma nér denna minskning &r signifikant.
Vi antar att vi vill jamfora

Modell 1: Y =8¢+ f1x1+ -+ Brxg + €
och

Modell 2: Y = B+ Six1 + - + BigpTrtp + €

alltsa vi vill eventuellt utvidga Modell 1 med p nya forklaringsvariabler. Man far i allmédnhet nya (-
koefficienter och en ny e-variabel, men vi behaller samma notation for enkelhets skull.

Vi vill préva

Ho: Brt1 =...= Brtp = 0 (nya forklaringsvariablerna meningslosa.)
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mot

Hi : minst en av Br41,. .., Bryp # 0.

Som teststorhet véljer vi

_(SSy —8S)/p
SSP /(n—k—p—1)’

dar S Sg) ar residualkvadratsumman fér Modell 1 och S S(EQ) for Modell 2, p = antalet nya férklaringsvariabler
i Modell 2 och n —k—p—1 = n—(k+p)— 1 dr frihetsgraderna for SSg). Eftersom en extra

forklaringsvariabel alltid ger en minskning av residualkvadratsumman, det vill sdga SS](;) < SSS),
sa vill vi forkasta Hy om W > ¢. Vi har ocksa att det for den stokastiska variabeln géller att

W~ F(p,n—k—p—1), om Hy ir sann.

Exempel 14. Vi vill nu underséka om Modell 2 dr signifikant bdttre dn Modell 1 genom att gira ett
F-test pa nivan 0.001. Vi berdknar teststorheten genom

>> w = ((8Sel - SSe2)/1) / (SSe2/dfe2)

39.1624
och en kritisk grdins

>> ¢ = finv(1-0.001,1,8)

25.4148

Eftersom w = 39.16 > 25.41 = Fy.999(1,8) = ¢ férkastar vi Hy, om att B3 = 0, det vill siga x3 verkar
gora nytta som forklaringsvariabel. Modell 2 verkar beskriva datamaterialet bittre dn Modell 1.

2.5.3 Olika metoder for stegvis regression

En vanlig situation ar att man har observerade viirden pa en responsvariabel Y och ett antal forklarings-
variabler z1, ..., ,, men man vet inte vilka av dessa forklaringsvariabler som &r relevanta och intressanta
att ta med i modellen. Man vill anvinda tillrackligt manga forklaringsvariabler for att forklara en stor
del av variationen hor responsvariabeln, men man vill inte inkludera onodiga forklaringsvariabler och
inte orimligt manga. Fragan som uppstar da dr: Hur hittar man den ’bista’ modellen? Svaret &r tyvarr
inte entydigt och det finns flera olika metoder fér hur man ska vélja uppséttning av forklaringsvariabler
och metoderna ger inte alltid samma svar. Nedan foljer en kort presentation av de enklaste metoderna.

Innan man sétter igang en metod boér man alltid omsorgsfullt 6verviga vilka forklaringsvariabler som dr
lampliga att utnyttja.
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Regression med alla delmingder

Om man har p férklaringsvariabler, sa finns det 2P olika modeller att vélja mellan. Man kan genomfora
analyser for alla dessa modellerna och till exempel vilja den modell som ger minst variansskattning. Man
kan dven vilja andra kriterier, se t.ex. [1].

Framatvalsprincipen

Da man tillampar stegvis regression borjar man ofta med en modell utan forklaringsvariabler och tar se-
dan in en forklaringsvariabel i sénder i modellen. Fér att vélja en regressionsmodell enligt framatvalsprincipen,
véljer man forst den forklaringsvariabel som har storst korrelation med y for att sedan ldgga till en va-
riabel i taget och man véljer den som ger minst residualkvadratsumma SSg.

Om y; ar observation av Y; = By + fizj + €5, for j =1,...,n, sa kan man visa att

n

SSp=1° Z(yj -9)%

i=1
n
SSp = SSror — SSr=(1-7%) (y; —9)*.
i=1
dédr r dr den empiriska korrelationen for (z1,91),...,(Zn,yn). Den forklaringsvariabel som &r star-

kast korrelerad med y (har hogst virde pa |r|) ger minst residualkvadratsumma vid analyser med en
forklaringsvariabel. Observera att den nist bésta forklaringsvariabeln hittar man inte via korrelations-
matrisen utan vi maste fortsitta enligt féljande.

1. Sok forst upp den z-variabel som &r starkast korrelerad med Y. Gor sedan en regressionsanalys
med denna bésta ensamma forklaringsvariabel.

Anteckna modellen, residualkvadratsumman (SSg) och dess frihetsgrad. Undersok om ”sambandet
ar signifikant”, det vil sdga avgor med ett test om [S-koefficienten framfor z-variabeln &r skild fran
noll (vilket gors enklast med t-test). Om S-koefficienten dr signifikant skild fran noll &r det klart
att denna forsta forklaringsvariabel ska inga i modellen.

2. Naésta steg &r da att kombinera var och en av de 6vriga forklaringsvariablerna med den férst
valda och genomftra regressionsanalyser for att hitta det par, som bést forklarar variationen
hos Y, det cvill sidga ger minst residualkvadratsumma (SSg). Du behover alltsa gora p — 1 olika
regressionsanalyser om det finns p forklaringsvariabler. Anteckna modellen, residualkvadratsumman
och dess frihetsgrad for varje analys. Undersok for det bésta paret om den nya férklaringsvariabeln
gor signifikant nytta.

3. Om &dven den andra forklaringsvariabeln du hittat skall inga i modellen, sa #r n#sta steg att man
studerar alla modeller med tre forklarande variabler, dir de bada forst valda ingar.

Fortséatt enligt framatvalsprincipen och plocka in flera forklaringsvariabler i modellen om de gor
nytta. Proceduren slutar da S-koefficienten framfoér den senaste forklaringsvariabeln inte &r signi-
fikant skild fran noll.

Observera att de test som vi utfér bara formellt har signifikansnivan «, eftersom vi hela tiden med hjélp
av den observerade datan véljer vilka hypoteser som vi prévar.
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Stegvis regression

Den metod som brukar kallas f6r Steguis regression (eller Stepwise pa engelska) &r i princip samma som
framatvalsprincipen men sa snart en ny variabel liggs till i modellen sa testar man ocksa om néagon eller
nagra av de tidigare ska tas bort genom att gora t- eller F-test. Signifikansnivaerna for att ta in (aq)
eller ta bort (a2) kan vara olika, enligt a;; < g, men oftast har man att de #r lika, a1 = as.

Bakateliminationsprincipen
Bakateliminationsprincipen fungerar enligt foljande:

1. Genomfor en regressionsanalys enligt den modell med alla p forklaringsvaraibler.

2. Testa sedan var och en av forklaringsvariablerna om de gor nytta, det vill sdga testa hypoteserna
Hy; : B; = 0. Den forklaringsvariabel som har simst virde pa t-teststorheten genomfér man det
faktiska testet pa.

(a) Om man kan forkasta hypotesen ovan, sa ir proceduren avslutad och man véljer den modellen
med alla p forklaringsvariabler.

(b) Om man inte kan forkasta hypotesen sa tar man bort den aktuella forklaringsvariabeln och
boérjar om i 1. med p — 1 forklaringsvariabler.
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