Forelasning 10

Poissonprocessen (fortsattning)
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Exempel / Lektionsuppgift For en poissonprocess med intensitet A > 0 anta att hogst
en handelse intraffade under de forsta tva tidsenheterna. Berdkna sannolikheten for att

det efter s + 2 tidsenheter har intraffat exakt k£ 4 1 handelser, s > 0, k =1,2,....

Svar: Sokt ar
P(N(s +2) = k+ IN(2) < 1) = T +;>(;(1;)+<1,1§V(2) <1

Det galler att
taljare = P(N(s+2)=k+1, N(2)=0)+ P(N(s+2)=k+1, N(2) =1)

= P(N(s+2) = N(@2)=k+1, N(2) = 0) + P(N(s +2) — N(2) = k, N(2) = 1)

— P(N(s+2)—N@)=k+1)- P(N(2) = 0)
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ndmnare = P(N(2) =0) + P(N(2) =1) =e " +e I
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P(N(s+2)=k+1|N(2) < 1)
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Exempel For en poissonprocess med intensitet A > 0 berakna man sannolitheten att den
k 4 1:e handelsen intraffar efter tid ¢ + s, givet att precis k handelser har intraffat vid tid

ts,t>0k=1,2,....
Svar, vag 1: Sokt ar

_ P(N(t+s)=kN({t)=k) P(N({t+s)—N({t)=0,N(t)=k)
B P(N(t) = k) B P(N(t) = k)
_ P(N(t+s) = N(t) = 0) - P(N(t) = k)  P(N( 4 5) - N(1) = 0)

Vag 2:
P(N(t+s) =k|IN(t) =k) = P(S(t) > s) =1 — Fgq) = e

eftersom S(t) ~ Exp(s)).

Markovkedjor

Definition (a) Lat Xy, X5, ... vara en {6ljd av stokastiska variabler som kan anta vérdena
0,1,..., M. Man séger att systemet &r vid tid n i tillstand ¢ € {0,1,..., M} om X,, = i.

(b) Foéljden X, Xs,... bilder en Markovkedja om varje gang néir systemet ar i tillstand
i€{0,1,..., M} finns det en sannolikhet p;; att systemet kommer att varva i tillstand j

nast. Dvs for alla ig,...,7,.1,%,J
pij = P(Xoi1 = 71X =6, X1 = pe1, ..., Xo = o)
(c) Vérdena p;;, 4,5 € {0,1,..., M}, kallas dvergangssannolikheter. Matrisen

P = [pij]i,j:{o,l ..... M}



kallas dvergangsmatris.

Anmarkning

P(Xp1 =71Xn =10, X1 =tp_1,..., X0 =10) = Dij
= P(Xn+1 = J‘Xn = Z)

kallas Markovprincipen.

Exempel Anta att vadret (det regnar / regnar inte) imorgon beror pa védret idag. Om
det regnar idag, sa regnar det imorgon med sannolikhet «, och om det inte regnar idag
sa regnar det imorgon med sannolikhet 3. Beskriv viadersystemet som en Markovkedja,
dvs bestam Overgangsmatrisen.

Svar: Lat
| 1 regnar dagn
Xn'_{O regnar inte dag n ' ne{0,1,...}.
pn=«, po=1—a, pan=05po=1—0F medfor
P:{l—ﬁ ﬁ}.
].—Q{ o

Exempel (Ehrenfest-modell) Anta att det finns M molekyler (kulor) i tva urnor. Vid
varje tidpunkt n = 1,2, ... dras en av molekylerna pa mafa och flyttas fran den davarande
urnan till den andra urnan. Lat

X, := # molekyler i den forsta urnan just efter det n : e flyttet.

Beskriv systemet som en Markovkedja, dvs ange 6vergangsmatrisen.

Svar:
M —1 ,
Diit1 = i 0<t1<M—-1 molekylen dras fran urna 2
Dii—1 = ﬁ 1<i<M molekylen dras fran urna 1
pij =0 annars, dvs |i — j| # 1 .
Detta medfor
0 1 0 )
1 M-1
w 0 5 0
2 M—2
p_| 9 % O 7
. . ) 0
0 Moo )
L 0 1 0 |

Sats (Chapman-Kolmogorov ekvationer) Lat pg;z) man vara sannolikheten att systemet

ar i tillstand 7 och kommer att vara i tillstand j efter n steg (tidsenheter). Det géller att

M
pd =N "p pl ) foralla 0<r<mn.
k=0



Bevisskiss

py o pl? for alla méjliga k
Anmairkningar (1) Lat
P — [ @}
Pij 4,j=0,,M

beteckna n-steg overgangsmatrisen. Satsen kan skrivas som
P™ = PO . PO (matrismultiplikation) .
(2) I synnerhet, P = P4 och

P(n) =P---n génger .P=P" (matrispotens) .

Exempel Givet

Diji+1 = P 1=0,...,M—1
Pii-1=1—p i=1,...,.M
Po1 = Puv—1 = 1 pij = 0 annars.

Systemet kallas slumpvandring pa {0,1,..., M} med refiektion. Bestam n-steg 6vergangs-
matrisen.

Svar:

0 1 0
I—p 0 P
P = 0o 0
Il—=p 0 p
I 0 1 0]



Dessutom
P™ =P...nganger---P =P".

Fordelning vid tid n

Sats Lat
P = (po,p1,. . pn) = (P(Xo=0),P(Xo=1),...,P(Xo=M)) .
Da ar
p™ = <pg">,p§”>,...,p§;;>) = (P(X,=0),P(Xp=1),...,P (X, = M))

=p.pr) = pO . pn (matrismultiplikation radvektor med matris) .

Exempel Lat

p»=(001).

och

0,5 0,3 0,2

P=1|0 0,6 0,4

0,8 0,1 0,1

Bestam
p? = (P(X,=0),P(Xy=1),..., P (X, =2))

Svar: Vi har

0,41 0.35 0,24
P?2=1 0,32 040 0.28
0.48 0.31 0.21

och saledes
p?» =p®.P2=(048 031 0.21).

(

Konvergerar p."” och pl(?) dan—o00?

Definition Om
(n)

(i) for alla i, j =0,1,..., M, det finns n > 0 (som kan bero pa i, j) sadant att p;;” > 0

och

(ii) for alla i = 0,1,..., M, det inte finns nagot d > 2 sadant att pl(in) > 0 medfor
n = k- d fér nagot k € N,

sa kallas Markovkedjan ergodisk.

Anmarkningar (1) Antag (i). Om (ii) fér nagot i € {0,1,..., M}, sa géller (ii) for alla
ie{0,1,...,M).

(2) Antag (i). Om for nagot ¢« € {0,1,..., M} det finns nagot d > 2 sadant att P >0

1)

medfér n = k - d, sa géller for alla i € {0,1,..., M} att pg/) > 0 medfor n’ = k' - d,



k,k" € N. I sa fall kallas det minsta sadant d period for den motsvaranden Markovkedjan.
(3) Man séger att en Markovkedja med egenskap (i) ar irreducibel. En Markovkedja med
egenskap (ii) kallas aperiodisk.

Sats For en ergodisk Markovkedja existerar gransvardena

)

m; = lim pgl oberoende av 1 =0,..., M
n—oo
for alla j =0,..., M. {m, m1,...,mp} ar de unika icke-negativa vérdena sadana att
[7T0,7T1,...,7TM] = [7T0,7T1,...,7TM] -P

dar M 7 = 1. Dessutom,
lim pgn) = lim P(X,,=i)=m, i=0,...,M.

n—oo n—oo

Anmairkningar (1) Ekvationssystemet dr ekvivalent med

M
Wj:ZTkakj ,j:O,l,...,M.
k=0

(2) Om (mg, 71, ..., mp) &r fordelningen for X, dvs
P(X():O):7T0,P(X0:1>:7T1,...7P(X0:M):7TM

sa ar (mg, my, . .., mpr) fordelningen for alla Xo, X3, . ... En fordelning (mg, 71, ..., 7p7) med
denna egenskap kallas stationar.

Exempel / Lektionsuppgift Visa att

M\ (Y
ﬂ-j:( ] >(§> ) ]:O7"'7M7

ar en stationdr fordelning i Ehrenfest-modellen. Ar den motsvarande Markovkedjan
Xo, X1, ..., ergodisk?

Svar: Vi behover verifiera
M
T :Zmpkj, J=0,1,..., M.
k=0

Vi paminner oss om

0 1 0
5 0 M0
p_| 0 % 0 %
0
0 M2 0
i 0 1 0




Uppenbarligen galler

1 1
for j=0: WOZMm och for j = M : WM:MTFM_I.
Det aterstar att prova
M-7+1 Jj+1
B VAR v

7Tj = 7Tj_1 .

for 1 < 7 < M — 1. Men detta fas fran

m = 27M ( ]y ) =2 M (( ];,4:11 ) + ( Mj_ L )) (Pascals triangel identitet)

. M\ M—j+1 __ M \j+1
= oM ( e T M N
() (G ) 5

M—j+1 j+1
s VR e

Den motsvarande Markovkedjan Xy, X1, ..., ar inte ergodisk. Den har period d = 2.

Exempel / Lektionsuppgift Givet dvergangsmatrisen till en Markovkedja,

1/3 1/3 1/3
P = (pij)ij—o12= | 1/2 0 1/2 |,
1/2 12 0

avgor om kedjan ar ergodisk. I sa fall berdakna den stationéra fordelningen.

Svar: Vi har

4/9 5/18 5/18
P2 = (pP)ijmona = | 5/12 5/12 1/6
5/12 1/6 5/12

(2)

e Kedjan ar irreducibel eftersom p;;" > 0 for alla 4,5 = 0,1, 2.

o Kedjan ar aperiodisk eftersom p(%) > 0 och pé%) > 0.
Kedjan ar darfor ergodisk. Den unika icke-negativa losningen av systemet
[70, m1, 2] = [m0, ™1, M) - P
med mg + 7 + 7 =1 ar

7w = (my, M, m3) = (3/7,2/7,2/7).



