Forelasning 13

Momentgenererande funktioner

Vi paminner om

Z g(k)P(X =k)  om X &r diskret

E[g(X)] = alla k

/ g(x) fx(z)dx om X &r kontinuerlig

[e.9]

dér vi sétter forut att E[|g(X)|] < oo. For vissa funktioner g ges viintevirdet av den
stokastiska variabeln g(X) ett speciellt namn.

Definition (a) Viinteviirdet E [X*] kallas det k : e momentet av den stokastiska variabeln
X, k=1,2,....
(b) Funktionen ¢ — M(t) = E [¢'¥] kallas momentgenererande funktion (m.g.f.) av den

stokastiska variabeln X.

Anmairkning Motiveringen fér bendmningen dr Taylor-serien

t3

2
E[eX] =1+tEX]+ gy [X?] + 3

3
o E[X?] +...
om den konvergerar pa nagot lampligt sétt.

Sats Antag att den stokastiska variabeln X har den m.g.f. M och dndliga moment
E[X',...,E[X"]. Da giller att

dk

E[X*]=M®0)= —M@t)| , k=12...,n
dtk 0
Bevis. Steg 1 Lat k = 1. Det géller att
EX]=E[X -¥]|_,=F 4 g _ g X =M'(0).
=0 dt =0 dt t=0
Steg 2 Iteration ger for den k : e derivatan
k k tX| d*x
X'=X"e"| _~=—e€
t=0 dtk -0
Alltsa
EXM=E[X" *]|_ =E @ _ [e'X] M®(0)
=0 dt* = dt* t=0




Sats Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler med m.g.f. Mx och My . Da
géller for Z =X +Y
My(t) = Mx(t) - My(t)

for alla ¢ € R, for vilka bada, Mx(t) och My (t) existerar.

Bevis. Att X och Y &r oberoende medfor att ocksa e och e dr oberoende. Detta
medfor F [etX . ety} =F [etX ] - E [ety}. Genom att anvinda definitionen far man

Mz(t) = E [X] = E ['X™)] = B [ - ]
= B[] - E[e"] = Mx(t) - My(t).

Anmirkning Resultatet kan generaliseras till &ndliga summor
S=Xi+---X,
av oberoende stokastiska variabler Xy, ..., X,:
Ms(t) = Mx, (t) - Mx, (t)
for alla ¢t € R, for vilka Mx, (¢),..., Mx, (t) samtidigt existerar.

Sats (a) (Entydighet) Om M (t) for alla ¢ i nadgot intervall r m.g.f. till ndgon stokastisk
variabel X, sa ar fordelningen av X entydigt bestamt.

(b) (Konvergens) Lat X1, Xo, ... ; X vara stokastiska variabler med m.g.f. Mx, (t), Mx,(t),
.3 Mx(t) for alla ¢ i nagot intervall 1. Om

My, (t) — Mx(t), tel
da n — oo, sa giller for fordelningsfunktionerna Fx, (z), Fix,(x),...; Fx(x)
Fx,(z) — Fx(z)
dd n — oo, for alla z € R dér Fx(x) dr kontinuerlig.

Exempel Lat X ~ Bin(n,p). Bestim My, F[X], Var(X).
Svar:

n

My(t) = B[] = 3 e (Z) (L )

(1) 610
= (pe' +1—p)"

dar vi har anvant Binomialsatsen. Vi far

M5 (t) =n (pe’ +1 —p)n_lpet

E[X] = Mx(0) = np



ME(t) = n(n = 1) (pe' + 1= p)"" (pe')* +n (pe' +1 - p)" " pe'

E[X?] = M%(0) =n(n—1)p* +np

Var(X) = E [X*] — (B[X])* = n(n — 1)p* + np — (np)* = np(1 - p).

Exempel Lat X ~ Exp(A). Bestim My, E[X], Var(X).

Svar:

Mx(t) = E [e"*] :/ e N e dy

0
= / OB = A o
0 A—t
Saledes o)
My (t) = CE och My(t) = e t< A
Vi far
1 2 1
BlX]= My (0) = ¢, E[X*]=M(0) =5, Var(X)=E[X*] - (BX])’= .

Exempel Lat Z ~ N(0,1). Bestdm M.
Svar:

Mz (t) tZ / = e‘é dz

V2T

dar vi har utnyttjat att \/% e~ &r tithetsfunktionen av N(t, 1).

Exempel Lat X ~ N(u,0). Bestim My, E[X], Var(X).

Svar: Det giller att

X —p
o

~ N(0,1) dvs. X =pu+oZ.
Detta medfor att
Mx(t) = B[] = B [
=F [et et"Z] = F [ t"Z] = e My(to)

ot

242
:exp{,u-t—l— 5 }, teR.




Alltsa

E[X] = Mx(0) = pn
E[X?] = M¥(0) = 0 + pi°
Var(X) = E [X?] — (B[X])? = ¢*

Exempel Lat X; ~ N (u1,01) och Xo ~ N (g, 09). Visa att

X1+X2NN(,U/1+,U/2,\/O'%+O'%>.

Svar: Det giller att

MX1+X2<t) = MX1 (t) : MXz(t)

242

o7t o5 t?
=expqpu-t+ 5 -expq fo -t +

2
02+02 t2
—exp{(u1+uz)'t+g} :

2

Detta #r m.g.f. av N (,ul + pi2,\/ 0% + a%) Det foljer nu fran entydighetssatsen att X; +
Xo~ N (Ml + pi2, \/ 07 +0§)-

Bevis av Centrala gransviardessatsen

Sats (Centrala gransvirdessatsen) Lat X1, Xs, ... vara en f6ljd av oberoende och likaférde-
lade stokastiska variabler med FlX;] = p och Var(X;) = 0? < co. Det giller att

. X —pu
<al=
JLIEOP(U/\/H_CQ ®(a), a€eR,
dir ® betecknar fordelningsfunktionen for N(0,1) och X = 13

n

n i:lXi‘
Bevis. InférY;:Xi_'u. Da ar
o
X—p Vn Y,
=2 (X — .
a/\/n a( 2 ;\/ﬁ
Alltsa
Y
M~_,(t)=FE |ex t-—
;(/\/E() p{ll \/ﬁ}
u Y;
=||F te—
H {exp{ ﬁH



dar vi har utnyttjat att Y7,Y5,... ar oberoende och likaférdelade stokastiska variabler.
Lat oss utveckla Taylor-serien

My, (%) — My, (0) + %M{G(O) + %Ms'%(o) +0 <%>3
; i

=1+ %Em] + %E [Y?] +0 (%)3

:H%w(%f @)

Ekvation (2) insatt i (1) ger

2 £\ 2
Mx_, () = 1+—+O(—) —se5, teR,

o//n 277/ \/ﬁ

da n — oo. Konvergenssatsen och entydighetssatsen medfor nu Centrala gransvirdessat-
sen.
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