
Föreläsning 8

Summor av oberoende stokastiska variabler

Faltning

Sats (a) L̊at X och Y vara tv̊a oberoende diskreta stokastiska variabler som kan anta
värdena {0, 1, 2, . . . }. Det gäller att

pX+Y (k) =
k∑
i=0

pX(k − i)pY (i) , k = 0, 1, 2, . . . .

(b) L̊at X och Y vara tv̊a oberoende kontinuerliga stokastiska variabler. Det gäller att

fX+Y (a) =

∫ ∞
−∞

fX(a− y)fY (y) dy , a ∈ R.

Bevis av (a). Det gäller att

pX+Y (k) = P (X + Y = k) = P

(
k⋃
i=0

{X = k − i} ∩ {Y = i}

)

({X = k − i} ∩ {Y = i} disjunkta) =
k∑
i=0

P (X = k − i, Y = i)

(X, Y oberoende) =
k∑
i=0

P (X = k − i) · P (Y = i) =
k∑
i=0

pX(k − i)pY (i) .

2

Exempel L̊atX, Y vara oberoende U(0, 1)-fördelade stokastiska variabler. Bestäm fX+Y .
Visa p̊a s̊a sätt att en summa av tv̊a oberoende rektangelfördelade stokastiska variabler
är triangelfördelad. Använd Sats (b).

Lösning. Kom ih̊ag att

fX(x) =

{
1 om x ∈ (0, 1)
0 annars

och fY (y) =

{
1 om y ∈ (0, 1)
0 annars

.

X +Y kan anta värdena mellan 0 och 2. För att bestämma fX+Y (a) skiljer vi mellan tv̊a
fall, 0 < a ≤ 1 och 1 < a < 2. L̊at 0 < a ≤ 1.

fX+Y (a) =

∫ ∞
−∞

fX(a− y)fY (y) dy

=

∫ a

y=0

fX(a− y)fY (y) dy =

∫ a

y=0

1 · 1 dy = a ,

här är fY (y) = 0 om y 6∈ (0, 1) och fX(a− y) = 0 om y ≥ a. Nu l̊at 1 < a < 2.

fX+Y (a) =

∫ ∞
−∞

fX(a− y)fY (y) dy

=

∫ 1

y=a−1
fX(a− y)fY (y) dy =

∫ 1

y=a−1
1 · 1 dy = 2− a ,



här är fY (y) = 0 om y 6∈ (0, 1) och fX(a− y) = 0 om y ≤ a− 1. Sammanfattningsvist är
det

fX+Y (a) =


a om a ∈ (0, 1]
2− a om a ∈ (1, 2)
0 annars

.

Särskilda fördelningar

Sats (a) L̊atX1, . . . , Xn vara oberoende normalfördelade stokastiska variabler med parame-
trarna (µ1, σ1), . . . , (µn, σn). D̊a är

n∑
i=1

Xi ∼ N

 n∑
i=1

µi,

√√√√ n∑
i=1

σ2
i

 .

(b) L̊at X1 ∼ Bin(m, p) och X2 ∼ Bin(n, p) vara oberoende. D̊a är

X1 +X2 ∼ Bin(m+ n, p).

(c) L̊at X1 ∼ Po(λ1) och X2 ∼ Po(λ2) vara oberoende. D̊a är

X1 +X2 ∼ Po(λ1 + λ2).

Bevis. Del (a) bevisas med hjälp av momentgenererande funktioner, se storseminarium
4.
(b)

X1 =
m∑
i=1

Yi , X2 =
m+n∑
i=m+1

Yi

där Y1, . . . , Ym+n är oberoende stokastiska variabler med P (Yi = 0) = 1 − p och P (Yi =
1) = p. Detta medför

X1 +X2 =
m+n∑
i=1

Yi ∼ Bin(m+ n, p).



(c) Vi använder Sats (a). Det gäller att

P (X + Y = k) =
k∑
i=0

P (X = k − i, Y = i) =
k∑
i=0

P (X = k − i) · P (Y = i)

=
k∑
i=0

e−λ1
λk−i1

(k − i)!
· e−λ2 λ

i
2

i!

=
e−(λ1+λ2)

k!

k∑
i=0

k!

i!(k − i)!
λk−i1 λi2

=
e−(λ1+λ2)

k!

k∑
i=0

(
k

i

)
λk−i1 λi2 = e−(λ1+λ2) · (λ1 + λ2)

k

k!
, k = 0, 1, . . . ,

där vi har använt Binomialsatsen. 2

Väntevärde och varians av summor av stokastiska variabler

Sats (a) L̊at X1, . . . , Xn vara stokastiska variabler med E[|Xi|] <∞. Det gäller att

E

[
n∑
i=1

Xi

]
=

n∑
i=1

E[Xi].

(b) L̊at X1, . . . , Xn vara oberoende stokastiska variabler med E[X2
i ] <∞. Det gäller att

V ar

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar(Xi).

Exempel L̊at X1, . . . , Xn vara oberoende och likafördelade stokastiska variabler med
V ar(X) = σ2 <∞. Visa att

lim
n→∞

V ar

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
= 0.

.

Lösning.

lim
n→∞

V ar

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
= lim

n→∞

[
1

n2
V ar

(
n∑
i=1

Xi

)]

= lim
n→∞

[
1

n2

n∑
i=1

V ar (Xi)

]
= lim

n→∞

[
1

n2
· nσ2

]
= 0 .

Sats (a) Om X1 ∼ N(µ1, σ1), . . ., Xn ∼ N(µn, σn) är oberoende och a1, . . . , an, b ∈ R s̊a
är

n∑
i=1

aiXi + b ∼ N

 n∑
i=1

aiµi + b,

√√√√ n∑
i=1

a2iσ
2
i

 .



(b) Om X1, . . . , Xn är oberoende N(µ, σ)-fördelade stokastiska variabler s̊a är

X =
1

n

n∑
i=1

Xi ∼ N

(
µ,

σ√
n

)
.

(c) Om X1 ∼ N(µ1, σ1), . . . , Xn1 ∼ N(µ1, σ1) och Y1 ∼ N(µ2, σ2), . . . , Yn2 ∼ N(µ2, σ2)
är oberoende s̊a är

X − Y ∼ N

µ1 − µ2,

√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

 .

Exempel Vi betraktar oberoende stokastiska variabler X1, X2, X3, X4, Y1, Y2, Y3, Y4 som
alla är normalfördelade med väntevärde 28 och standardavvikelse 0.25. L̊at

X =
1

4

4∑
i=1

Xi , Y =
1

4

4∑
i=1

Yi .

(a) Bestäm P (27.5 < X1 < 28.5).

(b) Bestäm P (27.5 < X < 28.5).

(c) Bestäm P (−0.3 < X − Y < 0.3).

Lösning.

(a)

P (27.5 < X1 < 28.5) = Φ

(
28.5− 28

0.25

)
− Φ

(
27.5− 28

0.25

)
= Φ(2)− Φ(−2) = 2Φ(2)− 1 = 0.95 .

(b) X ∼ N(µ, σ/
√
n) = N(28, 0.125)

P (27.5 < X < 28.5) = Φ

(
28.5− 28

0.125

)
− Φ

(
27.5− 28

0.125

)
= Φ(4)− Φ(−4) = 2Φ(4)− 1 = 0.99994 ≈ 1 .

beräknad med http://homepage.stat.uiowa.edu/∼mbognar/.

(c) P.s.s. Y ∼ N(µ, σ/
√
n) = N(28, 0.125) som medför att X − Y har väntevärde 0 och

varians

V ar(X − Y ) = V ar(X) + (−1)2V ar(Y ) =
2

82
= 0.1772.

P (−0.3 < X − Y < 0.3) = Φ

(
0.3− 0

0.177

)
− Φ

(
−0.3− 0

0.177

)
= Φ(1.70)− Φ(−1.70) = 2Φ(1.70)− 1 = 0.91 .



Flerdimensionell normalfördelning

Definition L̊at X1, . . . , Xn vara stokastiska variabler och X = (X1, . . . , Xn)T .
(a) Vektorn

µX ≡ E[X] =

 E[X1]
...

E[Xn]


kallas väntevärdesvektorn.
(b) Matrisen

CovX =
[
Cov(Xi, Xj)

]
i,j=1,...,n

kallas kovariansmatrisen.
(c) Stokastiska vektorn X = (X1, . . . , Xn)T med den simultana täthetsfunktionen

f(x) =
1

(2π)
n
2 |detB| 12

exp

{
−1

2
(x− µ)TB−1(x− µ)

}
, x ∈ Rn,

kallas n-dimensionell normalfördelad med väntevärdesvektorn µ och kovariansmatrisen
B.

Anmärkningar (1) Om n = 1 s̊a är X = (X1, . . . , Xn)T = X1 och E[X] = E[X1],
CovX = V ar(X1). Om n = 2 s̊a är

X =

[
X1

X2

]
, E[X] =

[
E[X1]
E[X2]

]
, CovX =

[
V ar(X1) Cov(X1, X2)

Cov(X2, X1) V ar(X2)

]
.

(2) Om X = (X1, . . . , Xn)T har den simultana täthetsfunktionen i (c) s̊a gäller att E[X] =
µ och CovX = B.

Sats L̊at X = (X1, . . . , Xn)T vara n-dimensionell normalfördelad med väntevärdesvektorn
µX och kovariansmatrisen CovX. L̊at b ∈ Rk och A vara en k × n-matris. D̊a är
linjärkombinationen

Y = AX + b

k-dimensionell normalfördelad med väntevärdesvektorn

µY = AµX + b

och kovariansmatrisen
CovY = ACovXAT .

Exempel / Lektionsuppgift L̊at X = (X1, X2)
T vara 2-dimensionell normalfördelad

med väntevärdesvektorn (1, 0)T och kovariansmatrisen

CovX =

[
1 0
0 1

]
.



Bestäm P (X1 > X2). Ledning: L̊at Y = (1,−1)X. D̊a är P (X1 > X2) = P (Y > 0).
Använd senaste satsen.

Lösning.

P (X1 > X2) = P (X1 −X2 > 0) = P

(
[ 1 −1 ]

(
X1

X2

)
> 0

)
= P (Y > 0) .

Med

A = [ 1− 1 ] , b = 0 och µX =

(
1
0

)
f̊ar vi

µY =
[ 1 −1 ]

(
1
0

)
= 1 och CovY =

[ 1 −1 ]
[

1 0
0 1

] [
1
−1

]
= 2

och s̊aledes Y ∼ N(1,
√

2). Detta medför att

P (X1 > X2) = P (Y > 0) = P

(
Y − 1√

2
>

0− 1√
2

)
= P

(
Z > − 1√

2

)
= Φ(0.707) = 0.76

där Z ∼ N(0, 1).

Exempel / Lektionsuppgift L̊at X1, X2 vara oberoende N(0, 1)-fördelade stokastiska
variabler och l̊at α ∈ [0, 2π). L̊at den stokastiska vektorn Y defineras genom

Y ≡
(
Y1
Y2

)
=

[
sinα cosα
− cosα sinα

](
X1

X2

)
.

(a) Bestäm väntevärdesvektorn och kovariansmatrisen för Y.

Ledning: Använd sin2 α + cos2 α = 1.

(b) Ange fördelningen av Y1 + Y2 (namnet av fördelningen och parametrarna).

Lösning.

(a) L̊at

A =

[
sinα cosα
− cosα sinα

]
X =

(
X1

X2

)
.

Det gäller att Y = AX. Det medför att

µY = A

(
0
0

)
=

(
0
0

)
och

CY = ACXAT =

[
sinα cosα
− cosα sinα

](
1 0
0 1

)[
sinα − cosα
cosα sinα

]
=

[
sinα cosα
− cosα sinα

] [
sinα − cosα
cosα sinα

]
=

(
1 0
0 1

)
.



(b) Som linjärkombination av normalfördelade stokastiska variabler är Y1 + Y2 ocks̊a
normalfördelad.

E[Y1 + Y2] = E[Y1] + E[Y2] = 0

V (Y1 + Y2) = V (Y1) + V (Y2) + 2Cov(Y1, Y2) = 1 + 1 + 2 · 0 = 2 ,

dvs.
Y1 + Y2 ∼ N(0,

√
2) .
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