Lektion 6
(1) Antag att

clz+y)e T 0< 2,y < oo

flz,y) = { 0 annars

(a) Bestam ¢ sa att f blir den simultana tathetsfunktionen av ett par (X,Y)
stokastiska variabler.

(b) Ar X och Y oberoende?
(c) Beriikna sannolikheten P(X > 2|Y < 1).

(2) Variablerna X och Y har den simultana tathetsfunktionen

f(ilf,y> = 61‘(1 - 33)

for alla (z,y) sadana att 0 < x < 1 och 0 < y < 1, utanfor denna kvadrat &r

f(z,y) =0.

(a) Bestim fx(z) och fy(y). Ar X och Y oberoende?
(b) Berékna E[X — Y] och Var(X —Y).

(c¢) Beriikna sannolikheten att Y — X > 1/2.

(3) Variablerna X och Y har den simultana téthetsfunktionen
for alla (z,y) sadana att 0 <y <z <1, annars f(z,y) = 0.

(a) Bestdm k.
(b) Bestiam P(X > Y?).

(4) Antag att

_J e 0<r<y<oo
flz,y) = { 0 otherwise

Visa att f ar den simultana tithetsfunktionen av ett par (X, Y') stokastiska variabler.
Berdkna P(X +Y >1). Ar X och Y oberoende?

(5) Berdkna

//nyd:Udy, dérD:{(x,y)ERzz1§x2+4y2§90ch$§0}.
D



Losningar

(a)
/ / flz,y)dxdy = c/ / (z + y)e~ @ du dy
—o0 /oo o Jo
= c/ / J:e_("”ﬂ)dxdy—i—c/ / ye ) da dy
0 0 0 0
C/ :Be_x/ e_ydydx+c/ ye‘y/ e Tdxdy
0 0 0 0
= 20/ re “dx
0

= 2c,
som medfor att ¢ = %
(b) Det géller att
L —(z+y)
fx(@) = 5 [ (@+ye ™V dy
0
1 > —(z+y) 1 - —(z+y)
= = xe dy + = ye @) gy
2 Jo 2 Jo
L (T L [T eva
— 5 xTe ; e Y 5 e ; ye Y
1
= E(:C—i—l)e’z, x> 0.

Pa samma sétt, fy(y) = 3(y +1)e7¥, y > 0. Eftersom f(z,y) = fx(z)fy(y)
for alla x,y > 0 inte géller, slumpvariablerna X och Y inte ar oberoende.

(c)

P(X >2,Y <1)
PY <1)
L Jy @+ y)e @ dy da
% fol (y+1)evdy
Sy wemdu fyevdy vy fyetdy ;e " da
e e}
s(re —eR)(1—e™h) + 5(—ye ™ —e Y j)e?
1— %e*l
3e72(1 —et) N (1—2e1)e2
2 —3e ! 2 —3e !
4e™2? — e
2 —3e !

P(X>2lY <1) =

(a) fx(z) = 62(1 =), 0 <@ <1, 0ch fy(y) =1,0 <y <1 XochY ir
oberoende.

(b)

E[X]=/01x~6x(1—x)dx: {2;;;3_%9;4]1:1



(3)

1 211
Y 1
Em:/ywwzb}:§
0 0

E[X — Y] = B[X] - E[Y] = 0.

Wl

1 3 1
E[XQ]:/ x2-6x(1—x)dxzﬁ E[YQ]:/ y2-1dy:
0 0

Var(X =Y)=Var(X) +Var(=Y) = Var(X) + Var(Y)

= B[X?) — (EIX))? + YY) - (B[Y])? = .

15
1
P(Y—X>§> =

(a) Vi har att

1 1 _oN21® 1,2 L
/ /k@—yMwm=/nkP9L£l}dx:k =2
0 0 0 2 0 0 2 6

Sa k =6.
(b) 0 <Y <1 medfor att Y > Y? och

P(X>Y?*)>P(X>Y).

PX>Y?*)=1
fas fran P(X >Y) = 1.

/ / f(x,y)dydx:/ / eydydx:/ e fdr=1
—00 J —00 0 T 0

Dessutom, f > 0. Saledes ar f en tathetsfunktion. Det géller att

fx(z) = / f(x,y)dy:/ eVdy=e®, x>0.

fr(y) = /0 f(%y)dx:/oe_yd:ﬂ:ye‘y, y > 0.



Eftersom f(z,vy) = fx(z)fy(y) inte galler for alla z, y > 0, de stokastiska variablerna
X och Y inte &r oberoende. For P(X + Y > 1) rita integrationsomradet.

PIX+Y>1) = / / e ydyd:v—i—/ / e ¥ dydx
= / e 17e dx+/ e “dx
0 >

Alternativt visar man

PX+Y>1) = P(X+Y <1)

1—x
= 1—// e Y dydx
= 1—/ (e’:‘— -(- x)) dx
0

_1 1
= 1 (1-2e7h e
= 277 —e!.
(5) Linjart byte u = z, v = 2y med dudv = 2dzdy och nytt omrade E: 1 < u? + v? <

9, u <0, foljt av planpoléart byte u = pcosy, v = psin med dudv = pdpdp och
nytt omrade F: 1 < p <3, 71/2 < ¢ < 31/2, ger

//:Uy dx dy —// — —dudv
3m/2
:g/ (/ cosgosimedgp) ptdp
1 w/2

171 .4 1% 11 .% 1/ 2\ 242 121
=—|=sin"p =’ =) =
8|3 e 1508 \U3) 5 30



