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Forelasning 6

e Minsta kvadrat problem.
e Polynom. Interpolation. Rotter.
e Tillampningar: Cirkelpassning och analys av temperatanmgar.
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Minsta Kvadratproblemet

ExempelVi vet att en fysikalisk storhet ges av
y = AXq + BXo,

darA ochB ar konstanter vi vill bestamma och ochx, ar parametrar vi
enkelt kan variera. Hur skall vi bestammachB?

Losning Genomfor experiment och mifor olika varden pdxq, Xo).

X1 X2 Y

3.0 1.60 126
3.0/1.6012.6 /2.7 1.35\ R (11.2\
2711.3511.2 = n oo (B> -
1.8/0.70 6.3 80 .
4.2/1.2013.2 \ 42 120/ \ 132 /

Nojer vi oss med tva matningar far vi dittjart ekvationssystentler
méatningar bor ga att utnyttja for att fa ett battre resultat.
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Euklidisk Langd

Den Euklidiskanormenav en vektorx ar
1/2

n
2
IXll2={ > %
i—1

| Matlab finns funktionemorm som beraknar normelx||.

| Matlab
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Definition Lat A €¢ R™Mm > n. Ekvationssystemeix = b ar da
Overbestamt

Fler ekvationer an obekanta gor att det oftast inte finns emng. Istallet
minimerar viresidualenoch I6ser

min ||[AX— b||.
xeRN

Fallet|| - || ar trevligt eftersom det ar enkelt att I6sa. KalMssta
kvadratproblemetl statistiken kallas ddtinjar Regression
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w
spanA)

Definiton Lat Ax = b vara ett dverbestamt ekvationssystem. Den
vektorx som minimeraft|Ax — b||» kallasminsta kvadrat
l0sningen

SatsMinsta kvadrat |6sningenr satisfieramormalekvationerna
ATAx = ATb.
Om kolumnerna A &r linjart oberoende s& &' A icke-singular.
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ExempelLO0s Minstakvadrat problemet medochb som tidigare

> A =[ 30 160 ; 2.7 1.35 ; 1.8 0.70 ; 4.2 1.20];

>> Db [12.6 11.2 6.3 13.2];
>> C=A"+*A
C =

37.1700 14.7450
14.7450 6.3125
>> X MK = C\( A’ *b )

X MK =
1.8734
4.4208

Vi far minsta kvadrat l6sningen ( 1.873, 4.420)".

Hade valtx = (2, 4)" ochb med ett slumpmassigt fel.
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| MATLAB tolkas x=A\b som ett minsta kvadrat problem o
ar rektangular. Det som minimeraf|Ax — b||» beréknas.

ExempelMed A ochb som tidigare kan vi skriva

>> X = A\b
X =
1.8734
4.4208

Sa snarfA ochb ar definierade gar det nastan alltid att skeiéa . Vad som
berédknas beror pa dimensioner Woschb.
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Modell Passning

ExempelVi will anpassa ett polynomp(t) = ¢y + cqt + 02t2 till en uppsattning
matningart,y;), 1 <i <m.

Formulera detta som ett Overbestamt ekvationssystem sahddl minsta
kvadratmetoden.
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LOosning Antag att datdt;, y;) lagrats som tva vektorérochx. Da fas

>> A=[ .20 tAML t22]; b=y; c= Alb;x
>> 1t=0:0.1:2;yy=c(1)+c(2) *tt+c(3) * tt.A2;
>> plot(t,y,’r+',tt,yy);

Vi far en vektor

>> C’
ans =
0.0400 -0.1073 0.7112



Funktionenpolyfit ~ beraknar ett polynorp(t) som
approximerar punkternd;, y;) enligt minsta kvadrat metoden.
Skriver vi | Matlab fonstret

>> P = polyfit( t , y , 2 )
P =
0.7112 -0.1073 0.0400

sa beraknas koefficienteriay, co, 03)T for det andragrads polynom som bast
approximerar punkternd;, ;).
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Funktionenpolyval beraknar polynomets varden for ett arital
varden.

Skriver vi | Matlab fonstret
>> y = polyval( P , t);

sa beraknas en vektgrsadan aty; = p(t;).
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ExempelHitta det polynom som interpolerar punkterna Hitta ett poiy
Pn(X) som interpolerar vardena i tabellen

x 100 03 06 09
f(x)|1.23 157 135 109

Plotta polynomep(x) tillsammans med punkterng;, f(x;)) i en graf.

Lemma Ett polynonpn(X), av gradtah, blir entydigt bestamt om
vi anger(n+ 1) interpolations villkor pi(X;) = Vi.
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| Matlab skriver vi

>> x=0:0.3:0.9; y=[1.23 1.57 1.35 1.09],
>> p3=polyfit(x,y,3)
p3 =
3.2099  -6.0000 2.6444 1.2300
>> xx=0:0.01:0.9;
>> plot(x,y,’r+’,xx,polyval(p3,xx), b-")
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Funktionerroots hittar alla rotter till ett polynom med
coefficienterc = (ch_1, ... , Cp)-

ExempelHitta rotterna till polynomep(x) = 1.2 — 2.0x + 1.7x% — 0.2x3. |
Matlab skriver vi

>> 1 = roots( [ -0.2 1.7 -20 1.2 ] ), r

ans =
7.2320+0.00001 0.6340-0.65401 0.6340+0.6540i
>>
>> polyval( [ -0.2 1.7 -20 1.2 ], r(1) )
ans =
3.0198e-14

VI har hittat en rot!
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ExempelVi har ett antal punktefxy, yix) som borde ligga pa en cirkel.

o = A
H
|
ol
-
35
i +
25 +
L+ +
+
15 +

Hur kan vi anvanddinstakvadrat metodefdr att uppskatta centrum och radie
for cirkeln?
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L6sning Varje punkt(x, y)T pa cirkeln uppfyller ekvationen
F(u) = a(x® + y?) + byx+ boy + 1 =0,
daru = (a, by, by)T &r okanda parametrar.

Centrum och radie for cirkeln ges av

b?+b2 1
~och, r¢="1_"2_ =

bl %)T
4a? a

L= (X07 yO>T — _(Z_av 2a

Vi behover tva funktioner

1. Givetx ochy beraknau:
function [u]=CircleFit( x , y )
2. Givetu beréknaz ochr samt plotta cirkeln:
function [z,r]=DisplayCircle( u )
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Pa filenCircleFit.m skriver vi

% Hitta parameter vektor u som beskriver en cirkel
% vektorerna x och v.

%

function [u]=CircleFit( x , y )

A=[x."2+y.~2 x y];b=-ones(length(x),1);
u=A\b;
end

Vi anvander funktioner pa vara data vektoxarchy och far

>> u=CircleFit( x , vy)
U =
0.1729
-0.4113
-1.1799
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Pa filenDisplayCircle.m skriver vi

% Berdkna centrum och radie samt rita upp cirkeln
% parameter vektorn u.

%

function [z,r]=DisplayCircle( u )

z=-u(2:3)/2/u(1)
r=sgrt( (u(2)*2+u(3)"2)/4/u(1)*2-1/u(1));

theta=2 =*pi *x(0:99)/100;
X=z(1)+r =cos(theta);y=z(2)+r * sin(theta);
x=[x;x(1)]y=ly;y(1)];
plot(x,y);
end
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VI anvander nu funktionen for att rita cirkeln

>> hold on , [z,r]=DisplayCircle( u ); hold off

Vi fick z= (1.1898 3.4131)" ochr = 2.6981. Hade valrg = (1.2,3.4)" och
r=2.17.
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Tillampning: Analys av Temperaturmatningar

Temperature T(t) [ °C]

6
Time t [h]

Data Uppmatt temperatur varje timme vid matstation Malmslatiame1998
och 2012.

Fragor Vi vill undersdka hur temperaturen utvecklar sig over armmisbygga
en modell fér temperatureh(t). Detta ar av intresse exempelvis da bdnder vi

forsakra sig mot frost skador.
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Matematisk modell Vi antar att temperaturen kan beskrivas som
T(t) =~ M(t) = cq + Ccot + c3Sin(w(t — 7)),
darw = 27 /(365 24) sa att vi far en period pa precis ett ar.

Parameterm anpassas sa att varmaste, respektive kallaste dagar, hp@nna
ratt plats | modellen.

Uppgift Vad behover goras for att hitta bra varagnc,, cz, ochr?
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Pa filenTempFit.m skriver vi

function [c,M]=TempFit( t , T , Omega , Tau )
% Modellen ar T(t)=cl+c2 *t+c3 *sin( Omega * (t-Tau) )

A=[t.”0 t”1 sin( Omega *(t-Tau) )]; b=T,;

c=A\b;

M=c(1)+c(2) =*t+c(3) =*sin( Omega = (t-Tau) );
end

Vi kan nu l6sa minsta kvadrat problemet for ett givnha vardaw pchr. |
Matlab

>> Omega = 2 pi/365/24; Tau = 10 =24
>> [c,M]=TempFit( t , T , Omega , Tau );
>> plot( t,T,’b-",t,M,’r-)
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and Model M() [ °C]

Temperature T(t) and Model M(t) [ °C]

Temperature T(t)

6 8 10
Time t [h] Time t [h]

ResultatMed = 10 dagar fas en dalig approximation. Vi far

>> norm( T - M)
ans =
2.9597e+03

Uppgift Valj 7 sa att skillnadefiT — M||»> minimeras. Rita ett flodesschema
for programmet.
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Pa filenTemperatueExperiment.m skriver vi

Omega=2pi/(365 =*24); % Period pa precis ett ar.
Tau=[0:182] =24,
Residualer=zeros(size(Tau));

for 1=1:length(Tau)
[c,M]=TempFit( t , T , Omega , Tau(i) );
Residualer(i)=norm(T-M);;

end;

plot( Tau/24,Residualer)
xlabel('Time \tau [days]);
ylabel('Residual || M-T||_2 [ ™oC]);
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Figur Residualernd T — M||, som funktion avr. Minimum fs for

>> [MinRes,k]=min(Residualer); Tau(k)/24
ans =
112

Bast ar alltsa att skifta med 112 dagar.
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ResultatMed r = 112 dagar fas en bra approximation. Vi far

>> norm( T - M)
ans =
1.6967e+03

Fragor Finns det nagon langsiktig temperaturokning? Nar intraf&alaste
dagen ungefar?
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Svar Den langsiktiga temperaturokningen bestamsawi far

>> ¢(2) *365+24
ans =
-0.0243

och temperaturen minskar alltsa med ungef@@rader/ar i genomsnitt.

Svar Med en period pa 365 dagar och skift= 112 intraffar kallasta dagen vid

>> t = 112 - 365/4
[ =
20.7500

Alltsa omkring 21:a Januari varje ar.
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