TANA23 Matematiska algoritmer och modeller

Laboration 1. Felnalys och funktionsberakning

1 Introduktion

Om vi vill anvinda en dator for att utfora matematiska berdkningar sa maste vi acceptera berék-
ningsfel eftersom datorn arbetar med begrinsad noggranhet. Syftet med denna laboration ar att bli
bekant med problem som uppstar pa grund av att datorn inte kan rdkna helt exakt.

Redovisning sker genom att en kort rapport skrivs déar svaret pa alla fragor finns med. Program
skrivna i Python skall bifogas. Téank pé att programmen skall skickas pa ett format som gor att jag
kan testkora dem. Enklast ar att bara lagga in all kod i en textfil med lite kommentarer angaende
vilken uppgift som ett visst kodstycke l6ser. Bifoga &ven grafer. Den fardiga rapporten skall skickas
med epost till fredrik.berntsson@liu.se. Var noga med att skriva TANA23 Lab1 i rubriken.

2 Datorns talsystem

Ett flyttalssystem kan beskrivas med fyra heltal, (5,t, L,U), dar 8 ar basen, t ar antalet siffror i
brakdelen, och L och U ar den minsta respektive storsta exponenten som ar tillaten. Da tal x lagras
i ett flyttalssystem gors ett relativt fel som &ar begrénsat av
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dar p kallas avrundningsenhet, eller maskinnoggranheten. Avrundningsenheten &r alltsa en 6vre gréns
for det relativa felet da ett tal = lagras i talsystemet (8,t, L, U).

Uppgift 2.1 Vi vet att basen dr § = 2. Experimentera med olika virden pa n och berdkna 1 +
(2.0)7". Hitta det virde pa n som gor att 27" avrundas bort och resultatet blir exakt 1. Vad &r p
och t?

Uppgift 2.2 Ge en évre grins for det absoluta felet felet nir talet x = /2 lagras pa datorn. Hur
manga korrekta decimaler har vi i datorns approximation av v/2? Hur manga signifikanta siffror
har vi?

Uppgift 2.3 Ge iven en 6vre grins for bade absolut och relativt fel da talet 2 = 100 4 e® lagras pa
datorn. Ange &ven hur méanga korrekta decimaler samt signifikanta siffror approximationen har.



Uppgift 2.4 Vi vet att flyttalssystemet anvinder 64 bitar for att larga tal. En av bitarna &r tec-
kenbit och t bitar gar at for att lagra brakdelen. Anvénd tidigare resultat for att avgora hur manga
bitar som anvéinds for att lagra exponentdelen? Berdkna uttrycket (2.0)", for lampliga virden pa
n och hitta den storsta tillatna exponenten i talsystemet. Hitta &ven det storsta mojliga tal = som
ingar i talsystemet.

3 Numerisk berakning av ett gransvarde

I detta kapitel skall vi studera berdkning av ett gréansviarde. Det ar kint att
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lim fi(z) =1,  dar  file) = ——.

Vi skall forsoka berdkna gréansvirdet i Python. For att undersdka noggranheten i berdkningen s
skapar vi en z vektor som innehaller en stor méngd tal, mellan 107'6 och 1 och beriknar fi(z).
Foljande Python rader utfor berdkningarna:

>>> import numpy as np

>>> x=np.linspace(0,16,161)
>>> x=10%*-x

>>> fi1=(np.exp(x)-1)/x;

Vi plottar sedan felen |fi(x) — 1| i log-log skala genom att skriva

>>> import matplotlib.pyplot as pp
>>> pp.loglog(x,np.abs(f1-1))
>>> pp.show()

Uppgift 3.1 For vilket virde fas det minsta felet? Vad hédnder for mycket sma x-virden?

Vi skall nu gora en teoretisk analys av felet i ovanstaende berédkning.

Uppgift 3.2 Utnyttja att exponentialfunktionen kan skrivas som en serie
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for att uppskatta trunkeringsfelet Rp = |f1(x) — 1|. Detta &r vad grafen ovan skulle visa om alla
berdkningar utforts exakt pa datorn.

Uppgift 3.3 Antag nu att alla berdkningar utférs med ett (-,/,exp, etc) utfors med ett relativt fel
som dr hogst avrundningsenheten u. Genomfor en berékningsfelsanalys som visar hur stort fel som
gors da fi(z) berdknas pa datorn. Hitta alltsa en grans for |Rx| = |fl[fi(x)] — fi(z)|. Redovisa dina
berdkningar och det fardiga uttrycket. Vad orsakar den daliga noggranheten for smé virden pa x?

Uppgift 3.4 Plotta det totala felet Rror = Rr+ Rx i samma graf som det verkliga felet. Hur vél
stdmmer de bigge kurvorna Gverens?



Analysen ovan visar att det fel som gors vid berdkning av e® orsakar ett stort fel i resultatet pa
grund av kancellation. Vi kan paverka detta genom att inféra exakt samma fel pa en annan plats i
utrdkningen. Gor vi det dndras motsvarande derivata under berdkningsfelsanalysen.

Uppgift 3.5 Undersck noggranheten hos det matematiskt ekvivalenta uttrycket

Utfor samma experiment som ovan och plotta felet |fo(z) — 1] i log-log skala. Vad hidnder nu?

Eftersom uttrycken fi(z) och fa(z) &r matematiskt ekvivalenta &r trunkeringsfelet detsamma. Dér-
emot dndras berdkningsfelsanalysen. Detta eftersom e” nu férekommer pa tva stéllen och eftersom
det dr samma utrikning kommer vi att fa exakt samma fel vid béagge tillfillena.

Uppgift 3.6 Genomfoér samma berdkningsfelsanalys som ovan for uttrycket fo(z). Visar berdk-
ningsfelsanalysen att problemet med kancellation ar 16st?

Tips Detta ar en réatt klurig uppgift. Titta pa kvotregeln for berdkning av derivator. Nar uttrycket
for Ry skall uppskattas géller det att skriva om det pa ett sétt som &r enkelt att uppskatta med
hjalp av serierepresentationen for e®.

4 Berakning av exponentialfunktionen

Standard funktionen e kan berdknas med hjalp av serierepresentationen,
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I denna 6vning skall vi implementera en funktion som utfér berdkningen pa ett sa effektivt, och

noggrannt, satt som majligt i Python. Eftersom Python inte kan lagra hur stora reella tal som helst

behover vi endast berdkna e® for 0 < x < 709.7. For storre z-viarden bor istallet Inf returneras.
Varfor vi inte behover betrakta negativa x-véirden aterkommer vi till.

Den enklaste tdnkbara implementationen av berdkningen ovan ar foljande

def min_exp( x ):
S5=0.0
for k in range(0,100):
Tk=x**k/math.factorial (k)
S=S+Tk
return S

Denna implementation innehaller en méngd problem som maéste atgirdas. Exempelvis kan man inte
vara sdker pa att summan konvergerat efter n = 100 termer. Vi skulle kunna anvinda en while
loop och kontrollera konvergensen men da skulle berdkningen ta olika tid for olika z-virden och
forutsdgbarhet ar onskvért.



Uppgift 4.1 Det forsta vi skall undersoka hur bra koden ovan faktiskt &r. Anvind linspace for
att skapa en vektor med 1000 jamt utspridda tal mellan —10 och 10. Anvind funktionen min_exp
for att berdkna en approximation av exponentialfunktionen fér samtliga dessa x-véarden. Jamfor
ditt resultat med funktionen exp fran Numpy. Plotta absolutbeloppet av skillnaden mellan dessa
berdkninar. Kan du se nagon skillnad mellan resultatet for positiva och negetiva x-véirden? Plotta
bade de absoluta och relativa felen. Ge en forklaring.

Redovisa graferna.

Tips I senare uppgifter skall du &ndra i funktionen min_exp(). Det &r lampligt att bara anta att
funktionen berdknar exponentialfunktionen for ett z-véarde i taget. Plottningen kan da utféras genom
att man skapar en vektor med z-viarden och berdknar motsvarande funktionsvérden ett i taget med
en for-loop. Du kan alltsa skriva:

N=1000
xx=np.linspace(-10,10,N)
yy=np.zeros (N)
AbsErr=np.zeros (N)
RelErr=np.zeros (N)
for k in range(0,N):
yy [k]=min_exp(xx[k])
AbsErr [k]=np.abs( yy[k]-np.exp(xx[k]) )
RelErr [k]=AbsErr [k]/yy [k]
pp.-plot( xx , yy )
pp - show()

Detta medfor att funktionsvarden samt bade absolut och relativt fel berdknas. Du kan sedan plotta
den kurva som efterfragas. Samma kod for plottning bor kunna anvindas i hela uppgiften.

Uppgift 4.2 Det forsta vi skall atgirda ar problemen for stora negativa x-virden- Vi utnyttjar att
e = 1/e*. Vi kan alltsa forst berdkna exponentialfunktionen for ett positivt = och sedan utfoéra
en division. Modifera funktionen min_exp sa att detta utfors. Upprepa jamforelsen mellan min_exp
och funktionen exp fran Numpy for att verifiera att problemet ar 16st.

Redovisa aterigen de absoluta och relativa felen for —10 < x < 10. Du behéver inte redovisa
andringarna i funktionen min_exp(). Alla &ndringar i programmet redovisas pa en gang i sista
uppgiften.

Tips Du bor gora sa sma andringar som mojligt i koden. Det enklaste ar att lagga till tva if—satser.
En foére for-loopen dér det kontrolleras om x vardet dr negativt, och isafall ges en logisk variabel ett
lampligt virde, och sedan ytterligare en efter for—loopen dér det kontrolleras om x ursprungligen
var negativt. Du bor inte ha tva kopior av samma for—loop.



Uppgift 4.3 Nu tar vi alltid med n = 100 termer i summan oavsett om det behovs eller inte. Det
ar givetvis otillfredstillande. Vi vet att serien konvergerar langsammare for storre varden pa x. Vi
vill darfér begrénsa oss till att berdkna e” for 0 < x < 1. Det kan vi astakomma genom att utnyttja
et = e%b Om a #r ett heltal kan e® beriknas genom att talkonstanten e multipliceras ett antal
ganger med sig sjalv. Vi kan alltsa berdkna alltsa e® genom att dela upp x i heltalsdel och brakdel.
Eftersom summan konvergerar hytsat snabbt kan vi nu vélja antalet termer s& att
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da kommer nésta term avrundas bort och inte paverka summan. Préva dig fram och hitta ett
lampligt varde pa n. For sedan in de dndringar som krévs i din Python kod. Upprepa aterigen
noggranhetsjamforelsen med Numpy.

Redovisa graferna. Noggranheten bor vara ungefér samma som tidigare.

Uppgift 4.4 Det sista vi skall dndra &r att termerna méaste berdknas effektivare. D& vi berdknar
termen ¢; maste vi berikna z*. Eftersom vi beriknat 2*~! da forra termen beriknades kriver detta
enbart en ny multiplikation med = och inte kst. Beskriv hur termen t¢; kan berdknas givet den
tidigare termen t;_1. Implementera sedan detta sétt att berdkna termerna i ditt program. Ténk pa
att to = 1. Kontrollera att vi fortfarande har samma noggranhet som tidigare version.

Redovisa genom att bifoga den slutgiltiga versionen av koden.

Tips Detta har dven fordelen att bade xF och n! kan bli sa stora att de inte kan lagras i datorns
talsystem men trots det kan kvoten 2" /n! lagras. Koden blir alltsa sikrare att anvinda med denna
andring.



