TANA23 Matematiska algoritmer och modeller

Laboration 4. Differentialekvationer

1 Introduktion

Redovisning sker genom att en kort rapport skrivs dar svaret pa alla fragor finns med. Program
skrivna i Python skall bifogas. Tank péa att programmen skall skickas pa ett format som gor att jag
kan testkora dem. Enklast ar att bara lagga in all kod i en textfil med lite kommentarer angaende
vilken uppgift som ett visst kodstycke l6ser. Bifoga &ven grafer. Den fardiga rapporten skall skickas
med epost till fredrik.berntsson@liu.se. Var noga med att skriva TANA2S Lab4 i rubriken.

2 Klassiska Runge-Kutta metoden

Vi skall forst studera en enkel differentialekvation. Betrakta problemet

y'(t) = f(t,y) = —y(t), y(0)=1

I denna 6vning skall vi 16sa problemet numeriskt. Hégerledsfunktionen kan skapas i Python genom
att skriva

def funk( t, y ):
return -y
Den exakta l6sningen pa problemet ér y(t) = e™".
Uppgift 2.1 For att berdkna losningen till differentialekvationen ovan skall vi implementera Runge-

Kuttas klassiska metod. Denna 16ser ett problem av typen: y'(t) = f(t,y), y(to) = yo. Den klassiska
Runge-Kutta metoden beréknar yi ~ y(t;) genom

k1= hf(tr, yk),

ks = hf(te +h/2,yx + k2/2),

ks = hf(ty + h,yr + k3),

Y1 = Yk + 2 (k1 + 2ko + 2k3 + k).

Skriv en funktion i Python som berdknar l6sningen till ett begynnelseviardesproblem med Runge-
Kuttas klassiska metod.



Funktionen skall ha en vektor t, en hogerledsfunktion f(¢,y) och ett begynnelsevirde y(ty) = yo,
som inparametrar. Din funktion skall allts& definieras som

def ClassicRK( t , £ , y0O ):
< Berdkna en vektor y s&dan att ylkl=y(t[k]) >
return y

Redovisa den funktion som implementerar Runge-Kuttas klassiska metod

Uppgift 2.2 Vi skall nu 16sa problemet ovan och berdkna approximationer av y(1) med Runge-
Kuttas klassiska metod och olika stegléngder h. Vi viljer ett antal delintervall n och skapar en
vektor t=np.linspace(0,1,n+1). Detta ger en steglingd h = 1/n. Vi loser sedan problemet med
Runge-Kuttas metod och far y, = y(1;h) =~ y(1). Vi far da en tabell

| n | 5 | 10 | 20 |

Fyll i och redovisa tabellen.

Uppgift 2.3 Vi skall nu utnyttja att Rp(h)~C - h? for att hitta p. Utnyttja uttrycket for Ry och

visa att
y(L;h) —y(LR/2)

y(1;h/2) —y(1;h/4)
dar y(1; h) ar den approximation av y(1) som berdknats med steglingden h. Utnyttja sedan tabellen
ovan for att bilda kvoter som borde fa viardet 2P och bestam dérigenom p. Stammer ditt p med teorin?
Redovisa bade berdkningarna och p

2.1 En glédlampa

En glodlampa fungerar genom att en metalltrad virms och d& avger ljus. Néar strommen slas pa
tillfors effekt som hojer temperaturen enligt Ohms lag. Samtidigt kyls glodtraden enligt Boltzmanns
T'-lag. Detta ger en temperatur T(¢) som kan beskrivas med modellen,

T'(t) = B(t) — 2.76 - 107 (T (t) — T) = f(t,T),

Strommen slas pa vid ¢t = 0, da T'(0) = T, déar T, = 18°C' &r rumstemperaturen. Strommen slas

av efter 1s. Detta ger att
10000, t<1.0

E(t) = {0, t=>1.0.

Kommentar Boltzmanns lag forutsétter att 7'(¢) anges i Kelvin istéllet for °C. Da vi réknar
i Python skall enheten vara Kelvin men d& resultat redovisas i grafer ar det trevligare att ange
temperaturer i °C'. Denna typ av enhetsomvandligar maste alltid goras &ven om det ar irriterande.



Uppgift 2.4 Vi borjar med att vélja ett antalet gridpunkter n = 100. Vi skapar sedan en vektor
med de tidpunkter dér vi skall berdkna losningen T'(¢) med t=np.linspace(0,5,n+1). Detta ger
en steglingd h = 5/n. Berdkna sedan funktionen F(t) ovan och plotta den pé intervallet 0 < t < 5.

Uppgift 2.5 Skriv en Python funktion GlodTrad som implementerar hogerledsfunktionen f(¢, 7))
for glodlampan som beskrivits ovan. Los &ven problemet med begynnelsevirdet 7'(0) = 18°C' och
n = 100. Plotta 16sningen T'(¢), for 0 < t < 5. Redovisa bade grafen och Python funktionen

f@,1).

Uppgift 2.6 Nar man slacker en glédlampa ser man hur glédtrdden svalnar och svartnar medan
uppvarmning tycks ga mycket fortare. Verifieras detta fenomen av modellen?

3 Simulering av en Fotboll

En fotboll som ror sig genom luften paverkas av ett antal krafter som bestdmmer dess bana genom
luften. Inom Fysiken ges en matematisk beskrivning av dessa krafter. Problemet att berdkna bollba-
nan givet utgangsposition och hastighet ar ett begynnelsevirdesproblem for en differentialekvation.
Sadana &r i allménhet svara att 10sa analytiskt, annat &n i enkla specialfall, men gar utmérkt att
16sa numeriskt med exempelvis Python.

Vart mal med simuleringen &r att beskriva bollbanan genom att hitta bollens position och hastighet
som funktion av tiden. Dvs funktioner

pt) = (z(t) y(t) 2(t)",  och,  T(t) = (va(t) vy(t) va(t))"

Till var hjalp har vi Newtons rorelselagar som siger att hastigheten &ar derivatan av positionen och
att derivatan av hastigheten ar accelerationen, eller

P (t) =5(t), och T(t)=m 'EF(t)

dar m ar bollens massa och ﬁ(t) ar den kraft som verkar pa bollen.

Vi skall nu studera de krafter som paverkar fotbollen i detalj och visa hur problemet kan beskrivas
med en differentialekvation.
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Den forsta kraft som paverkar fotbollen &r gravitationen. Denna ges av uttrycket

—

F :mgzm (0707_9)7
déar m ar bollens massa och g &ér gravitationskonstanten.

Uppgift 3.1 Lat

S(t) = (p(t), v(t)" = (2(t) y(t) 2(t) va(t) vy(t) va(1))T,

vara de okdnda funktioner som fullstdndigt beskriver bollbanan. Formulera det system av differen-
tialekvationer som skall 16sas.

Tips Vi vet att exempelvis 2/(t) = v, (t) och dv,(t)/dt = F,/m, dar F, ar x—komponenten av den
kraft vektor som verkar pa bollen vid tiden ¢. Vi skall uttrycka derivatan dS(t)/dt med hjélp av de
funktioner som ingéar i S(t).

Uppgift 3.2 (Forberedelse) For att studera hur bollen paverkas av gravitationskraften tittar vi
pa ett enkelt exempel. Antag att utgangspositionen ar xg = yg = 29 = 0 och hastighetsvektorn ar
V(0) = (17.3,0,11.5) m/s. Skriv upp, och 16s, ekvationerna for bollbanan i detta fall. Var landar
bollen? Redovisa berdkningarna.

Uppgift 3.3 Titta i filen BollBana.py. Dér finns den Python kod som krévs for att simulera
bollbanan da det endast tas hansyn till gravitationen. Stdmmer det som implementerats i koden med
din hogerledsfunktion fran ovan? Kor &ven simuleringen och anteckna var bollen landar. Stdmmer
det med den analytiska I6sningen ovan?

3.1 Luftmotstandet

I praktiken kommer bollen att bromsas av Luftmotstandet. Denna &r riktad rakt mot bollens has-
tighetsvektor, och ges av uttrycket

1 - "
FD:—gpACD]v\v, U] = \/v2 + vZ + 02,

dir A = 0.0375m? dr bollens tviirsnittsarea, p = 1.2 kg/m? ir luftens densitet, och Cp #r en kon-
stant som beror pé luftens viskositet och bollens form. Detta uttryck ar betydligt mera komplicerat
an gravitationskraften och det &ar inte langre mojligt att l6sa problemet analytiskt.

Uppgift 3.4 Andra i programmet BollBana.py sa att simuleringen tar hinsyn till luftmotstandet.
Anvind koefficienten Cp = 0.17. Vad hidnder med bollbanan nu? Var landar bollen? Redovisa
grafen.



D& man genomfor simuleringen &r man helt beroende av flera parametrar som ar olika svara att
méta. Gravitationskonstanten g och bollens massa m kan métas med hog noggranhet. En hoghas-
tighetskamera kan dessutom méta bollens utgangshastighet med bra noggranhet.

Koefficienten Cp som bestdmmer luftmotstandet &r betydligt svarare att méata. Koefficienten beror
pa ett flertal faktorer som luftens densitet, viskositet, samt temperatur, men exakt hur sambandet
ser ut ar inte helt klarlagt. Istéllet erbjuder simuleringar med Python, i kombination med métningar,
ett sétt att indirekt méta Cp.

Uppgift 3.5 Antag att vii ett experiment skjuter ivig bollar med utgangshastighet
Vo = (17.32,0.45,11.51)T  [m/s].

Bollen landar vid (z.,y.) = (23.50,0.61). Ovriga parametrar har de virden som givits tidigare i
6vningen. Anvénd denna information for att bestdmma luftmotstandskoefficienten C'p i det aktuella
fallet. Redovisa ditt virde pa Cp.

Tips Detta satt att anvinda kéind information, tillsammans med datorsimuleringar, for att indirekt
méta fysikaliska storheter ar vildigt vanligt. Da man kan simulera &dven mycket komplicerade system
ar det en oerhort kraftfull teknik.

3.2 Skruva bollen in i mal!

D& man tittar pa fotbollsmatcher si inser man snabbt att gravitation och luftmotstind inte kan
vara hela sanningen. Isafall skulle det vara fysikaliskt omd&jligt att skruva en fotboll. Exempel &r en
frispark av brasilianaren Roberto Carlos under en match 1997 (se klippet
https://www.youtube.com/watch?v=crKwlbwvr8s).

D4 en boll roterar runt sin egen axel och samtidigt ror sig fas en sa kallad Magnus kraft. Antag att
fotbollen ror sig genom luften med hastighetsvektor V' (¢) och roterar med rotationsmomentsvektor
w sa fas en resulterande kraft

FL = CLpA((,U X 27)

dér p ar luftens densitet, A &r bollens tvarsnittsarea, Cr, dr en konstant, och & &ar rotationsmoment-
vektorn. Vektor produkten & x ¢/ ger ratt riktning pa kraften. Denna kan beréknas med np.cross().

Fréan filmen kan vi se ungefar var frisparken slogs, see Figur 1. Vi kan dven uppskatta starthastighet
och riktning. Det som &r svarare att uppskatta &r hur bollen roterar runt sin egen axel. I denna
ovning skall vi forsoka hitta bollens rotationshastighet genom att simulera bollbanan.

Uppgift 3.6 Anvind programmet BollBana.py som berédknar, och ritar upp, bollbanan given ut-
gangshastighet V; och rotationsmomentvektor @. Det finns &ven en rad som ritar upp fotbollsmalet.
Kopiera denna till den plats dér resten av plottningen sker.

Lampliga virden pa utgangshastigheten Vj, densiteten p, och Gvriga parametrar som enkelt kan
métas finns inkluderade i filen. Startgissningen for bollens rotation &r satt till ett rent bakat spin
G = (0—-8.90)7, vilket ger en rakt uppat-riktad Magnus kraft. Detta ger fotbollen lite extra lyftkraft
och bollen landar ratt mycket langre bort jamfort med om man inte tar hénsyn till Magnuskraften.



Figur 1: Oversiktlig bild av straffsparken. Avstandet till malet &r ungefir 35m och straffen slogs
med utgangshastighet omkring 140 km/h.

Experimentera med olika virden pa vektorn & tills du hittar ett fall dar bollen precis gar in i mél.
Det bor riacka att experimentera olika sidspin, dvs dndra z-komponenten i . Redovisa grafen
och din vektor &.

Tips Hur stor effekt den uppétriktade Magnus kraften har kan du underséka genom att sitta
@ = (000)T. Ténk ocksa pa att bilden ser lite konstig ut eftersom z-axeln &r utdragen jamfort med
x- och y-axlarna. Vrid gérna pa figuren for att se tydligare.

Uppgift 3.7 Sambandet mellan rotationsmomentvektor & och rotationshastighet (i varv/sekund)
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Hur snabbt maste fotbollen rotera fér att kunna skruvas in i mal som pa videoklippet?

Ingen matematisk modell av ett fysikaliskt fenomen &r perfekt. D& simuleringen &r gjord géller det
att beddma resultatet, samt understka mojliga forbattringar.

Uppgift 3.8 Undersok hur kinslig modellen dr med avseende pa maétfel i koefficienten Cp. Gor
detta genom att berékna 16sningen for C, = 0.15 och C, = 0.17. Anvénd den vektor & som du
hittade i féregaende uppgift. Hur langt flyttas bollens nedslagsplats?

Uppgift 3.9 Finns alla fysikaliska effekter med i den matematiska modellen? Foresla atminstone
ett sdtt att forbattra simuleringsmodellen.



