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Uppgift 4: Konjugerade riktningar och gradienter

1. Betrakta problemet att minimera

f(x) = 13% + 2w1w0 + 2373 + SC% — ToT3 + 11 + 319 — T3.

a) Tillimpa Gram—Schmidt proceduren pa de tre enhetsvektorerna i R? for att beriikna
tre konjugerade riktningar fér detta problem.

Verifiera att de tre riktningarna blev konjugerade.

b) Los problemet genom att utgaende fran origo géra minimeringar lings det tre
konjugerade riktningarna.

Verifiera optimalitet for den funna punkten

2. Lat matrisen () € R™*" vara symmetrisk. Visa att egenvektorer som svarar mot olika
egenvirden ar (Q-konjugerade.

3. Visa att en Gram—Schmidt ortogonalisering av kolumnerna i en matris A € R™*™ kan
anviandas for att gora en QR-faktorisering av A, det vill sdga for att konstruera en
ortonormalmatris Q@ € R™" (Q~! = Q7) och en &vertrianguldr matris R € R™™"
sadana att A = QR.

4. Finn minimum till funktionen f(z) = 2z? + 22 med hjilp av konjugerade gradient-
metoden fran startpunkten zo = (3/2, 2)T. Verifiera att de genererade sokriktningarna
ar konjugerade och verifiera optimalitet.

5. Gor en MATLAB-implementering av konjugerade gradientmetoden Polak—Ribiére pa
problemet att minimera

flxr,2) = (21 — 2)4 + (2 — 23:2)2.

Starta i 2° = (0,3)T. Tllustrera metodens upptridande genom att plotta malfunktions-
viirdet mot antalet iterationer och genom att plotta sekvensen av iterat i R2. Redovisa
MATLAB-koden.

[Observera att konjugerade gradient-metoden kraver exakt linjesokning. Utnyttja en
fardig MATLAB-funktion for detta eller implementera sjélva en enkel exakt linjesokning,
till exempel baserad pa ekvidistant sokning kombinerad med nagra iterationer av New-
tons metod. Minimum antas i punkten z* = (2,1) med f(2,1) = 0. Utnyttja detta for
att verifiera resultatet.]



6. a) Betrakta den vanliga konjugerade gradientmetoden tillimpad pa problemet

dir @ € R™"™ &ar symmetrisk och positivt definit. Visa att varje iterationspunkt
2¥ minimerar f 6ver den linjira mangfald som definieras av 2 och det underrum
som spinns upp av vektorerna ¢°, Qg°, Q%¢°, ..., Q% 1¢°, dir ¢° = Qa° — b.
[Ledning: Anvind till exempel induktion med avseende pa k.|

a) Betrakta det numeriska exemplet

och b= (1,0, -2, —/5)T. Lat 2° = (0,0,0,0)". Avgér hur manga iterationer som
konjugerade gradientmetoden skulle behovas for att finna optimum, genom att
studera antalet linjirt oberoende vektorer i sekvensen ¢°, Qg°, Q%¢°, Q3¢°.

7. Betrakta problemet .
~ T T
min f(z) = 5o Qv — b,
dar Q € R™"™ ar symmetrisk och positivt definit. Lat punkterna x’,2” € R™ vara
olika och lat riktningen d € R™ vara nollskild och icke-parallell med z” — z’. Antag
att punkterna z' och 22 fas efter exakta minimeringar av f lings riktningen d fran
punkterna 2’ respektive 2”. Visa att riktningen 2? — 2! ir Q-konjugerad mot d.

8. a) Angrip problemet att minimera f(z) = %xTQx — bz, dar
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och b = (1,1,1,1,1)T, med konjugerade gradientmetoden med analytisk linje-
sokning. Starta i origo. Plotta hur f(z*) — f(x*) och ||V f(2®)|| = ||Q=* — b)|
fordndras med iterationerna. (Anvénd logaritmisk skala.)

b) Angrip problemet med den prekonditionerade konjugerade gradientmetoden, med
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och studera samma storheter som ovan.

c) Forklara skillnaden mellan resultaten i deluppgifterna ovan genom att studera
egenvardesstrukturerna for () och HQ.



