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. Lat méngderna C, D C R"™ vara konvexa, funktionen f : C' — R vara konvex
och o € R. Visa att foljande méngder ar konvexa.

a) aC = {az|z € C}
b) C+D={zx+ylreC,yec D}
0) {r € Clf() < a}

. Lat méngden C' C R" och funktionerna f,¢g : C' — R vara konvexa och lat
a > 0. Visa att foljande funktioner ar konvexa.

a) f+g
b) af
c) max{f, g}

. Vilka av f6ljande funktioner &r konvexa?

a) Inx, for x > 0

o

¢) In(1+ e%)

)
) e
)
d) a:lnx for z > 0
)
)
)

@

e

f
g

4y + T3 + -+ 219 In xo, for 1,29 >0
2e™ — /1 — bre — 3In g, for 1 > 0 och 25 > 0

. Avgor om méngderna nedan ar konvexa eller ej. Bevis eller motexempel.
a) {r e R* |22 + 22 < 1; 22 + 22 > 1/4}

b) {x € R" |2+ a3+ ...+ 22 =1}

c) {r € R?|z1+ 22 <5; 22 — 29 <10; 11 > 0; 2 >0}

d) {zeR? |z —23>1; 23 +22<10; 20y + 15 <8; x1 > 1; 7o >0}
. Lat > 0 och f(z) = «P. For vilka p ar f en konvex funktion?

. Lat funktionen h : R — R vara strikt konkav. Blir da méngden {z | h(x) < 0}
alltid icke-konvex? Bevisa eller ge ett exempel ddr méngden blir konvex!

. En mangd C' C R" sadan att ac € C for alla ¢ € C' och a > 0 kallas en kon.
Konstruera (rita) tva koner i B?: en som ir konvex och en som &r icke-konvex.
Visa att méngden {z € R"|Az <0}, dir A € R™*™, &r en konvex kon.

. (Konvext holje.)

1

a) Lat punkterna z!, ...,z € R" vara givna. Visa att mingden

{xeR”

ir konvex. (Denna mingd kallas det konveza héljet av punkterna a!, .., 2F.)
Illustrera resultatet i R2.

P P

i=1 =1

xr = Z/\ixi for nagra A; > 0, ¢ =1, .., P, sadana att Z)‘i =1

}
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b) Antag att X #r en konvex delmiingd av R™ och att z!,..,2" € X. Visa
att om \; >0, i =1,.., P, och Zf; A; = 1 sa géller att Zf:l vt e X.

(Konvext optimeringsproblem.)

Optimeringsproblemet

min  f(z)

da zeX
sigs vara konvext om méngden X C R"™ av tillatna losningar dr konvex och
malfunktionen f : X — R &r konvex pa X. Definiera for detta problem be-
greppen lokalt respektive globalt optimum och visa att ett lokalt optimum
daven ar globalt. Visa vidare att om f &r strikt konvex sa kan problemet inte
ha alternativa optimallosningar, dvs att i detta fall ar ett optimum wunikt.

(Konvexitet hos optimalméngd.)

a) Betrakta det generella optimeringsproblemet

min f(z)
da ze X.

Antag att méngden X C R"™ &r konvex och att funktionen f : X — R
ar konvex pa X, varvid dven problemet dr konvext. Visa att méngden
av optimallosningar dr konvex och att om problemet har tva distinkta
(olika) optimallosningar sa har det oéndligt manga.

b) Konstruera ett icke-konvext problem som har exakt tva optimallosningar.

(Kvasi-konvexitet.)

En funktion f : R™ — R ségs vara kvasi-konvex om det for varje konstant ¢ € R
galler att nivamdngden {x|f(z) < ¢} ar konvex. Som bendmningen antyder &r
kvasi-konvexitet hos en funktion en svagare egenskap &dn konvexitet. Visa detta
genom att 16sa foljande tva deluppgifter.

a) Visa att varje konvex funktion &r kvasi-konvex

b) Ge exempel pa en funktion som #r kvasi-konvex men ej konvex.

12. Betrakta ett konvext optimeringsproblem pa formen

min f(z)

a) Lat z* beteckna en optimallosning. Antag att problemet utokas med
bivillkoret gp+1(x) < bpy1 och att punkten z* #r otillaten i detta bi-
villkor, dvs att gmi1(z*) > byy1. Lat 2™ beteckna en optimallésning
till det utokade problemet och antag att f(z**) > f(z*), dvs att z**
inte ar ett alternativt optimum i det ursprungliga problemet. Visa att
Ima1 (™) = by géller.

b) Visa med ett enkelt numeriskt exempel att slutsatsen i deluppgift a) inte
sikert géller for ett icke-konvext problem.
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(Skédrning av konvexa méngder.)

Lat méangderna X; C R™, i = 1, ..., m, vara konvexa. Visa att &ven snittmangden

ar konvex.

Ovanstaende resultat dr fundamentalt vid ett studium av egenskaperna hos
ett problem pa formen

min f(x)
da  gi(z) <0, i=1,...,m.

Forklara varfor!

(Konvexitet hos linjara problem.)

Varje linjéart optimeringsproblem kan skrivas pa formen

minz = 'z
da Az =0
x>0

dér z,c € R",;A € R™" och b € R™. (Om problemet ursprungligen har ett
annat utseende sa kan det alltid transformeras till ovanstaende form.) Visa
utifran tillampliga definitioner att detta problem &r konvext.

[Anmérkning: Harav foljer att varje linjart optimeringsproblem &r konvext och
att ett linjart problem inte kan ha lokala optima som inte ocksa ar globala,
varfor lokal optimalitet ocksa alltid pavisar global optimalitet.]

Lat X C R"och f : X — R vara konvexa, och betrakta det konvexa problemet

min f(x)
da zeX

Betrakta vidare foljande forandringar av detta problem. (Varje modifiering
gors utgaende fran det givna problemet.) Avgor for var och en huruvida det mo-
difierade problemet med sékerhet dr konvext eller ej. Motivera genom hénvisning
till kdnda resultat eller med enkla motexempel.

a) Till malfunktionen adderas en funktion som ar konvex pa X.

o

Fran malfunktionen subtraheras en funktion som ar konvex pa X.

@]

Fran malfunktionen subtraheras en funktion som &ar linjar pa X.

[oW

@

En viss variabel skall anta ett givet heltaligt varde.

—

)

)

)

) Variablerna skall anta heltaliga varden.

)

) Ett villkor av typen g(z) <0, dér g : X — R &r konvex, tillkommer.
)

g) Ett villkor av typen g(x) = 0, didr g : X — R &r konvex, tillkommer.
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(Relaxering och restrifiering. )

Betrakta problemen

f*=min f(x) (P)
da z €S
och
[*=min I(x) (R)

da z ed.

Om G D S ochl(z) < f(z) dax € S sa ér problemet (R) en relazering av (P).
Omvént dr da (P) en restrifiering av (R). Lat 23, och z7, vara optimallésningar
till respektive problem. Visa att {* < f*. Vilken &r nyttan av detta resultat?

(Restrifiering genom inre approximation.)
Betrakta ett problem pa formen
min  h(x)

da gi(x) <0, i=1,..
reX,

,m

dér méngden X C R™ &r konvex och funktionerna h : X — R och g; : X —
R, i=1,...,m, ar kontinuerliga och konvexa pa X. Lat 2!, ..., € X. Visa
att det linjara optimeringsproblemet

utgor en restrifiering av det foregaende.

18. Ett dataforetag har uppskattat antalet servicetimmar som maste utforas under

de narmaste fem manaderna, se tabell 1.

Manad Antal
servicetimmar

Januari 6000

Februari 7000

Mars 8000

April 9500

Maj 11500

Tabell 1: Antalet servicetimmar per manad i uppgift 18.
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Servicen utfors av anstéllda tekniker som i borjan av januari dr 50 till antalet.
En tekniker kan arbeta upp till 160 timmar per manad. For att tédcka framtida
behov av tekniker maste nya tekniker (praktikanter) utbildas. Utbildningen
tar en manad och kraver 50 timmars handledning av en utbildad tekniker. En
utbildad tekniker har en manadslon pa 15000 kr (oavsett antalet arbetstimmar
i manaden) och en praktikant har en manadslon pa 7500 kr. I slutet av varje
manad slutar 5% av teknikerna for arbete inom nagot annat foretag,.

Formulera ett LP-problem som minimerar den totala lonekostnaden for den
givna perioden, givet att antalet servicetimmar maste tillgodoses.

Snabbmatsforetaget Turkeyco erbjuder till lunch tva typer av kalkonkotletter.
En kotlett bestar av bade ljust och morkt kalkonkott. Kotlett 1 séljs for 16
kr/hg och maste innehalla minst 70% vitt kott. Motsvarande data for kotlett
IT &r 12 kr/hg och minst 60% vitt kott. Som mest kan 15 kg kotlett I och
9 kg kotlett II séiljas. Kalkonerna, tva olika typer, képs in fran kalkonfarmen
GobbleGobble. En kalkon av typ A kostar 40 kr och ger 5 hg vitt kétt och 2
hg morkt kott. Motsvarade data for en kalkon av typ B &r 32 kr och ger 3hg
vitt kott respektive 3 hg morkt kott.

Formulera problemet att maximera Turkeyco’s vinst som ett LP-problem.

(Blandningsproblem.)

Ett oljeraffinaderi star infor uppgiften att tillverka tva bensinkvaliteter i en-
lighet med kraven som ges i tabell 2.

Bensinsort | Minsta Maximalt Efterfragad
oktantal | angtryck (mbar) | volym (ton)

Regular 90 10 10

Premium 95 8 25

Tabell 2: Krav pa bensinsorterna i uppgift 20.

Ravarorna som kan anvéndas och deras egenskaper beskrivs i tabell 3.

Ravara Tillgang | Oktantal | Angtryck | Kostnad
(ton) (mbar) | (kr/ton)
Butan 12 120 60 1500
Tung nafta 15 75 4 2400
Katalytiskt reformat 25 100 2,6 3000

Tabell 3: Ravarornas egenskaper i uppgift 20.

Vid bensintillverkningen géller att oktantalet och angtrycket i en bensinsort
blir proportionella mot kvantiteten av respektive ravara som anvinds. Detta
betyder t ex att om 60% butan och 40% tung nafta blandas till en bensinsort
sa blir oktantalet 0,60 x 120 + 0,40 x 75 = 102.
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Formulera raffinaderiets problem att bestamma de bensinblandningar som mi-
nimerar ravarukostnaderna och tillgodoser kundernas krav.

Ett fartyg har J stycken lastrum med bade vikt och volymmaéssiga kapacitets-
begransningar. Lastrum j har viktkapacitet w; (ton) och volymkapacitet v;
(m?). Fartyget kan lasta I olika varor. Vara i karakteriseras av a; = tillginglig
mingd av vara i (ton), b; = volym av vara i (m?®/ton) och ¢; = fortjénst per
lastat ton av vara 7.

Av stabilitetsskél skall den totala méngden som lastas i varje lastrum vara
proportionell mot lastrummets kapacitet. Dvs for varje lastrum jq, jo (j1 # j2)
géller

Lastat antal ton i lastrum j;  Lastat antal ton i lastrum j,

Kapacitet i ton for lastrum j;  Kapacitet i ton for lastrum j,

Formulera problemet att bestdmma hur varorna skall lastas for att fortjansten
ska bli sa stor som mgjligt!

En bondefamilj dger en gard pa 50 ha och kan anvénda jorden for att odla
soja, majs och vete. Dessutom kan familjen ha mjclkkor och hons. Hénshuset
rymmer 3000 hénor och ladugarden har plats fér 32 kor.

Familjen kan arbeta totalt 3500 persontimmar under vintern (oktober - april)
och 4000 persontimmar under sommaren (maj - september). De yngre med-
lemmarna i familjen kan arbeta totalt hogst 200 tim pa granngarden fér 50
kr/tim under vintern och for 60 kr/tim under sommaren istéllet for att arbeta
pa familjegarden.

Varje mjolkko som familjen har medfor en investering pa 12 000 kr och kraver
100 persontimmars arbete under vintern och 50 persontimmar under som-
maren. Dessutom maste 0,6 ha per ko av jorden anvéndas till betesmark.
Nettointdkten for en mjolkko under ett ar dr 10 000 kr. Varje héna medfor
en investering pa 90 kr och ger en nettointdkt pa 50 kr. Arbetsinsatsen per
hona och ar beréknas till 0,6 och 0,3 persontimmar under vintern respektive
sommaren. Totalt kan familjen investera 400 000 kr under det kommande aret.

‘ Soja Majs Vete
Arbetsinsats vinter 50 85 25
Arbetsinsats sommar | 125 190 100
Nettointéikt 15 22 11

Tabell 4: Arbetsinsats och nettointékter i uppgift 22.

Arbetsinsatsen (i persontimmar) samt nettointidkten (1000-tal kr) per ha odlad
mark av soja, majs och vete ges av tabell 4.

Familjen ska bestdmma hur gardens jord ska utnyttjas for att maximera det
kommande arets nettointikt. Formulera som ett LP-problem. Los ej!
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(Kapningsproblem.)

En mobelfabrikor som tillverkar ett mycket flexibelt hyllsystem har fatt en
order pa ett sadant system till ett storre kontor. Ordern omfattar bland annat
ett stort antal hyllplan, ndrmare bestdmt 211 hyllplan pa 5 dm, 395 hyllplan
pa 7 dm, 610 hyllplan pa 9 dm och 97 hyllplan pa 11 dm. Alla hyllplan &r lika
breda och tjocka. De skall tillverkas genom att kapas ur brddor som ar 30 dm
langa. Dessa briador kan kapas enligt fem kapningsmonster, vilka ger utbyte
av hyllplan av olika lingder enligt nedanstaende tabell. Nagra av monstren
ger ocksa ett spill, vilket &ar virdelost. Olika brador kan vid tillverkningen av
hyllplan kapas enligt olika monster, se tabell 5.

Monster | Antal hyllplan av resp langd  Spill
nr 5dm | 7dm | 9dm | 11 dm
1 2 0 1 1 —
2 1 2 1 0 2 dm
3 1 1 2 0 —
4 1 3 0 0 4 dm
5 2 1 0 1 2 dm

Tabell 5: Kapningsmonster i uppgift 23.

De briador som kapas skall, naturligtvis, ge tillrackligt manga hyllplan av de
olika langderna for att ordern skall kunna uppfyllas, men for att maximera
vinsten vill fabrikoren forbruka sa fa briador som mojligt. Konstruera en linjér
optimeringsmodell for fabrikorens problem!

Gota Lantmén tillverkar manga olika fodertyper. Nu skall tre fodersorter for
grisar introduceras pa marknaden. Behovet av grisfodersorterna beriknas vara
500 ton for Bas, 300 ton for Standard samt 400 ton f6r Special. Ingredienserna i
fodervarianterna ska ligga mellan vissa minimi- och maximinivaer for att ratt
naringsinnehall ska erhallas. Dessa nivaer specificeras i tabell 6 for de olika
fodersorterna (siffrorna anger andel av innehallet i viktsprocent).

Foder
Ingrediens Bas Standard Special
Min max ‘ Min Max ‘ Min Max
Protein 6 — 7 — 9 —
Kolhydrater | 35 55 40 60 50 70
Vitamin X 0,5 — 1,0 — 1,2 —

Tabell 6: Minimi och maximinivaer, uppgift 24.

Dessa ingredienser finns i Gota Lantméns ravaror vete, rag, korn, havre och
majs. Innehallet i respektive ravara anges i tabell 7 (i viktsprocent).

Kostnaden for dessa ravaror (per kg) samt tillginglig méngd (ton) specificeras
i tabell 8.
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Ingrediens ‘ Vete Rag Korn Havre Majs
Protein 10 10 6 11 12
Kolhydrater | 60 45 40 50 40
Vitamin X | 2,0 10 05 22 23

Tabell 7: Ravaruinnehall, uppgift 24.

Ravara | Kostnad per kg Tillgang i ton
Vete 1,50 Obegréansad
Rag 1,60 Obegrénsad
Korn 1,00 Obegrénsad
Havre 1,70 1000
Majs 2,50 500

Tabell 8: Ravarukostnad, uppgift 24.

Gota Lantmén 6nskar minimera ravarukostnaden for produktionen av de 6ns-
kade foderméngderna. Formulera problemet som ett LP-problem. Anvénd giarna
generella beteckningar. Los ej!

En honsfarm med 112 m? lokalyta kan under den niirmaste 12-veckorsperioden
utnyttjas for uppfodning av kycklingar (i enheter om 28), ankor (i enheter om
18) och kalkoner (i enheter om 8). Utrymmes- och arbetskraftsbehovet samt
vinsten — exklusive arbetskostnader — som uppkommer vid forséljningen efter
12-veckorsperioden ges i tabell 9.

Utrymme | Arbetskraftsbehov | Vinst exkl. arbetskostn.
(m?/enhet) | (h/vecka/enhet) (kr/enhet)
Kycklingar 1,2 3 1300
Ankor 1 2 860
Kalkoner 0,8 1 440

Tabell 9: Utrymmes- och arbetskraftsbehovet samt vinsten, uppgift 25.

Uppfodaren har varje vecka tillgang till 200 arbetstimmar till kostnaden 30
kr/h och dessutom 45 overtidstimmar till kostnaden 35 kr/h. Vilken uppfod-
ningsstrategi ska dgaren vélja om malet dr att maximera nettovinsten (vinst—
arbetskostnad) under den aktuella 12-veckorsperioden. Formulera problemet
som ett LP-problem. Los ej!

Ett postkontor kréver olika antal anstéllda pa plats under veckans olika dagar.
Antalet som krédvs varierar enligt 17, 13, 15, 19, 14, 16 och 11 foér perioden
mandag—sondag. Enligt fackliga avtal skall varje anstélld arbeta fem dagar
i strack och dérefter ha tva dagar ledigt; till exempel kan en anstéilld arbeta
tisdag-16rdag och vara ledig sondag och mandag. Postkontoret énskar uppfylla
behovet av personal med enbart heltidsanstéllda.
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a) Formulera en linjar modell for att minimera antalet anstéllda.

b) Modellen i deluppgift a dr kontinuerlig och ger inte sikert en losning till
det verkliga optimeringsproblemet. Varfér? Vilken information om det
optimala malfunktionsvérdet till det verkliga problemet ger optimum till
den kontinuerliga modellen?

(Flermalsoptimering.)

En producent av gédningsmedel 6nskar finna en optimal produktionsplan for
tva godningsmedel. Den forsta produkten &r ett hogteknologiskt framstéllt
godningsmedel med en lag halt av fosfater, medan den andra &r en av enklare
slag, med en hog fosfathalt. Ravarutillgangen och -anvédndningen beskrivs av
tabell 10.

‘ Ravara 1 2 3
Atgang/ton Produkt 1 2 1 1
Produkt 2 1 1 0

Tillgang ton/dag 1500 1200 500

Tabell 10: Atgang och tillgang, uppgift 27.

Intdkten vid forsdljning av ett ton godningsmedel dr 15 respektive 10 kro-
nor. Producenten, som inte har sett en optimeringsmodell i sitt liv, har tre
onskemal. Hon 6nskar att maximera den sammanlagda intédkten. Hon &r dess-
utom intresserad av att maximera sitt foretags marknadsandel, dvs av att sélja
sa mycket godningsmedel som mojligt. Darutéver vill hon att foretaget skall
framsta som hogteknologiskt, och vill dérfor maximera forséljningsvolymen av
den forsta produkten.

Vid samtal med en optimeringskonsult blir hon varse att en optimeringsmodell
normalt har en malfunktion. Konsulten foreslar att anvinda en s.k. malprog-
rammeringsansats, och ber darfér producenten att ange malsittning for varje
malfunktion. For den dagliga intédkten angavs da 13 000 kronor, for den totala
forséljningen 1150 ton/dag och for forséljningen av den hogteknologiska pro-
dukten 400 ton/dag. Konsulten bad dessutom producenten att ange ett matt
pa “forlusten” vid ouppfyllande (understigande) av de olika malsédttningarna
och fick till svar 0,5, 0,3 respektive 0,2 per enhets negativ relativ avvikelse fran
malsidttningarna. Konsulten kunde dérefter sdtta upp en LP-modell for att fin-
na en produktionsplan med en minimal totalférlust. Hur sag denna LP-modell
ut?

Ett producerande foretag har forbundit sig att leverera en viss vara i kvanti-
teterna by, ..., bg kg under de kommande 6 veckosluten. Produktionskostnaden
for foretaget ar C kronor/kg, forutsatt att man inte producerar mer én K kg
under en och samma vecka. For att kunna producera mer &n K kg under en
och samma vecka maste man betala 6vertidserséittning, varfor kostnaden for
produktion utéver K kg kostar Cy kronor/kg, dér Cy > €. Till denna hogre
kostnad kan man producera ytterligare hogst 0,4 K kg under veckan.
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Foretaget kan lagra producerad vara fran vecka till vecka. Detta kostar dock p
kr per lagrat kg och vecka, och lagret rymmer hogst L kg. I borjan av vecka 1
ar lagret tomt, och man vill inte ha nagot i lager efter vecka 6 (da man fullgjort
sina leveranser).

Foretaget vill planera sin produktion och lagring under de kommande 6 vec-
korna pa ett sadant sidtt att leveransataganden uppfylls till ligsta mojliga
kostnad. Formulera som ett LP-problem.

Avgor om det finns nagon punkt som satisfierar villkoren
T + T — I3 Z 4
21’1 — X9 — T3 = 1
-1 + x2 + x3 < 0

leO, .TQZO, 56'320
Anvind standardmetod.

Los foljande maximeringsproblem genom att successivt vélja ut basvariabler
och 16sa motsvarande ekvationssystem. Fordndra baserna mellan varje steg
enligt inkommande- och utgaendekriterierna i simplexmetoden.

maxz= dr; + 2x5 + 3
da 4$1 + 2$2 + xTs3 S 8
3.1'1 -+ 2%2 —+ 25173 S 10
T, + To9 + T3 < 4
rr T2 T3 > 0

Betrakta foljande linjdra optimeringsproblem.

max z= 3r1 + dxy + 2x3
da 21‘1 + To -+ 4[L’3 Z 10
4$1 + xTs3 < 8
ry + T9 + 31’3 < 7
I > T2 T3 > 0

a) Basen g = (v1 w3 x5)7, diir 5 dr slackvariabeln for villkor 2, svarar mot
en tillaten baslosning. Uttryck problemet i denna bas.

b) Los problemet med simplexmetoden utgaende fran basen ovan.

En tillverkare av konservburkar erhaller locken till burkarna fran rektangulira
metallstycken. Storleken pa varje stycke ar 4,5 x 11,51 e. Tva olika storlekar
av lock behévs och dessa har diametern 2 1 e respektive 4 1 e. En viss dags
produktion kraver 24000 lock av den mindre storleken och 6 000 lock av den
storre storleken. Problemet for tillverkaren &r att bestdmma hur man skall
stansa dessa lock sa att det totala antalet anvinda rektangulédra metallstycken
minimeras. I figur 1 framgar hur manga lock av de olika typerna som de olika
monstren ger.

Formulera och 16s problemet (med simplexmetoden).

10
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Figur 1: Mojliga stansningsmonster i uppgift 32.

33. Avgor med hjélp av simplexmetoden om foljande ekvationssystem har en icke-
negativ 16sning.

$1+3I2+3$3+[L’4—I5
2171 + Ty — 25(73 - 31’4 - 41‘5

34. a) Los foljande linjara optimeringsproblem med simplexmetoden.
max z = 2xr; — 4dx9 + x3 — 314
da ry + To + rs — Ty S 10
Ty — 2r3 + w1y > O
T, x2 , z3 , x4 = 0
b) Anvénd linjarprogrammeringsdualitet for att verifiera att resultatet som
uppnatts i deluppgift a) ar korrekt.
35. Avgor med hjilp av fas I i simplexmetoden om nagon punkt i R* satisfierar
nedanstaende villkor.
—21‘1 + 4$2 + 2{133 S 1
ry — Ty — r3 = 1
—X1 + 2.1’3 S —4
X1 ) X2 ) xs 2 0
36. Los foljande linjarprogrammeringsproblem med simplexmetoden.
max z = 27 — X9
da ry + X9 Z 2
—T1 + X9 = 1
i) S 3
Ty o, 22 2 0
37. Betrakta LP-problemet
max z = 4xy — x9 + 2x3
da 21‘1 — T2 — xT3 S 4
T2 — xTs3 Z 1
T, x2 , z3 = 0.

11



a) Bestdm med hjilp av simplexmetoden en tillaten 16sning som har mal-
funktionsvardet z = 7.

b) Bestdm, om mojligt, ytterligare en tillaten losning dar z = 7.

38. Visa att
21‘1 - i) S 3
3%’1 + i) Z 9
<
2y 4+ Az, < 16 = Tx1 + 529 < 53
ry , wx = 0

genom att formulera och l6sa ett lampligt LP-problem.

39. Betrakta problemet

min z = 1 — X9
da —r1 + T S 3
) S 4
T + x2 <8
rT — i) S 5
—Iry — i) S -3
—x1 + 4dzy < 12
r1 Ty > 0

Nedan ges tio punkter i R%.

(=3,0); (0,3)5 (1,4); (2,2) 5 (6:5,1.5); (8,0)5 (4,—1); (0,0); (1,1); (4,4)
a) Vilken/vilka punkter ar tillatna l6sningar till problemet?
b) Vilken/vilka punkter kan definieras av en baslosning?

)

)
c¢) Vilken/vilka punkter kan definieras av en tillaten baslésning?
d) Vilken/vilka punkter kan definieras av en degenererad baslosning?
)

e) Vilken/vilka punkter dr optimala till problemet ovan?

40. (Produkt-mixproblem.)

Ett foretag tillverkar 3 olika sorters bilddck. Diagonalddcken ger 60 kr i vinst
per déck, radialdécken 40 kr och stalradialdéicken 80 kr. Varje décksort passerar
3 tillverkningssteg i produktionsprocessen. Kapaciteten i dessa tillverknings-
steg uttryckt i produktionstid per dag ges i tabell 11.

Process Antal timmar
Blandning 12
Formning 9
Montering 16

Tabell 11: Tillverkningsstegens kapaciteter i uppgift 40.

Tiden som kravs i varje tillverkningssteg for att tillverka 100 déck av varje
sort ges i tabell 12.
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41.

42.

43.

Antal timmar per 100 déck
Dack Blandning | Formning | Montering
Diagonal 2 3 2
Radial 2 2 1
Stalradial 2 1 3

Tabell 12: Tiden i respektive tillverkningssteg, uppgift 40.

Bestdam den optimala produktmixen for varje dags produktion under antagan-

det att allt som tillverkas kan séljas.

Formulera problemet

max min{x; + x5 ; 227 — 22}
T1,T2
da xry + 3332 S 4
—2r7 + 1wz < 1
g , w3 =2 0

som ett ekvivalent LP-problem.

a) Avgor pa ldmpligt satt om det existerar en tillaten l6sning till nedan-

staende system.

201 + 219 — 223 = 6
I + a3 < 1
rT — X9 — x3 > 2
r , X3 , w3 > 0

b) Om en ursprunglig (dvs icke-artificiell) variabel har en positiv reducerad
kostnad i en icke-degenererad optimalbas till ett fas I problem sa kommer
den att vara lika med noll i varje tillaten 16sning till det ursprungliga
systemet av bivillkor. Forklara varfor sa ar fallet!

Inom vissa optimeringstillimpningar dr det av intresse att avgora huruvida
ett givet bivillkor (t.ex. en resursbegrinsning) dr redundant eller ej, dvs om
bivillkoret begréansar det tillatna omradet eller om det kan strykas utan att
det tillatna omradet foréndras.

Om det tillatna omradet beskrivs av linjara bivillkor sa kan problemet att
avgora om ett givet bivillkor &r redundant eller ej formuleras och 16sas som ett
linjart program. Betrakta till exempel bivillkorssystemet

bry 4+ 4dzy < 35  (0)
Ty + ) Z 3 (1)
r1 — Ty = (2)
201 +  we < 11 (3)
Ty, x2 > 0. (4

Formulera ett linjart maximeringsproblem som kan anvédndas for att avgora
om bivillkoret (0) dr redundant, dvs om det giller att varje punkt i R? som
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uppfyller restriktionerna (1) - (4) ocksa uppfyller bivillkoret (0). Los det linjéra
programmet med simplexmetoden och avgor huruvida redundans foreligger
eller €j. (Som en kontroll av resultatet kan bivillkorssystemet studeras grafiskt.)

44. Los det linjara problemet

max z = 4x; — o
da 1 + Xy — 2(133 S 2
Ty, + x93 — x3 < 1
2I1 + Ty — 41133 S —1
ry + xT9 — I3 < -1

1> 0,25 > 0,03 < 0
genom att formulera dess duala problem och 16sa detta med simplexmetoden.

45. (Nagra dualitetssamband.)

Betrakta det linjara programmet (P) och dess dual (D).

max z=clx min v = bly

P) da Az b D) da ATy > ¢
(P) Y
T 0 y > 0

IV INA

a) Visa svag dualitet, dvs att om Z &r en tillaten 16sning till (P) och g &r en
tillaten 16sning till (D) sa &ar ¢’z < bT7.

b) Visa att om z &r en tillaten 16sning till (P), y &r en tillaten 16sning till
(D) och ¢z = by sa #r T och § optimala i respektive problem.

c) Visa att om Z och 7 uppfyller att 7 (b — Az) = 0 och 7 (AT —¢c) =0
sa dr ¢’z = b'y.

d) Visa att om Z &r en tillaten 16sning till (P), y &r en tillaten 16sning till
(D) och Tz = b7y, sa dr y7 (b — Az) = 0 och zT(ATy — ¢) = 0.

46. (Stark dualitet.)

Givet det linjéra programmet

S

max z=c'x
da Ax

b
T 0

AV

dar matrisen A € R™*" med n > m, har full rang. Antag att problemet har
en tillaten 16sning och att dess optimala malfunktionsvérde ar begriansat.

Visa att det duala problemet har samma optimala malfunktionsvérde (stark
dualitet). Beviset skall baseras pa att det primala problemet kan losas med
simplexmetoden och utnyttja den optimala partitionering av problemet som
simplexmetoden resulterar i. Definiera alla inférda beteckningar.

47. Givet LP-problemet

(P) min z = — Xy — x3 + 214
da Ty + X9 + X3 + Ty = 0
—X1 + i) + Ty = 1

T1,T3 S O;$2,x4 2 0.
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a) Formulera det duala problemet.
b) Los det grafiskt.

¢) Utnyttja komplementaritet for att bestimma optimallosningen till (P).

48. Betrakta problemet

min z = 3z; + 219 + 2x3
da r1 — 21‘2 + T3 + I4 = 2
T —|— T —|— T3 — Xy = 2
21’1 + Ty — 21’3 = 3
T, o, Ty r3 , x4 , x5 > 0.

Baslésningen dér x5, x4 och x5 dr basvariabler har basinversen

0 0 1
B1lt=[1 0 2
0 —1 1

a) Ar baslosningen tillaten?
b) Ange tillhérande duala lsning och avgér om den é&r tillaten.
¢) Ar baslésningen optimal?
49. For ett linjart maximeringsproblem med tva <-villkor (s; och sy dr slack-

variabel i respektive villkor) och icke-negativa variabler ger simplexmetoden
foljande information i optimum:

T 8 i) -3
z = 16, zp = ! = , TN = 3 |, ¢ = -3 |, B =
So 12 s 9
L _

(51)

a) Ge dualvariablernas vérden.

b) Paverkas optimaliteten om variabel x5 far malfunktionskoefficient som &r
09 = 4 enheter storre én den gamla?

¢) Om du fick vilja att 6ka tillgangen (hogerledet) for de tva villkoren, vilket
villkor skulle du vélja? Varfor?

d) Antag att en ny aktivitet x, foreslas med malfunktionskoefficient ¢, = 4
och bivillkorsvektor ay = (1,2)”. Paverkas optimaliteten? Om sa ér fallet,
vad blir den nya l6sningen?

50. Betrakta problemet

(P) max z= 3x; + z2 + 33
da 21‘1 + T2 + I3 S 2
1 + 2z + 3wy <5
2:L’1 + 21‘2 + 3 S 6
T ,  To , x3 > 0.
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a) Antag att i en viss iteration av simplexalgoritmen har de ursprungliga
variablerna foljande véirden 1 =0, zo = 1, 3 = 1. Vi vet att

3 -1 0
Bl'=] -2 10
11

Bestdam partitioneringen, baslosningen och malfunktionsvérdet samt avgor
om motsvarande hornpunkt ér optimal. Om inte, identifiera inkommande
och utgaende basvariabler.

b) Ange dualen till (P).
¢) Avgor med hjilp av LP-dualitet om punkten x; = 1/5, xo =0, x3 =8/5
ar optimal i (P).

51. Betrakta LP-problemet

max 1 + 4x9 + 2x3
4ZL’1 + 2$2 - 21’3 S 8
—-r1 + To + xT3 S 4
21’1 + 3l‘2 + T3 S 6
T s To s T3 Z 0

Antag att vi har tillgang till en primal tilldten baslésning = (0,0,4)T och
en dual tilliten 16sning 3 = (0,1, 1)7.

a) Starta fran 16sningen Z och utfér en simplex iteration. Nedan anges in-
versen till startbasmatrisen.

10 0 10
B = 100 B'=[1 20
101 0 —1 1

b) Ange den nya primallésningen. Ar denna optimal? Motiveral

c) Ge ett uttryck for alla optimala 16sningar i primalen.

52. Nedanstaende problem
T

minz = c'zx
da Az = b
z > 0
kan omformuleras enligt
min z = w

da w—c'z = 0
Ar = b
z > 0

Bestdm det optimala vardet pa den dualvariabel som &r associerad med det
forsta bivillkoret.
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53. (Exempel pa optimalitetsvillkor for LP.)

Betrakta det linjdra programmet

max z = 400z; + 200z, + 250x3
da 61 + 2x9 + 3z < 2000
8xr1 + 20y + 3z < 3000
Ty + To + T3 S 625
T s ) s T3 Z 0.

Avgor utan att anvinda simplexmetoden om losningen x* = (187%, 437%, 0)7
ar optimal.

54. a) Los nedanstaende problem med simplexmetoden.

max z = 2r; + 319 — 4dx3
da r1 + Ty — XT3 < 2
Ty + 2.I2 + T3 S 3
r , x2 , w3 = 0

b) Teckna det LP-duala problemet.

¢) Utnyttja LP-dualitet for att verifiera att den i deluppgift a) berdknade
optimallosningen ar korrekt. Motivera noga!

d) Betrakta nu det problem som fas om malfunktionen i problemet i del-
uppgift a) ersitts med

max z = €121 + Cag + C3x3

dér ¢y, co och c3 dr parametrar. Utnyttja LP-dualitet for att avgora for
vilka vérden pa dessa parametrar som den i deluppgift a) funna lésningen
ar optimal i det nya problemet.

55. Bestam det duala problemet till féljande linjira styrproblem.

N
min Z(C;‘ka+d£uk)
k=1
da  xpy1 = Axg + ug
o — @
U Z 0

Hér ar xp, u, € R" variabla medan ¢y, dy, A, a ar konstanter av passande di-
mensioner.

56. Betrakta det linjara optimeringsproblemet

maxz = 3xr; + 2r9 + D3
da Ty + 21’2 + I3 S 500
3(131 + 21’3 S 460
T, + 4z, < 420
T Ty z3 > 0.
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57.

28.

29.

Utifran erfarenheter av losandet av snarlika problem har vi goda skél att
formoda att i ett optimum, z*, géller att det forsta villkoret dr redundant (dvs
betydelselost) och att 2} &r positivt. Anvénd linjarprogrammeringsdualitet for
att avgéra om denna férmodan &r sann.

Din lektionsassistent har pa svarta tavlan 16st en uppgift som behandlar olika
typer av kanslighetsanalysfragestallningar for det linjdra programmet

max z = 2x; 4+ 3z9 + a3
da r1 — To + 21‘3 S 1
41’1 + 21’2 — xs3 S 2
o, Ty z3 > 0.

Bland annat har han kommit fram till att skuggpriserna for de tva bivillkoren
(dvs de optimala vérdena pa dualvariablerna) &r 5/3 respektive 7/3. Undersok
pa lampligt sétt om detta ar korrekt. (Det ar inte lampligt att losa det linjéra
programmet eller dess dual for att finna skuggpriserna.)

(Farkas lemma.)

Betrakta foljande tva system.

Az =10 ulb >0
w {20 @ 5420

(Hér &r A en m x n-matris och x,u samt b vektorer.)
Farkas lemma séger att exakt ett av systemen (A;) och (Az) har en losning
for givna A och b. Anvéind LP-dualitet for att visa detta.

Givet LP-problemet
(P) z*=min c'z
da Az <b
z >0

Antag att (P) modifieras och att det modifierade problemet ger ett optimalt
malfunktionsvérde z%,. Ange relationen (<,>, = ingen) mellan z* och 23}y
for nedanstaende modifieringar av (P):

a) ytterligare ett bivillkor tillkommer
b
c

d

e) villkoren z > 0 utgar

slackvariabler infors i bivillkoren Az < b
ytterligare en icke-negativ variabel infors

man byter tecken pa alla malfunktionskoefficienter

)
)
)
)
)
)

f) man ersitter x > 0 med x > 1 (ett vektorn).

(Om en tillaten 16sning till (P) ej existerar sa definieras zx, = +00.)
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60.

61.

62.

63.

(Egenskaper hos en optimalvardesfunktion.)

Antag att det linjdra programmet

min ¢’z
da Az >0
x>0

har en tillaten 16sning och begrinsat optimum for varje b € R™, och betrakta
optimalvérdesfunktionen v : R™ — R med véardet
v(b) = min Iz
da Az >0
z > 0.
a) Visa att v &r styckvis linjar.

b) Visa att v ér konvex pa R™.
Givet tva méngder i R™:
Xi={ze€R"a]z<b,i=1,..,m}

och

Xo={reR"d]z>e;,i=1,..,ms},
dér a;,d; € R", b; € Ry, oche; € Ry, 1 =1,2,.., a4 givna indata. Formulera
ett optimeringsproblem som avgér om X; N Xy # ().

Betrakta foljande LP-problem, dér = € R".

2(c) = minc’x
Ax

X

b
0

AV

Antag att problemet har en tillaten 16sning och, for enkelhets skull, att det
har begransat optimum foér varje val av c.

a) Visa att funktionen z : R" — R ar konkav.

b) Antag att z* dr en optimalldsning for ¢ = ¢! och ¢ = ¢%. Visa att z* ir

optimal for alla ¢ = Ac¢' + (1 — \)?,0 < A < 1.

(Ett produktmixproblem.)

Den anrika flagg- och vimpeltillverkaren Svenska Fanor AB fabricerar tva
produkter: flaggor och vimplar, i endast en storlek vardera. Tillverkningen
kréver tre moment: tillskéirning, somnad och slutbehandling (mangling och
forpackning). Varje dag finns totalt 700, 1600 och 500 minuters arbetstid
tillgangliga for de tre momenten. Tidsatgangen for varje flagga eller vimpel
i varje moment ges i tabell 13 (i minuter).

Flaggor och vimplar séljs for 400 respektive 250 kronor per styck. Bolaget vill
maximera den totala forsiljningsintéikten. Pa inradan av en optimeringskon-
sult tillverkar (och séljer) fabriken 200 flaggor och 100 vimplar per dag.

19



‘ flagga vimpel

tillskdrning 2 2
somnad 6 4
slutbehandling 2 1

Tabell 13: Tidsatgangen i respektive arbetsmoment, uppgift 63.

a) Visa matematiskt att produktmixen &r optimal. (Grafisk l6sning racker
inte, och problemet skall inte 16sas med simplexmetoden.)

b) Bolaget 6verviger att borja tillverka en mindre flagga, avsedd for upp-
héngning pa en kort stang pa husfasad. Varje flagga av denna typ kréaver
1 minut i vardera av de tre tillverkningsmomenten. Vilket &r det lagsta
rimliga forséljningspriset for den nya produkten?

c) Bolaget viljer att trots allt inte introducera den nya produkten, utan
att istéllet oka tillverkningen av de tva nuvarande produkterna genom
en kapacitetsutokning. Nérmare bestdmt har man en mojlighet att cka
den tillgéngliga arbetstiden i de tre tillverkningsmomenten med 350, 800
respektive 200 minuter per dag, genom att 6verta ledig kapacitet i en lik-
nande verksamhet i en nérliggande fabrik. Vilket dr det hogsta tdnkbara
priset som man ar beredd att betala for denna kapacitetsutokning? (Gra-
fisk 16sning eller 16sning med simplexmetoden accepteras inte.)

64. Betrakta linjarprogrammeringsproblemet

min z = 3z; + 30z + 8xj

da 5.’172 + T3 > 40
Ty + 6xy + 2x3 > 85
Ty o, Ty , xz3 = 0.

Om slackvariabler x4 och x5 infors och problemet 16ses med simplexmetod fas
optimaltablan nedan

basvar. ‘ —Z X1 To T3 T4 s ‘ varde
—z 1 0 2 0 2 3 |-33
T 0O 1 -4 0 2 -1 5
T3 0O 0 5 1 -1 0 40

Antag att hogerleden i de tva bivillkoren &dndras till 44 respektive 80. Finn
optimum till det fordndrade problemet med hjélp av reoptimering, dvs genom
att utga fran optimaltablan ovan. Berdkna forst hur forandringen av de ur-
sprungliga hogerleden fortplantar sig till tablan, och anvand sedan en lamplig
metod for att finna en ny optimaltabla.
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65. Betrakta problemet

min z = —x; + 29
da 2r7 + bzy > 10 (1)
T, re > 0

Besvara nedanstaende fragor med hjilp av grafisk 16sning.

a) Hur stort &r skuggpriset for bivillkor (3) i optimum?

b) For vilka véirden pa hogerledet i bivillkor (1) &r skuggpriset for villkoret
oférédndrat i optimum.

c) For vilka virden pa malfunktionskoefficienten framfor variabeln xq, er-
halles samma optimallosning?

66. Da det linjara programmet

max z = 6x; + bdzy
da r1 + i) < 5 (1)
3, + 21, < 12 (2)
T ) X2 Z 0
16ses med simplexmetoden fas optimaltablan
basvar. ‘ —Z Ty To2 S1 Sy ‘ varde

-2 1 0 0 -3 —-1| =27
x 0 1 0 -2 1 2
X o 0 1 3 -1 3

dér s; och sy dr slackvariabler i bivillkoren (1) och (2).

a) Ge skuggpriset for bivillkoret (1) och dess giltighetsomrade.

b) Utoka problemet med bivillkoret 4x; + 3z < 16. Finn samtliga opti-
mallosningar till det utokade problemet genom att reoptimera utifran
tablan som &r given ovan.

c) Antag att det ursprungliga problemet utokas med en variabel z3; med
c3 = 11 och a3 = (2,5)”. Finn samtliga optimallsningar till det utokade
problemet genom att reoptimera utifran ovanstaende tabla.

67. Antag att foljande problem har 16sts med simplex-metoden:

(P) maxz = 1 + 2x9
da —2$1 + ) S 2
—-r1 + 21172 S 7
T S 3
T, , wx = 0,
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och att foljande optimaltabla har erhallits:

bas| —z x1 X9 81  Sa s3 | varde
-zl 1 0 0 0 -1 -—-2| —13
x [0 0 1 0 1/2 1/2 5
xr | 0 1 0 0 0 1 3
ss |0 0 0 1 —-1/2 3/2 3

a) Vad &r skuggpriset for det andra bivillkoret? Hur mycket kan hogerledet
by fordndras for att skuggpriset fortfarande ska vara giltigt?

b) Antag att hogerledet i det andra bivillkoret dndras fran 7 till 15. Berdkna
den resulterande forandringen i det optimala malfunktionsvérdet.

c) Utga ater fran det ursprungliga problemet och dess optimaltabla, och
antag att en ny variabel, z3, med bivillkorskoefficienter (1,1,1)7 tillkom-
mer. Hur stor maste dess malfunktionskoefficient vara for att det optimala
malfunktionsvirdet skall blir hogre &n det ursprungliga (13)?

68. Betrakta det linjara optimeringsproblemet

max z = 2[E1 + 4ZE2 + 2273 + 31}4
2.1'1 + 31’2 + T3 + 41‘4 < 7
da Ty — X2 + 3rz3 + x4 <1
r o, T2 , wx3 , x4 =0,

vilket har unikt optimum i z* = (0,2, 1,0)7, med 2* = 10.

a) Teckna linjarprogrammeringsdualen och berikna dess optimum.

b) Antag att koefficienten for variabeln x; i forsta villkoret (vilken har vardet
2) egentligen inte &r kidnd med sékerhet. For vilka virden pa denna ko-
efficient fas samma primala optimum?

c) Antag att villkoret x4 > 0 ersétts med z4 > ¢, dar € > 0. Hur férdndras
det optimala malfunktionsvéirdet for sma virden pa e? For hur stora
virden pa e giller ditt svar?

69. Ett foretag tillverkar fyra olika sorters lador av olika volym. Efterfragan som
maste uppfyllas och storlek pa ladorna framgar av tabell 14. Den rorliga kost-
naden for att tillverka en lada &r lika med ladans volym. En fast kostnad pa
1000 kr uppstar for respektive ladtyp om nagon lada av den storleken tillverkas.
Om foretaget vill sa kan man tillfredsstélla efterfragan av en viss ladtyp med
en storre lada. Formulera ett billigaste vagproblem foér att minimera foretagets
kostnad for ladtillverkning.

Lada |1 2 3 4
Storlek (dm®) | 33 30 26 24
Efterfragan 400 300 500 700

Tabell 14: Storlek och efterfragan pa lador i uppgift 69.
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70.

71.

72.

(Nétverksmodell for ett produktions- och distributionsproblem.)

I ett produktions- och distributionssystem ingar tva fabriker och tva varuhus.
Problemet &r att bestdmma ett minsta kostnadsprogram for tva manader,
inkluderande tillverkning och (eventuell) lagring vid tillverkningsstéllena samt
transport till varuhusen. Tabellerna 15 och 16 presenterar relevanta data.

Tillverkn.kostn. Kapacitet Lagerkostnad
(tkr) (st) (tkr/man, st)
Fabrik | Man 1 ‘ Man 2 | Man 1 ‘ Man 2
1 6 7 73 66 1
2 7 8 29 24 2

Tabell 15: Kostnader och kapaciteter for fabrikerna, uppgift 70.

Transp.kostn. | Varuhus Efte(fi;xgan
(th/st) 1] 2 Varulss | Man 1] Min 2
Fabrik 1 1 0
Fabrik 2 | 2| 4 1 62 65

) 2 14 44

Tabell 16: Transportkostnader och efterfragan, uppgift 70.

Formulera som ett nidtverksproblem.

Ett foretag har féljande optimeringsproblem. Foretaget har k st fabriker. Varje
fabrik har en maximal produktionskapacitet pa s;,i = 1,2, ..., k, enheter. Pro-
duktionskostnaden ges av den icke-separabla funktionen g(y) = g(y1, Y2, .-, Ur),
dér y, = antal producerade enheter vid fabrik k. Det finns m st kunder, med
efterfragan b;,7 = 1,2,...,m, enheter. Att transportera en enhet vara fran
fabrik ¢ till kund j kostar ¢;; kronor.

Formulera foretagets problem att bestdmma produktionsnivan for varje fabrik
och att till minsta totalkostnad tillgodose kundernas efterfraga. Ge ocksa en
enkel natverksmodell for problemet.

(Projektplanering.)

For att planera storskaliga projekt (t ex byggnation av ett kdrnkraftverk el-
ler utveckling av en komplex datorprogramvara) anvénds ofta sa kallade pro-
jektnatverk. Syftet med detta kan till exempel vara att avgora om projektet kan
avslutas inom en viss tidsrymd, eller att bestdmma vilka aktiviteter i projek-
tet som dr mest kritiska for forseningar (for att projektet som helhet inte skall
forsenas). Nedan ges ett enkelt exempel pa en projektplaneringsfragestéllning.

Att bygga ett hus

Byggfirman Pa Lopande Rdkning AB har atagit sig en husbyggnation och
vill nu veta om den i kontraktet angivna byggtiden rédcker till. (Pa grund
av pataglig arbetsbrist var man mycket angeldgen om att fa kontraktet och
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hann dérfor inte gora en ordentlig analys av den erforderliga byggtiden innan
kontraktet undertecknades.) Byggnationen bestar av foljande aktiviteter, se

tabell 17
Aktivitet Foregas av aktivitet Tidsatgang (dagar)
1. Gravning av grund — 2
2. Gjutning av grund 1 4
3. Resning av ytterviggar 2 10
4. VA utvindigt 3 4
5. VA invéndigt 4 5
6. Taklaggning 3 6
7. Dragning av el-ledningar 3 7
8. Fasadbekldadnad 6 7
9. Panel pa innerviggar 5,7 8
10. Utvéandig malning 4.8 9
11. Invéndig malning 9 5
12.  Golvldggning 9 4
13.  Utrustning utvandigt 10 2
14.  Utrustning invandigt 11,12 6

Tabell 17: Aktiviteter till uppgift 72.

Detta byggprojektet kan beskrivas med nétverket i figur 2.

Bagarna b; till by4 representerar de ovan givna aktiviteterna, och varje nod
representerar en 6vergang mellan pa varandra foljande aktiviteter. Noderna 1
och 12 representerar naturligtvis byggprojektets paborjande respektive avslu-
tande. Bagen b5 representerar en sa kallad blindaktivitet, vilken infors for att
sikerstélla att aktivitet 10 inte paborjas forran aktiviteterna 4 och 8 bada &r
klara. Pa varje bage ges motsvarande aktivitets tidsatgang. Observera att vis-
sa aktiviteter kan paga samtidigt; detta &r till exempel fallet for aktiviteterna
10, 11 och 12.

a) Gor en topologisk sortering av noderna och anvénd en lamplig version
av Bellmans ekvationer for att finna en sekvens av pa varandra féljande
aktiviteter, fran byggnationens start till dess slut, som har stirst sam-
manlagd tidsatgang, och som déarféor kommer att bestimma den totala
byggtiden. (Sadana aktiviteter sdgs vara kritiska.) Hur lang blir byggti-
den? (Om man forutsétter att varje kritisk aktivitet paborjas sa snart det
ar mojligt.) Vilka aktiviteter &ar kritiska?

b) Den utvidndiga malningen gors av en entreprenor som absolut vill paborja
arbetet sa sent som det 6verhuvudtaget dr mojligt. Vilken dag ar det?
(Givet att den i deluppgift a) berdknade byggtiden inte skall dventyras.)

c) Ett ndtverk som beskriver ett genomférbart projekt ar alltid acykliskt;
varfor?
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Figur 2: Natverk till uppgift 72.

73. (Mest tillforlitliga vag.)

Ett mycket viktigt telefonsamtal har bestéllts av en hogt uppsatt person, och
om samtalet bryts kommer det att fa forodande konsekvenser for samtliga
inblandade (dven telefonbolaget). Eftersom samtalet &r sa viktigt har man pa
telefonbolaget TeleX beslutat att koppla upp det pa ett sa sikert siatt som
mojligt. Personen i fraga befinner sig i staden A och samtalet har bestéllts till
stad E. Forbindelser kan etableras enligt figur 3.

(o) pC

®\

Figur 3: Natverk till uppgift 73.

Sannolikheten for avbrott pa teleférbindelserna ér:
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Forbindelse Sannolikhet Forbindelse Sannolikhet

A—B 0,2 C—D 0,1
A—C 0,2 D—C 0,05
B—C 0,3 C—E 0,25
C—B 0,1 D—E 0,2
B—D 0,1

Sannolikheten for avbrott pa olika férbindelser dr oberoende av varandra. Sok
den uppkoppling fran A till E som skall anvindas for att sannolikheten att
samtalet ej avbryts skall vara sa stor som mojligt.

74. Finn ett billigaste uppspénnande trad i grafen i figur 4.

Figur 4: Graf till uppgift 74.

75. (Vg av maximal kapacitet.)

Betrakta det riktade nédtverk med bagkapaciteter som visas i figur 5.

@3 /@N@/l

9 2

9

Figur 5: Kapaciterat néatverk till uppgift 75.

a) Betrakta problemet att finna vigar av maximal kapacitet fran nod 1 till
alla andra noder. Formulera motsvarigheten till Bellmans ekvationer for
detta problem. Vilken tolkning har i detta fall nodpriserna?

b) Anvénd en algoritm av Dijkstra-typ for att 16sa problemet.
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76. Problemet att i en graf G = (N, A) finna en billigaste vig fran nod 1 till nod
m kan matematiskt formuleras pa foljande sétt.

1 om bage (7,7) € A ingar i billigaste vigen
0 annars

min E CijTij

(i,7)€EA

Variabler: z;; = {

1 omi=1

Z Tij — Z T = —1 omi=m Vie N

Ji(i,5)€eA J:(Gi)eA 0 annars
Tij 2 0

a) Hérled Bellmans ekvationer. Vilken tolkning har de optimala nodpriser-
na?’

b) Ge anslutningsmatrisen for niatverket i figur 6.

@/1\1 ©
3 5 3

Figur 6: Natverk till uppgift 76.

¢) Anvénd Dijkstras algoritm for att finna en billigaste vig fran nod 1 till
nod 6.

d) Hur dndras den matematiska formuleringen av billigaste viigproblemet
for natverket i figur 6 ifall vi vill finna billigaste vagar fran nod 1 till alla
andra noder? Behover vi éndra nagot i Dijkstras algoritm for att 16sa ett
sadant problem?

e) Antag att kostnaden for bage (5,2) dndras fran 3 till —4. Da erhalls en
negativ cykel, vilket medfor att LP-problemet i b) har obegrinsad l6sning.
Vad kan man da sédga om motsvarande duala problem och dess 16sning?
Verifiera att svaret ar sant genom att formulera och studera det duala
problemet.

77. Antag att vi soker en vég fran nod s till nod ¢ i ett nétverk med bagkostnader.
Vigen ska ha foljande egenskaper:

1. Den ska besta av sa fa bagar som mojligt.

2. Den ska vara billigast bland alla vagar med egenskapen 1.

Hur ska malfunktionen i LP-formuleringen av billigaste vag problemet se ut
for att ge en 16sning med dessa egenskaper.
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78. Betrakta foljande problem.

vi = max clz v; = max clz
Ax <b Ax <b
0<z<1 x>0
vi = max clz v = max clz
Ax <b Ax <b
x > 0, heltal z €{0,1}

a) Vilka forhallanden géller mellan de optimala malfunktionsvéirdena v}, v3, v}
och v;? (Det &r ej sikert att det gar att uttala sig om alla par.)

b) Som i a), men under antagandet att matrisen A &r fullstandigt unimo-
dulér och att b &r heltalig.

79. Betrakta den riktade grafen i figur 7.

Figur 7: Graf till uppgift 79.

a) Antag att vi vill finna billigaste viagar fran nod 1 till alla andra noder.
Formulera detta problem pa LP-form.

b) Formulera, med generella beteckningar, Bellmans ekvationer for billigaste
végproblemet.

c) Verifiera att nodpriserna (0, 4, 3, —3, 6, 4)7 uppfyller Bellmans ekva-
tioner.

d) Vilka bagar ingar i ett billigaste vigtrad?
e) For vilka kostnader pa bage (3,4) ar detta trad optimalt?

80. Antag att vi soker en billigaste vig fran nod 1 till nod 6 i nétverket i figur 8.

a) Visa mha Bellmans ekvationer att bagarna (1,2),(2,4) och (4,6) inte utgor
en billigaste vig.

b) Los problemet med en ldmplig metod.

c¢) Varfor finns det alltid alternativa optimala duala lsningar till ett billi-
gaste vigproblem?
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Figur 9: Graf till uppgift 81.

81. a) Finn ett billigaste uppspénnande trid i grafen i figur 9.

b) Antag att en bage (i,7) som ingar i trédet, far nya kostnaden ¢;; + 6,
dédr 0 > 0. Foresla en reoptimeringsteknik som finner ett billigaste upp-
spannande trad for den nya situationen. Illustrera for grafen ovan, da cs4
andrar sitt virde fran 2 till 6.

82. I nétverket i figur 10 sokes de billigaste vagarna fran nod s till alla andra

noder. Talen pa bagarna anger bagkostnaderna.
5
5
4

Figur 10: Néatverk till uppgift 82.

a) Nagon presenterar for oss ett trdd innehallande bagarna (s, 1), (1,2),
(1,3), (3,4), (4,5) och (4,t), och pastar att det 16ser det givna problemet.
Utnyttja optimalitetsvillkoren for att visa att pastaendet ar falskt.

b) Generera algoritmiskt ett billigaste vig-trad som loser det givna proble-
met.
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83. Den matematiska formuleringen av problemet att finna ett billigaste upp-
spannande trid i en graf G = (N, A) ddr N &r méngden av noder och A
méangden av bagar, ar foljande:

min z = E Cij T4

(4.5)€A
da Y ay; = |N|-1 (1)
(i,5)EA
S @y < [S]-1 VSCN,[S]>2 (2
€S jes

z;; € {0,1}  V(i,j) e A

. [ 1 om bage (i,j) € A ingar i tradet
dar z;; = { 0 annars.

a) Forklara malfunktionens och de olika villkorens betydelse. Anvind gérna
forklarande illustrationer.

b) Denna formulering &r svar att anvénda praktiskt; varfor?

¢) Villkoren (2) kan omformuleras till och erséttas av villkoren

YD ay=1 VYSCN[S|>2 (3)
i€S jgs
Forklara inneborden av dessa villkor.
d) Visa foljande pastaende: For varje partionering { N1, No} av N ingar den
billigaste bagen &ver snittet (N7, No) alltid i ett billigaste uppspannande
trad.

e) Betrakta grafen i figur 11. Anvénd resultatet i uppgift d) for att finna ett
billigaste uppspannande trad.

Figur 11: Graf till uppgift 83.
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84. (Jamforelse av billigaste vég och billigaste uppspannande tréd.)

a) Betrakta en riktad graf G = (IV, A) och avgor sanningshalten hos nedan-

staende pastaenden. Motivera!

i) Om alla bagar i A har olika kostnader sa finns ett unikt billigaste
vagtrad.

ii) Om alla bagkostnader tkas med en konstant k& > 0 sa foérandras inte
en billigaste vig fran s till £.

iii) Om alla bagkostnader 6kas med en konstant k£ > 0 sa dndras den
billigaste vigkostnaden med en multipel av k.

Betrakta en oriktad graf G = (N, E) och avgor sanningshalten hos nedan-
staende pastaenden. Motivera!

i) Om alla bagar i E' har olika kostnader sa finns det ett unikt billigaste
uppspannande trad.

ii) Om alla bagkostnader tkas med en konstant k& > 0 sa forandras inte
ett billigaste uppspédnnande trad.

iii) Om alla bagkostnader 6kas med en konstant k£ > 0 sa dndras kost-

naden for det billigaste uppspannande triadet med en multipel av
k.

85. (Reoptimering av billigaste uppspénnande trad.)

Betrakta grafen i figur 12.

a)
b)

Figur 12: Graf till uppgift 85.

Finn ett billigaste uppspannande trad.

Antag att vi har bestdmt ett billigaste uppspdnnande trdd i en graf
G = (N, E). Redogor for hur man kan reoptimera tradet da foljande
forandringar uppkommer i grafen.

i) En bage (i,7) € E tas bort fran grafen.
ii) En bage (i,7) ¢ E ldggs till grafen.
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86.

87.

88.

89.

Ett visst stalgrossistforetag séljer bl a stalbalkar av olika dimensioner. Da man
far order pa en balk av visst tvérsnitt och ldngd, sa kapar man den normalt
fran en langre balk.

Vid ett visst tillfidlle har man fér en viss tvérsnittsdimension inneliggande
order om langder [;, j =1,..., N. Dessa kan kapas ur langa balkar av ldngder
L;, i =1,...,M. Man vill nu placera in orderna pa de langa balkarna, sa att
spillet fran utnyttjade balkar blir minimalt. (Ej utnyttjade balkar raknas alltsa
inte in i spillet.)

Formulera ett optimeringsproblem.

Den kénde latskrivaren och rockartisten Alfons Ask funderar pa féljande pro-
blem. Till hosten skall ett antal latar fran hans 6 skivor ges ut i form av ett
samlingsalbum bestaende av 2 CD-skivor. Varje CD-skiva far innehalla hogst
1 timmes effektiv speltid. Alfons har podngsatt varje lat pa de 6 skivorna, som
vardera innehaller 10 latar, och noterat deras speltid (i sekunder). For att hans
utveckling som artist skall speglas i samlingen vill han att minst 2 latar fran
varje skiva kommer med. Han vill férstas ocksa att samlingens podngsumma
skall vara sa stor som mgjligt.

Formulera Alfons problem att vélja latar till samlingsalbumet som ett linjart
0/1-problem. Infor sjilv nédvéindiga beteckningar och definiera dem noga.

En basketbollcoach ska viilja startuppstallning (5 spelare) infor kvéllens match.
Hon har sju spelare att vélja bland och hon har bedémt varje spelares férmaga
i fyra viktiga spelmoment: passningar, skott, returer och forsvar (1=dalig,
2=bra, 3=utmérkt). Dessa ges av tabell 18. Dar anges ocksa vilken position
respektive spelare kan ha i laget (G=guard, F=forward, C=center).

Startuppstéllningen maste uppfylla foljande krav:

Minst 3 spelare maste kunna spela guard, minst 2 spelare maste kunna
spela forward och minst en spelare maste kunna spela center.

— Genomsnittlig formaga i vardera av momenten passningar, skott och re-
turer maste vara minst 2.

— Om spelare nr 3 startar, sa kan inte spelare 6 starta.
— Om spelare nr 1 startar, sa maste bade spelare nr 4 och 5 starta.

— Antingen startar spelare nr 2 eller sa startar spelare nr 3.

Coachen vill viilja spelare sa att forsvarsformagan i laget maximeras. Formulera
coachens problem som ett heltalsproblem. Los ej!

En mindre kommun i sédra Sverige maste spara pengar och har beslutat att
lagga ner en eller flera brandstationer. Idag finns stationer pa 5 orter. Man
berdknar att man sparar dubbelt sa mycket pa att ldgga ner stationen i ort A
eller ort C, jamfort med att ldgga ner nagon av stationerna i orterna B, D eller
E. Sdkerhetskraven siger att det maste finnas minst en station inom 15 min
aktid fran varje ort. I tabell 19 anges avstanden (i aktid) mellan de 5 orterna.
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90.

91.

spelare position passningar skott returer forsvar
1 G 3 3 1 3
C
G,F
F.C
G,F
F.C
G,F

~N O T W N
W W = = NN
N — W Ww w
NN~ W W
W N = NN

Tabell 18: Spelares formaga, uppgift 88.

Till

Fran A B C D E
0 10 20 30 30
10 0 25 35 15
20 25 0 15 30
30 35 15 0 15
30 15 30 15 0

mHOQwW»

Tabell 19: Avstand mellan orter i uppgift 89.

Vilken/vilka brandstationer ska ldggas ned for att spara mest pengar? Formu-
lera som ett linjéart heltalsproblem, 16s ej.

Villadigare Linnea har tdnkt bygga ett staket. Till detta behover hon 90 st
en-meters plankor och har darfor akt till travarufirman Plank&Spik, vilken
kan erbjuda 4 olika lingder (1m, 2m, 4m och 5m). Kostnaderna (per lingd) &r
36:-, 70:-, 145:- respektive 170:-. Av lingden 5m har man endast 15 st och dem
sdljer man antingen samtliga eller ingen alls. Pa 6vriga ldngder lamnar man
méangdrabatt. For var tionde man koper av lingd 4m far man en pa kopet.
Koéper man minst 15 st av ldngd 1m ldmnas en rabatt pa 50:-, detsamma
géller for langden 2m. Om Linnea koper paketet med bm-ldngder kan hon av
transportskal inte kopa nagra 4m-langder. Formulera en matematisk modell
som beskriver Linneas problem att kopa in plankor till ett sa lagt totalpris
som mojligt.

Tre olika jobb ska passera tre olika maskiner. Varje jobb maste forst passera
maskin 1, darefter maskin 2 och slutligen maskin 3. Jobben kan dock tas i olika
ordning vid varje maskin. Antag att ¢;; betecknar processtiden for jobb ¢ vid
bearbetning i maskin j och att denna tid ar given och heltalig for samtliga jobb
och maskiner. Malet &dr att minimera den tid det tar att fa alla jobb firdiga.
Formulera som ett heltalsproblem. (Ledning: Lat x;; beteckna starttiden for
jobb 7 vid maskin j. Formuleringen maste férhindra lésningar dér tva jobb
bearbetas samtidigt pa en maskin, samt se till att ett jobb inte paborjas i
maskin j + 1 innan det har bearbetats i maskin j.)
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92. Linus har i uppdrag att moblera lobbyn till ett stort hotell. Totalt skall det
finnas minst 50 sittplatser i form av fatoljer och soffor. En fatolj (med en
sittplats) kostar 3500 kr. Sofforna finns i tre varianter med 2, 3 och 4 sittplatser,
och kostar 6000, 8000 respektive 10 000 kr styck. Minst 25 mobler skall képas,
och minst 10 stycken skall vara fatoljer. For att mobleringen skall bli enhetlig
vill man inte ha bade 3-sits och 4-sitssoffor. Om fler &n 15 fatoljer kops far
man 10 000 kr i rabatt, och om fler &n 25 fatoljer kops far man 5 stycken extra
utan kostnad. Formulera problemet att moblera lobbyn till minimal kostnad
som ett linjart heltalsproblem.

93. T Montréal faller varje ar stora méngder sné och for att férhindra trafikka-
os maste snon koras bort. Snon lastas pa lastbilar som sedan kor till nagon
avstjilpningsplats och tippar av snén. Staden ar indelad i m st sektorer och
all sno i sektor ¢ kors till nagon av n mojliga avstjalpningsplatser, diar den
sedan forvaras (sméltningsprocessen antas inte komma igang forrén efter sista
snofallet). Avstjélpningsplats j kan ta emot V; m® sné per ar och det kostar f;
dollar per ar att halla plats j oppen (oberoende av snoméngd). Snéméngden
i varje sektor uppskattas till v; m® per ar och kostnaden att transportera
en kubikmeter sno fran sektor ¢ till avstjélpningsplats j &r d;; dollar. Vilka
avstjilpningsplatser ska anvéndas, och hur ska snon transporteras for att mi-
nimera kostnaderna? Formulera som ett heltalsproblem.

94. Overste Gyllenskalp skall planera en repévning. Mannar fran tre regementen
skall pa billigaste sétt fordelas pa tre 6vningsomraden. Pa regementena A, B
och C finns 600, 400 respektive 200 man. Ovningsomradena 1, 2 och 3 kan
maximalt ta emot 400, 400 respektive 600 man. Totalt 100 man skall dock
stanna kvar pa sina respektive regementen for att halla beredskap. (Det finns
inga krav pa hur dessa 100 skall fordelas mellan regementena.) Oversten antar
att forflyttningskostnaderna (kr per man) ges av tabell 20.

till |1 2 3
fran
A 5 4 5
B 9 7 8
C 76 6

Tabell 20: Forflyttningskostnader, uppgift 94.

Formulera problemet att pa billigaste sétt fordela mannarna pa 6vningsomradena.

95. a) Under en dag skall 5000 fungerande enheter av en diskret produkt till-
verkas. Det finns fyra maskiner tillgdngliga for att tillverka produkten,
men produktionshastighet, produktionskostnad och andel defekta pro-
dukter varierar mellan dem. (Data ges i nedanstaende tabell.) Formulera
en linjar matematisk modell for problemet att finna en produktionsplan
som (forviantat) uppfyller efterfragan till lagsta kostnad.
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Maskin Uppstartnings- Produktions- Kapacitet Andel defekta

kostnad kostnad (enheter) produkter
(kr) (kr/enhet) (%)
1 400 4 2000 10
2 1000 6 4000 5
3 600 2 1000 15
4 300 5 3000 8

b) Andelen defekta produkter fran en maskin dr naturligtvis inte kéand med
sikerhet, utan &r bara ett medelvirde hos en stokastisk variation (som
typiskt dr approximativt normalférdelad). Om den verkliga felprocenten
overstiger den forvintade, kan foljden bli att efterfragan inte kan tillgo-
doses, med forlorade kontrakt, stdmningar, etc., som foljd. Vi &r alltsa
intresserade av att finna en produktionsplan som, sa langt det ar maojligt,
lyckas tillgodose efterfragan, dock fortfarande till en minimal kostnad.

Ge tva olika modifieringar av modellen i deluppgift a), som vardera med-
ger ett sikrare uppfyllande av efterfragan (utan att kostnaden darfor 6kar
astronomiskt).

96. (Modellering av ett schemaldggningsproblem.)

Sex kamrater, vilka trottnat pa det harda studentlivet, har beslutat sig for att
Oppna ett café. Caféet skall ha 6ppet tisdag-sondag, och nu aterstar proble-
met att fordela arbetsdagarna sa att alla arbetar lika mycket. Bemanningen
av caféet kraver att fyra personer arbetar samtidigt. Dock har endast tva av
kamraterna lyckats att ldra sig att skota den extremt komplicerade espresso-
maskinen (en manuell La Pavoni fran 1921), som kriver en persons stiandiga
uppsikt. Man har kommit 6verens om att ingen skall behéva arbeta fler &n
fyra dagar i veckan.

For att fordela arbetsdagarna sa gott det gar enligt allas 6nskemal har man
skapat ett system dér var och en far poédngséitta dagarna med tillsammans
100 poéng, déar fler poéng representerar ett énskemal om att hellre arbeta den
dagen. Om till exempel person A helst arbetar tisdag men helst inte onsdag
och torsdag skulle denne kunna ge dagarna féljande poéng:

Veckodag Poéng

Tisdag 40
Onsdag 0
Torsdag 0
Fredag 20
Lordag 20
Sondag 20

a) Formulera problemet att ldgga ett schema vilket maximerar kompanjo-
nernas sammanlagda lycka (lycka definieras som antalet uppfyllda poing)
och samtidigt tillgodoser caféets krav pa bemanning. Modellen skall vara
ett linjért heltalsproblem.

b) Antag att caféigarna bestdmmer sig for att vara solidariska, och i stéllet
som malsiattning anger en maximal lycka hos den person som blir mest
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olycklig, for att pa sa vis balansera lyckan inom gruppen. Formulera om
modellen fran uppgift a) for att uppna detta mal. Observera att den
slutliga modellen fortfarande skall vara ett linjart heltalsproblem.

97. (Relationer mellan ett heltalsproblem och dess LP-relaxering.)

a) Vad menas med ett relaxerat problem?

b) Avgor vilket eller vilka av foljande pastaenden om ett heltalsproblem
(HP) och motsvarande LP-relaxerade problem (LP) som &r sanna:

i) Om LP har en tillaten 16sning, sa har HP ocksa en tillaten 16sning,.
ii) Optimala malfunktionsvardet dr i maximerings-fallet alltid strikt hogre
hos LP &n hos HP.
iii) Om HP har obegréansat optimum, sa géller detta dven for LP.

iv) Om HP har alternativa optimallosningar, sa géller detta dven for LP.

98. (Formuering av logiska krav med binéra variabler.)

Forklara hur foljande krav kan representeras som linjéra bivillkor med hjélp av
bindra variabler (0/1-variabler). Samtliga ingaende variabler &r icke-negativa
och mycket mindre &n M.

a) Minst ett av villkoren 1 + x9 < 2 och 2z + 3x9 > 8 ska vara uppfyllt.
b) Variabeln z3 kan (endast) anta vérdena 0, 5, 9 eller 12.

¢) Atminstone tva av foljande fyra bivillkor ska vara uppfyllda.

ry + 15 <2
Ty Sl

I5§5
T4 + x5 2> 3

99. Los foljande kappsécksproblem.

max 2.1'1 + 4.1'2 + 6333 + 6%4
da 2z + 3xy +4x3 + by <11
S {07 1},Vj

100. Los foljande kappsécksproblem.

max 4251 + 6I2 + 8253 + 91’4
da 21’1 + 41’2 + 61‘3 -+ 7ZL'4 S 8
Z; € {07 1},Vj

101. Betrakta foljande bindra kappsécksproblem.

minz= x; + 35 + bxry + 614
da 2¢1 + bx9 + 4wz + 3x4 > 8
r , T , x3 , x4 = 0/1
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102.

103.

104.

a) Los problemet med triadsokning. Anvénd djup-forst-sokning och avsok
alltid ett-grenen forst.

b) Varje tillaten 16sning uppfyller villkoret

T3+ x4 > 1.

Motivera varfor sa ar fallet! Addera villkoret till kappsécksproblemet och
upprepa tradsokningen. Soktradet blir nu mindre; varfor?

[Ledning: LP-relaxationens optimum &r nu (1, 2/5, 1, 0). De LP-problem
som uppkommer i triadsokningen far 1sas med inspektion.

Los foljande heltalsproblem med tradsokning (Land-Doig-Dakins metod).

max z = 2x7 + 4x9
da 4[L‘1 + 55(]2 S 20
—x; + 219 < 4
T1 — X <2
ry , x3 > 0 heltal

Sokstrategi: forgrena over variabel med storst fraktionell del, avsok “>-grenen”
forst och gor djup-forst-sokning.

Betrakta problemet

max z = 1lx; + 6x9
2I1 + i) S 7 (2)
r1 >0, 29 >0, heltal.

a) Los problemet med tradsokning (Land-Doig-Dakins metod). Utnyttja att
x = (3,0)7 dr en tilliten 16sning. Anvind djup-forst sokning, avsok “>-
grenen” forst och forgrena over variabel med storst fraktionell del.

b) Ange grafiskt det konvexa holjet till de tillatna punkterna i problemet
ovan. Vilka punkter maste man kénna for att kunna beskriva det konvexa
holjet matematiskt? Hur ser denna beskrivning ut?

c) Antag att endast ett av villkoren (1) och (2) behover vara uppfyllt i
optimum. Visa hur detta kan formuleras med linjéra villkor och en 0/1-
variabel.

Ett foretag kan investera i fyra olika projekt. Investeringskostnaden (I) samt
forvéntad avkastning (A) anges i tabell 21 (i nuvérde, Mkr). Foretaget har
totalt 6 Mkr att investera. Vilka projekt ska foretaget investera i? Formulera
problemet som ett heltalsproblem och 16s med tradsokningsmetodik.
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Tabell 21: Forviantad avkastning, uppgift 104.

105. Anvind tradsokning (Land-Doig-Dakins metod) for att hitta en optimallosning
till foljande problem. Sokstrategi: avsok “>-grenen” forst och gor djup-forst-
sOkning.

max z= 7x1 + brs + 3x3 + 214

da 51‘1 + 4.%2 + 3%3 + 41’4 S 15
T <1
Ty 2 1

x; > 0, heltal, 7 =1,...,4

106. Tréadet i figur 13 illustrerar l6sningen av ett heltalsproblem (minimering) med
en tradsokningsalgoritm.

P1:
z=70
pP2: P3:
z=75 z=80
P4 P5: P8: P9:
z=77 z=85 z=81 z=288
P6: P7: P10: P11:
z=84 z=82 z=83 z=87

Figur 13: Soktrad till uppgift 106

Vid varje delproblem &r angivet optimalt malfunktionsvirdet for det LP-
relaxerade problemet. Numreringen av delproblemen anger ordningen i vilken
de har 16sts. Avsokning har gjorts enligt principen “vélj delproblem med bésta
(lagsta) optimistiska uppskattning”. Utifran detta delproblem har foérgrening
gjorts och dérefter har de darigenom skapade delproblemen 16sts. Los foljande
deluppgifter och motivera noga dina svar.

a) Antag att soktridet visar situationen da algoritmen terminerat. Vad &r
optimala malfunktionsvardet?
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107.

108.

109.

b) Antag att algoritmen har avbrutits i det lige som soktradet visar, och
att endast delproblemen P5 och P11 har givit tillatna heltaliga 16sningar.
Inom vilket intervall ligger optimala malfunktionsvirdet? Vid vilket del-
problem ska nésta férgrening goras?

c) Antag att P4 hade givit en tillaten heltalig 16sning. Hur manga delpro-
blem skulle man da ha behovt 16sa totalt for att finna och verifiera opti-
mum?

a) Los problemet

max z = 6x; + Ox9
da 201 + 3. < 12
2561 + i) < 7
> 0, heltal

Ty, T2

med tradsokning (Land-Doig-Dakins metod). Los delproblemen grafiskt.
b) Ge de villkor som definierar det konvexa holjet, av de tillatna lésningarna.
¢) Omformulera problemet (mha ldmpliga variabelsubstitutioner) till ett

linjért 0/1-problem.

Fem jobb ska utforas pa en maskin. Uppséttningstiden for ett jobb beror pa
vilket jobb som utfors omedelbart fore, enligt tabell 22.

fore- jobb
gangare | 1 2 3 4 5
ingen 4 5 8 9 4
1 - 7 12 10 9
2 6 — 10 14 11
3 10 11 — 12 10
4 7T 8 1, — 7
5 12 9 8 16 -

Tabell 22: Uppséttningstid, uppgift 108.

Malet &r att bestdmma i vilken sekvens jobben ska utféras sa att total uppsétt-
ningstid minimeras. Designa en algoritm som bygger pa tridsckningsmetodik
och anvénd den for att 16sa problemet.

Antag att tradet i figur 14 uppkommit vid 16sning av ett heltalsproblem (mi-
nimering) med tradsokning (Land-Doig-Dakins metod).

Alla noder har avsokts. Fem subproblem &r markerade och numreringen anger
den ordning i vilken de har behandlats under 16sningsgangen. Lat z; beteckna
den optimistiska uppskattning av optimala malfunktionsviardet som erhalls
da subproblem j léses. Lat w; beteckna den pessimistiska uppskattning av
optimala malfunktionsvirdet som &r tillgénglig nér subproblem j har 16sts.

a) Ange relationerna (>, <, =) mellan zy, 25, 23, 24 och z;.
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Figur 14: Trad till uppgift 109.

b) Ange relationerna (>, <, =) mellan wy, wy, w3, w4 och ws.

—

¢) Ange relationen (>, <, =) mellan z; och ws. Motivera!

Observera att det inte sikert gar att uttala sig om relationen i alla par av
uppskattningar i deluppgifterna a) och b).

110. a) Kalle skall 16sa ett heltalsproblem (minimering) med trédsokning och har
genererat soktradet i figur 15.

2(1) = 61.2(7)

2()= 627 (2) 2(9) =652
z(4)=63.4
z(3) = 65 z(11) = 67
(heltalig I('jsning) e ~ = (heltalig I6sning)
z(10) = 66
(heltalig 16sning)
z(5) = 62.9 e e z(8) = 65.4
z(6) = 68 =

(heltalig l16sning @ 2(7) =67

I ~— (heltalig 16sning)
Figur 15: Soktrad till uppgift 110.
Vi antar att alla koefficienter i problemet &r heltaliga. Noderna har un-

dersokts i nummerordning och z(-) anger LP-relaxationens optimalvérde.
Har Kalle gjort nagot fel vid l6sningsforfarandet? Motiveral!
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b) Betrakta ett heltalsproblem (minimering) med optimalvérdet z*. Antag
att i en viss nod i ett soktrdd som generats i en tréddsokning har LP-
relaxationen optimalvérdet z;p. Kan man i nedanstaende tva fall avgora
om denna LP-16sning tillhor det konvexa holjet av de tillatna losningarna?
Motivera.

1) zrp < z*
11) zLp > 2F
111. (Verifiering av optimalitet i heltalsproblem.)

Visa att 2* = (2,2)T #r optimal i problemet

maxz = 3r1 + 4dxo
da  2xy + 4xy < 13
—2r7 + xy < 2
2.T1 + 21’2 Z 1
6ZE1 - 41’2 S 15
r1 , x3 > 0 och heltaliga.

Anvénd en 16sningsprincip som skulle kunna tillimpas &ven om problemet vore
storskaligt.

112. Betrakta problemet

minz = 6x; + 8xa
r1, x5 > 0, heltal.

Om vi loser LP-relaxationen till problemet erhalls f6ljande optimaltabla (x3
och z4 ar slackvariabler i villkor (1) respektive (2)).

Basvar | —z 1 9 3 Ty ‘ b
—z 1 0 0 -4/5 -18/5|-88/5

T 0o 1 0 -2/5 1/5 4/5 (1)

T o o 1 1/5 -3/51| 8/5 (2)

a) Tag fram Gomory-snitt fran rad (1) och rad (2). [llustrera snitten grafiskt.
b) Ange villkor som definierar det konvexa holjet av de tillatna heltalslosningarna.

c) Ar villkoret 2z + 3z > 8 ett giltigt snitt”?

113. Betrakta problemet

min z = 2x; + 29
433‘1 + 2.%2 S 8
x1, xo > 0, heltal,
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vars LP-relaxation har féljande optimaltabla:

‘ —z X1 To T3 X4 ‘ b
—2z| 1 3/4 0 1/4 0]|-5/2
T 5/4 1 —=1/4 0| 5/2
Ty 3/2 0 1/2 1 3

a) Hlustrera grafiskt det konvexa holjet av heltalslosningarna, och ge en
matematisk definition av det konvexa holjet.

b) Tag fram alla Gomory-snitt som ar mdojliga att generera fran LP-relaxa-
tionens optimaltabla. Definierar nagot snitt en fasett?

c) Visa, med generella beteckningar, att ett Gomory-snitt alltid skir bort
LP-optimum.

114. Antag att det tillatna omradet i ett heltalsproblem definieras enligt

>
> 0, heltal.

Tag fram ett Gomorysnitt. Ar villkoret en fasett till det konvexa holjet?
115. (Chvétal-Gomory snitt)

a) Betrakta bivillkorssystemet

—-r1 + 2ZL’2 S 4
51’1 + T9 S 20
., x2 = 0.

[lustrera grafiskt det tillatna omradet. Konstruera ocksa grafiskt det kon-
vexa holjet av de tillatna heltalslésningarna.

b) Gomory-snitt kan visas utgora specialfall av sa kallade Chvatal-Gomory
olikheter, vilka definieras enligt féljande.

Az b
x 0,
dir A = (Ay,...,A,) € R™ och x € R™, och ett u € R™ sadant att
u > 0. Da sédgs villkoret

Givet systemet

IV IA

n

> lul Ayl < |u"b)

j=1

vara en Chuvdtal-Gomory olikhet.

Betrakta samma numeriska exempel som i foregaende deluppgift, dvs med

-1 2 4
Az( 5 1)ochb:(20).
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Konstruera den Chvatal-Gomory olikhet som fas for virdet

[ 4/11
“= A\ )
[lustrera olikheten grafiskt i samma figur som ovan. Illustrera ocksa (den

svagare) olikheten

Z (uTAj) x; < ulb.
j=1
(Denna olikhet bendmns ofta surrogatvillkor. Notera att vektorn u héar har

valts med mycket stor omsorg for att den resulterande Chvatal-Gomory
olikheten skall bli stark.)

c) Bevisa, for det generella fallet, att varje tillaten heltalslosning till syste-

met
Arx < b
z > 0,
uppfyller Chvatal-Gomory olikheten.
[Ledning: Forst visas att

Az <bochu>0 = Z (UTAj) xj < uld.

j=1
Dérefter utnyttjas att = > 0, och slutligen infors att  &r heltalig.]

116. Ett foretag vill anlita en optimerare for att gora en produktionsplan som mini-
merar kostnaderna for tillverkning och lagerhallning av tva specialprodukter.
Produktionsplanen skall tillgodose kundernas efterfragan pa 10, 12, 20 respek-
tive 15 enheter av produkt 1 de fyra ndstkommande veckorna, samt 20, 24, 40
respektive 30 enheter av produkt 2. I borjan av period ett finns 4 respektive 8
enheter i lager av de bada produkterna.

Tillverkningstiden &r 0,9 timmar/enhet for produkt 1 och 0,8 timmar /enhet for
produkt 2. Den tillgéngliga kapaciteten i produktionsavdelningen &r 40 timmar
per vecka. Varje vecka finns det mojlighet att anvénda upp till 4 timmars
overtid till en kostnad av 250 kr/timme. Tillverkningskostnaden varje vecka (i
kr) ar en funktion av den anvénda tillverkningstiden enligt:

P 4
100P + 600 ( —
()

dar P = total tillverkningstid i veckan for de bada produkterna.

Anledningen till detta utseende pa kostnaden ar att det uppstar trangsel och
koer bland jobben i avdelningen ndr man nédrmar sig kapacitetsutnyttjandet
40 timmar. Lagerhallningskostnaderna &r 15 respektive 14 kr per enhet och
vecka. Formulera foretagets optimeringsproblem.

43



117.

118.

(O = kontrollpunkt

-
~
N

2L
Figur 16: Kontrollpunkterna i rummet i uppgift 117.

I ett rum skall tva lampor placeras ut sa att man far en intensitet pa minst
T (w/m?) i tre kontrollpunkter (se figur 16). Varje lampa kan ha en effekt
(watt) som ar hogst M (watt). Eftersom effekten kostar pengar (kostnaden
ar direkt proportionell mot effekten) vill man minimera effektatgangen (och
ddrmed kostnaden). Intensiteten pa avstandet [ fran en lampa kan berdknas
mha formeln

k

Pbelysning = ﬁljlampa

dér k &r en konstant och Py, effekten pa lampan. Avstandet mellan en lampa
och en kontrollpunkt ska vara storre &n e > 0. Intensiteterna fran lamporna
adderas till varandra.

Formulera problemet att under givna forutsédttningar minimera totala kostna-
den for att belysa rummet som ett optimeringsproblem. Ar problemet kon-
vext?

Lastalédtt AB skall bestimma var man skall placera en ny lagerlokal. Positio-
nerna (koordinaterna i km) for deras fyra kunder och antalet varuséindningar
per ar till varje kund ges i tabell 23. Lastalatt AB vill placera lagret sa att
man minimerar det totala avstandet foretagets lastbil maste kora fran lagret
till kunderna varje ar. (For enkelhets skull rdknar man med fagelvigsavstand.)

Kund | z-koordinat | y-koordinat | Antal sindningar
1 5 10 200
2 10 5 150
3 0 12 200
4 12 0 300

Tabell 23: Kunddata for Lastalatt AB, uppgift 118.

a) Formulera ett optimeringsproblem som finner den bésta placeringen.

b) Ett standardprogram ger 16sningen att man skall placera lagret i punkten
x =9,31 och y = 5,03. Den totala tillryggalagda strickan blir da 5456,54
km per ar. Rita in denna placering tillsammans med kunderna geografiskt.
Denna placering ér ett lokalt optimum. Ar den sikert dven ett globalt
optimum?
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119.

120.

121.

Kretsschemat i figur 17 beskriver en spénningskélla kopplad till en yttre last.
Spanningskéllan ger v Volt och har en inre resistans pa r Ohm. Den yttre lasten
ar pa R Ohm och spédnningen 6ver denna last betecknas med e. Strommen i
kretsen &r ¢ Ampere.

Figur 17: Kretsschema uppgift 119.

Notera att e och 7 beror av storleken pa den yttre lasten, dvs av R.

a) Antag att vi vill finna det virde pa R som maximerar effekten som ut-
vecklas 6ver den yttre lasten. Formulera detta problem som ett endimen-
sionellt icke-linjart program.

b) Gor en noggrann studie av malfunktionen och bestdm den optimala yttre
lasten.

Da de arliga studentmaésterskapen i gyttjebrottning skall anordnas sa har det
fallit pa din lott att ansvara for leveransen av de 10 m® gyttja som behovs.
Pa grund av din nagot begridnsade budget har du beslutat dig for att anlita
ett cykelbud for transport av gyttjan. Da cykelbudet inte har nagon lamplig
forvaringslada for gyttjan maste du sta for byggkostnaden for en sadan. Bu-
dets kérra, pa vilken ladan naturligtvis skall fa plats, &r 2 m lang och 1.5 m
bred. Cyklisten vill inte frakta en lada som &r hogre &n 1 m. Till ladans sidor
och lock anviinds ett byggnadsmaterial som kostar 10 kr/m?. Tillgdngen pa
detta material dr begrinsad till 8 m2. Till bottenplattan anviinds ett speciellt
material som kostar 25 kr/m?. Dessutom siger cykelbudet att han inte hinner
fler #in 10 viindor, dvs ladan maste rymma minst 1 m?® gyttja. For att inte
fa for hog tyngdpunkt skall hojden pa ladan vara hogst 1/10 av bottenplat-
tans omkrets. Ladan behover ocksa forstarkas med ett krysstag som fésts pa
undersidan. Detta byggs av virke som du har 4 m av. (Ladans héjd paverkas
forsumbart av krysstaget.)

a) Formulera problemet att minimera byggkostnaden som ett icke-linjért
program.

b) Visa att den erhallna malfunktionen inte dr konvex for samtliga icke-
negativa variabelvéarden.

Vi har 1 Mkr som kan investeras i tva olika virdepapper. Genom noggranna
studier av rorelser pa borsen, utdelningar, framtidsutsikter mm har vi fun-
nit att en satsad krona i respektive viardepapper kan forvintas vara vérd 2
respektive 1,5 kr efter en viss tidsrymd. Denna uppskattning har en kovarians-
matris (). Vi krdver en minsta forvintad aterbaring pa 1,2 Mkr men investerar
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122.

123.

124.

125.

126.

127.

i 6vrigt sa att vi minimerar riskmomentet (variansen, métt som z”Qx). For-
mulera problemet som ett optimeringsproblem dér

0,5 0,1
@= ( 0,1 0,3 ) ’
Vilka av foljande funktioner &r konvexa?
a) In(e®t + e*2)
b) 23/ for T4 > 0
c) —+\/T1y for xy, 29 > 0
For vilka viarden pa parametrarna a och b ar nedanstaende funktioner konvexa?
a) T3 — 2x1T9 + ax3
b) bz, for x; > 0

Vilka av foljande funktioner dr konvexa och vilka &r konkava? (Det &r inte
sikert att varje funktion dr nagotdera!) Vilka &r differentierbara?
a

1
x |x1|+— for xzo > 0
T

o

T

T1T2

(z) =

(z)

(x) = =2|z1 — 1| + 5x1 — 322
(z)

(z)

flx

@]

d

e

x) =max (3x1 + 2wy — 7,21 + 229 — 5,17 — x93 — 1)

(3%1 + 2(132 — 7,%1 +2$2 — 5,131 — X9 — 1)

f) ) =+/2?+ 23  (Ledning: triangelolikheten.)
Lat f : I — R vara en icke avtagande konvex funktion pa intervallet I C R
och g : C'— I en konvex funktion pa den konvexa méngden C' C R". Visa att

den komposita funktionen fg: C' — R &r konvex pa C. Anvénd resultatet for
att visa att funktionen z — e*” dr konvex pa R.

) f
) f
) f
) f
) f

X

Visa foljande relation mellan aritmetiska och geometriska medelvardet. For
x; >0,1=1,..,n, giller

n 1/n

Betrakta problemet

max f(xy, o)
da (21— 2)? + (w9 + 2)?
T+ 23

IV IA
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128.

129.

130.

131.

132.

133.

a) Ar mingden av tillatna losningar konvex?

b) For vilka differentierbara malfunktioner &r punkten (2,2) ett lokalt max-
imum under de givna villkoren?

a) Avgor om mingden
X = {(21,22) 2707 < 4, —a? + Bwy25 — 323 > —1}

ar konvex.

b) Ge exempel pa tva mingder X; och X, dir X; &r konvex och X, icke-
konvex, samt sadana att snittet av méngderna utgor en konvex méngd.
Méngderna X; och X, ska anges matematiskt! Figur récker ej!

a) Avgor om foljande funktion dr konvex.

2 2 2 2
[y, 29, w3, 14) = 27 + 225 + 325 + 75 — 3T123 + €72 — 191y

b) Visa att foljande problem dr konvext.

min f(z) = 4a? — 5xy + 23 + 2wy 25 + 717202
di 2?3z, > 3
2
203 — 2mao + 2 <
—T2 — I3 < —2

a) For vilka virden pa x; och xq dr f(x) = 323 + 23 — 92,29 konvex? For
vilka varden pa x; och x5 &r funktionen konkav?

b) Definierar villkoren 323 + 23 — 9z,15 < 5, 71 > 1 och x5 > 1 en konvex
méngd?

Ar ett lokalt optimum till problemet nedan ocksa ett globalt optimum?

1
i = — 4+ (323 — 5|+ 135
min f(x) m1—|—1+’ Ty — 5[ + 13523
da 22! — 5xy + 223 + 23 — 22973 + 379 — 1023 + 25724 < 13
T1+2Tog+2T3+2x4 = 1
1, rg > 0

Betrakta funktionen
f(fEl, 1'2) = .1'% + T1T2 — 41’% + 10.
Avgor om d = (2, —1)T #r en descentriktning i punkten z = (1,1)7.

En kontinuerligt deriverbar funktion f(z1, ) har lokalt maximum i origo un-
der bivillkoren x; — 2z > 0 och 3x; — z > 0. Ge samtliga mojliga gradienter
till f(z1,x9) i origo. Illustrera grafiskt!
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134. Betrakta det icke-linjéra optimeringsproblemet

min f(zy,x9) = (11 — 11)? + 4(zy — 6)?

dé 2[E1 + ) S 17
Ty + 21’2 S 16
. , wxy = 0.

a) Teckna matematiskt de tillatna riktningarna i (den tillatna) punkten z =
(8, 1)T.

b) Teckna samtliga descent-riktningar i punkten z.

c¢) Visa utifran resultaten i deluppgifterna a) och b) att den studerade punk-
ten inte dr optimal. Ge en grafisk illustration av motiveringen.

d) Finn en brantaste tillaten descent-riktning i punkten z. Illustrera resul-
tatet grafiskt.

e) Studera nu istéllet punkten & = (6,5)7. Teckna de tillitna riktningarna
och samtliga descent-riktningar, samt visa att punkten z &r ett lokalt
minimum. Illustrera grafiskt. Ar punkten  &ven ett globalt minimum?
Varfor (inte)?

135. Givet foljande icke-linjara problem.

min f(z) = 2(x; — 5)% + (19 — 8)?
da ¥ +2% <25
T +4I2 S 19
T1,T2 > 0

a) Finn alla avtaganderiktningar (descentriktningar) for malfunktionen f i
punkten 7 = (3,4)T.

b) Finn alla tillatna riktningar i punkten z.

c) Utnyttja resultaten fran ovanstaende deluppgifter for att avgora huruvida
punkten Z &r ett lokalt minimum.

136. (Newton-Marquardt-riktningar.)

a) Givet det obegrinsade optimeringsproblemet

min f(z) = (22— 23 + (1 - 1)

3

2)T. Visa att riktningen

Berdkna Newton-riktningen i punkten z = (0,
inte ger descent for f.

[Ledning: Losningen till det linjara ekvationssystemet
H(z)d = =V f(T)

utgoér Newton-riktningen.]
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b) Genom att vid berdkningen av Newton-riktningen ersitta Hessianen H ()
med H(Z) + vI, déar I ar enhetsmatrisen och v > 0 och tillréckligt stor,
sa fas en riktning (Newton-Marquardt-riktningen) som sékert ger descent
for f (da Vf(Z) # 0). Berékna denna riktning fér v = 2 och visa att den
ger descent for f.

c) Visa for ett allmént fall (f € C?) dér Hessianen inte ér positivt definit, att
om v ar strikt storre d&n absolutbeloppet av Hessianens minsta egenvérde
sa ger Newton-Marquardt-riktningen descent for f.

137. Angrip problemet
min f(zy,zs) = 27 — 62, + 273 — 81,
med

a) brantaste lutningsmetoden

b) Newtons metod

Starta i punkten (0,0)7 och utfér hogst tva iterationer av vardera metoden.
Ar nagon av de uppnadda punkterna optimal?

138. Betrakta det obegriansade optimeringsproblemet

a

2

min f(z) = az] + (a® — 1)z5 + -3

a) Berékna sokriktningarna i brantaste lutningsmetoden och Newtons me-
tod, fran punkten (—1, —1)7, fér a = —1,0 och 1. Vilka av de beriiknade
riktningarna utgor en descentriktning?

b) For vilka véirden pa a ger Newtons metod ett globalt optimum pa en
iteration oberoende av startpunkt?

139. Betrakta problemet
min f(r) = 2} + 2125 + (1 + 25)°.

a) Bestdm sokriktningen for Newtons metod fran punkten (%, —1)T. Ge de-
finitionen for en descent-riktning och visa att den berdknade Newton-
riktningen uppfyller kravet for en sadan.

b) I vilka punkter i R? ir Newton-riktningen inte vildefinierad?
140. Betrakta problemet
max f (21, T, 73) = —23 + 271 — 275 — 275 + 673

a) Visa att riktningen d = (1,0, 1) fran punkten z = (1,1,1)” ger ascent.
b) Bestdm optimal steglangd.
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141.

142.

143.
144.

Betrakta problemet
min f(z1,29) = Qx% —3T120 + ax% —4x1 4 329

a) For vilka véirden pa a dr f(z1,x2) en strikt konvex funktion?
b) Ar riktningen d = (1,1)7 en descentriktning i punkten z = (3,0)7?

c) For vilket virde pa a dr brantastelutningsriktningen och Newtonriktning-
en parallella i punkten z = (2,1)%?

d) For vilka viarden pa a konvergerar Newtons sokmetod till globalt mini-
mum pa en iteration?

Kan optimum till problemet
min f(x1, ) = (r1 — 2)* + 5(2 + 6)*

erhallas efter endast en iteration med brantaste lutningsmetoden, om man
forst utfor en variabelsubstitution och darefter startar i en godtycklig punkt?

Hérled sokriktningarna i brantaste lutningsmetoden och Newtons metod.

(Newtons metod for icke-linjara ekvationssystem.)

Antag att funktionen F' : R® — R™ ar kontinuerligt differentierbar och betrak-
ta det icke-linjara ekvationssystemet

F(z)=0.

Newtons metod for obegrinsad optimering har sin motsvarighet i en me-
tod for 16sning av detta problem. Givet ett iterat x* gors i denna metod
en linjarapproximation av den icke-linjara funktionen, vilket resulterar i ett
approximerande linjdrt ekvationssystem pa formen

F(a*) + VF(2")(x — 2*) = 0,
eller ekvivalent
VF(ack)x = VF(xk)xk — F(:Ek),

dar
VFl (.’L’)T

VF(;E) _ VF2‘<:L')T

VFn:(af)T

ar Jakobianen for funktionen F. Under forutsittning att Jakobianen i z* ar

icke-singulédr sa har det linjara ekvationssystemet en entydig 16sning, vilken
utgor det nya iteratet, 2%+, dvs

" = 2F — V(") F ().

(Man kan visa att om funktionen F' uppfyller vissa krav sa kommer sekvensen
av iterat att konvergera till en 16sning till det ursprungliga ekvationssystemet.)
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145.

146.

147.

148.

a) Betrakta det icke-linjira ekvationssystemet
. Fl(l‘l, Ig) . 2(1’1 - 2)3 + 1 — 2%2 i 0
F(Il’ 1'2) N ( FQ(.Tl, IQ) - 4%2 — 21‘1 N 0 '

Gor en iteration med den ovan beskrivna metoden fran z° = (1,0)7.
Berékna virdet pa

1F (21, 22) || = V/Fi(21,22)% + Fy (1, 2)2

i 2% och z'. (Observera att ||F(x)|| = 0 om och endast om F(z) = 0,
varfor viirdena || F(z%)[|, k = 1,2, ..., kan anviindas som matt pa iteratens
kvalité. )

b) Forklara varfor den ovan beskrivna metoden generaliserar Newtons me-
tod for obegriansad optimering till en storre problemklass.

Givet det obegrinsade icke-linjara optimeringsproblemet
min f(x) = 2% + 22 + 2129 — 201 — 4as.

a) Berikna den brantaste avtaganderiktningen i punkten (1,1)7.
b) Beriikna Newton-riktningen i samma punkt.

¢) Visa att Newton-riktningen i Z &r en avtaganderiktning.

Betrakta det obegriansade optimeringsproblemet

1
min f(r) = 'z + 2 Cx,
reR? 2

dédr C' dr en symmetrisk och positivt definit matris. Hérled en variabeltrans-
formation som gor att ett steg i brantaste lutnings-metoden finner den unika
optimallosningen oavsett val av startpunkt.

Los problemet
min f(z) = 2(z; — 3)* + (73 — 1)?

I S 2
T ) o) 2 0

med Frank-Wolfe algoritmen. Starta i origo.

Givet problemet
min f(z) = 223 + 4x129 + 623

da T+ 41‘2 < 7
T2 > 1
Ty Z 0.

a) Genomfor en iteration med Frank-Wolfe metoden fran punkten (1,1)7.

b) Jamfort med malfunktionsvirdet i punkten erhallen i a), hur mycket av-
viker det optimala malfunktionsvérdet hogst?
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149. Los problemet

min f(z) = 222 + 23 — 2wy + T — 31
da I Z 0
0 S i) S 1

med Frank-Wolfe metoden. Starta i origo och goér hogst 2 iterationer.

150. Betrakta problemet

min f(z) = (21 + 229 — 6)? + (227 — 23 — 2)?

dé 2.’K1 + 31’2 S 9
T S 3
T, 1x2 = 0.

a) Visa att problemet &r konvext.

b) Utfér en iteration av en lamplig metod for problemet, med start i origo.
Ange ett intervall inom vilket det optimala malfunktionsvardet ligger.

151. Betrakta det konvexa problemet

fr=min f(z) = J(x1—3)*+ (22 — 2)?
da 2$1 — X9 2 2
1 + x2 < 4
i) Z 0

och den icke-optimala tillatna losningen T = (g, %)T Berdkna pa lampligaste
sitt en icke-trivial ovre gréns for differensen f(Z)— f*. (En 6vre grins baserad

pa optimalvérdet for det obegrénsade problemet betraktas hér sasom varande
trivial.)

152. Los problemet
min f(z) = (r; — 1) + (x5 + 1)?

da ry — i) Z 1
T — 22(32 S 3
T2 S 0
med Frank-Wolfe metoden. Starta i punkten (3,0).
153. Betrakta problemet
max f(z) = 4xy + 61y — 227 — 2mmy — 223
da ry + 2£C2 < 2
r , w» = 0.

Med start i 2° = (1/2,1/2)T, 16s problemet med Frank-Wolfe algoritmen.
Ange i varje iteration ett intervall déri det optimala malfunktionsvardet ligger.
Varfor dr uppskattningarna giltiga for detta problem? (Hogst tre iterationer
atgar.)
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154. (En modifierad Frank-Wolfe algoritm.)

En svaghet hos Frank-Wolfe algoritmen &r att varje sokriktning bestams ge-
nom att en linjar approximation av (den icke-linjira) malfunktionen opti-
meras over hela det tillatna omradet. Detta resulterar nédmligen ofta i att
linjdriseringen utnyttjas langt bort fran approximationspunkten, det vill siga
i omraden dér linjériseringen typiskt utgor en dalig approximation av den rik-
tiga malfunktionen. En konsekvens av detta &r att Frank-Wolfe algoritmens
sokriktningar kan ge mycket svag descent, vilket de ocksa ofta gor i praktiken.

Ett sitt att atgdrda denna svaghet hos Frank-Wolfe algoritmen &r att till det
linjéra problemet addera villkor som gor att ett optimum (till det modifierade
problemet) inte ligger for langt fran approximationspunkten. Om problemet

ff=max f(x)
da Az <b
z >0

angrips med Frank-Wolfe algoritmen sa ges det vanliga linjériserade problemet
av

(LP) max f(2%) + Vf(a®)T(x — 2%)
da Az <)
z >0,

dir 2% ar en tilldten iterationspunkt, och den modifierade motsvarigheten kan
till exempel ges av

(RLP) max f(zF) + Vf(a®)T(x — %)
da Az <)
|z — 2" [o<e
x>0,

dir ¢ > 0 &r litet. Restriktionen || z — 2F ||< € dr ekvivalent med att
xf —e<z; < xf + ¢ skall gélla for alla j, och den beskriver alltsa en hyperkub
med centrum i 2* och med sida 2¢. Det modifierade problemet &r dérfor ocksa
ett linjart problem, men med uppat och nedat begrinsade variabler. (Detta &r
latthanterliga extravillkor, vilket &r skilet till att vi anvéinder en max-norm
istdllet for en Euklidisk norm eller en ett-norm.) Notera att det modifierade
problemet typiskt inte ger en optimistisk uppskattning av f* (dven om f &r
konkav.) Notera ocksa att den maximala tillatna steglingden (i algoritmens
linjesokning) typiskt &r storre én ett.

Betrakta nu det numeriska exemplet

max f(z) = 4x; + 619 — 227 — 22119 — 203
da T+ 229 < 2
1,72 >0

och den tillatna startlésningen x° = (0, 0)7.
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a)

Lat d° beteckna den sokriktning (fran z°) som fas med det vanliga rikt-
ningsbestdmmande problemet i Frank-Wolfe algoritmen (dvs med LP).
Beriikna V f(2°)7d%/ || d° ||2 (dvs riktningsderivatan av f i ° lings den
normerade riktningen d°/ || d° ||2).

Lat nu istéllet d° vara den sokriktning som fas med problemet RLP, och
beriikna motsvarande storhet som i deluppgift a). Vélj e = 1/10. Jamfor
med resultatet i deluppgift a); vilken slutsats kan dras?

Tillampa den ovan beskrivna modifierade Frank-Wolfe algoritmen pa det
numeriska exemplet. (Forsta sokriktningen berdknades i deluppgift b).)
Exemplet behover inte 16sas till optimalitet; det rédcker att berdkna nésta
iterationspunkt (x') och den déirpa foljande sokriktningen (d'). [Anvind
e =1/10 dven i den andra iterationen.]

155. Betrakta foljande problem

a)

b)

min f(z1,22) = 27+ 623 + 21 — 229
da Ty + Xg Z 2
—2r1+325 < 6
3[[’1 - 21’2 S 9
T1,T2 Z 0

Los problemet med Frank-Wolfe metoden. Starta i punkten 2 = (3 1)
(Hogst 3 iterationer behovs.)

Visa att den funna punkten satisfierar Karush-Kuhn-Tucker villkoren.

156. Lat f: R — R vara differentierbar och A € R™*". Antag att = &r ett lokalt
optimum till problemet

min f(x)
da Az =0b.

Visa att det da finns A € R™ sadant att Vf(z) + ATX = 0.

157. Los foljande problem, dar samtliga konstanter ér reella och positiva.

n
min E zjlnz,
Jj=1

da ijl’j = bo
j=1

z; > 0 j=1,.,n

Global optimalitet skall motiveras.
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158. Los foljande problem, dar samtliga konstanter ér reella och positiva.

n
min E (lj.l’j
=1

da Z bj/,Tj S bo
j=1
Z; > 0 jzl,..,n.
Motivera global optimalitet.

159. Givet foljande icke-linjara optimeringsproblemet, dér a ar reell parameter.

min f(z,y) = (r — 27+ (y — 1)?
da 22 —ay < 0
r+y—2 < 0

Finn med hjalp av Karush-Kuhn-Tucker teori de virden pa a for vilka det
forsta bivillkoret ar uppfyllt med likhet i det globala optimat.

160. Betrakta problemet

max cry + X9

da x1m9 — 219 < 3
6371 -+ 433'2 S 39
rn , Ty =2 0

dér ¢ &r en icke-negativ parameter.
a) For vilka viirden pa c ér (5/2 6)7 en Karush-Kuhn-Tucker punkt?
b) Avgor grafiskt for vilka virden pa ¢ som (5/2 6)T #r optimal.
161. Betrakta det konvexa optimeringsproblemet

min f(z) = (21— 14)% + (22 — 11)2
da g1(z) = (21 —11)2 + (2 — 13)2 = 112 <0
ga(x) = @1+ a2 —19 <0.

a) Teckna Karush-Kuhn-Tucker villkoren.

b) Studera problemet grafiskt for att bestamma vilka bivillkor som &r bin-
dande (aktiva) i optimum. Utnyttja denna information och Karush-Kuhn-
Tucker villkoren for att berdikna optimum.

162. Betrakta problemet
min f(z) = Y a(c; + ;)
j=1
da doat < b
j=1

n
Zajxj 2 d.
j=1
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a) Formulera Karush-Kuhn-Tucker villkoren fér problemet.
b) Lat n =3, ¢ = (10,2, —1)T, a = (4,2,2)", b = 5 och d = 6. Ar nagon av
punkterna (2, —1,0)%, (2,0, —1)T och (0, 1,2)T da ett globalt minimum?
163. Givet problemet

min f(x1,22) = 327 — 102122 + 1023
x% —azre <2

a) Avgor for vilket /vilka viirden pa parametern a som punkten z = (2,1)7
uppfyller Karush-Kuhn-Tucker villkoren till problemet.

b) Ar Karush-Kuhn-Tucker villkoren hér tillrickliga for optimalitet?

164. Tag fram optimalitetsvillkoren fér LP-problemet

maxz = clx
da Ar < b
zr > 0
med hjalp av Karush-Kuhn-Tucker villkoren.
165. Betrakta problemet
min f(z1,29) = (321 — 22)* + 423 — 2,

da 423 < 37
—4951 +x9 = 2
Ti,T9 > 0.

Undersok om punkten (1,6)7 uppfyller Karush-Kuhn-Tucker villkoren.

166. Betrakta problemet

min f(z1,72) = —2172
da T1 + X9 < 1

a) Visa att punkten (0,0)7 satisfierar Karush-Kuhn-Tucker villkoren.

b) Visa att denna punkt inte dr lokalt minimum.

167. Betrakta det icke-linjdra optimeringsproblemet

max 75 — 1 + 21
da r, + ) S 4
—x1 + 4dxy > 2
x , @ = 0

och den tillatna 16sningen Z = (1,3)7.

a) Ar z en Karush-Kuhn-Tucker punkt?
b) Ar Z ett globalt optimum?
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168. a) En programvara for ickelinjar optimering har anvénts for att 16sa proble-
met

min 121 — n(Txy + 1)
da 1+ To > 5
x1+ x5 + 223 < 40
x9 > 0,
och funnit en punkt som den pastar ar ett globalt minimum. Programva-
ran har dock ett dubiost ursprung, varfor vi vill kontrollera resultatet. En
inséttning i Karush-Kuhn-Tucker villkoren f6r problemet ger vid handen
att dessa dr uppfyllda. Detta riacker dock inte for att vi skall vara sédkra
pa att den funna punkten verkligen &r ett globalt minimum. Komplettera
analysen med det som behovs ytterligare!

b) Programvaran pastar dessutom att den funna punkten ér det enda globala
minimat (dvs att problemet har unikt optimum i den funna punkten.)
Utred huruvida det finns fog for detta pastaende!

169. a) Visa att problemet

min  x] + 23 + 1222 + 6235 — 2109 — 11 — To
da x1+x226
21’1 — X9 Z 3

har en Karush-Kuhn-Tucker punkt i z = (3, 3)7.
b) Visa att z dr unikt optimum. Motivera noga!
170. (Yttre straff ger relaxering.)

a) Betrakta ett problem pa formen

*=min f(z)
da gi(z)=0, 1=1,....m,

dar x € R™, och f och alla g; ar kontinuerliga pa R". Lat P : R™ — R,
vara en yttre straffunktion, dvs en funktion sadan att

=0 da y=0
P(y){>o da y £0,

och betrakta det straffade problemet

dér p > 0. Visa att detta problem &r en relaxering av det ursprungliga.

57



b) Utnyttja resultatet i deluppgift b) for att finna en icke-trivial undre gréns
till

f*=min 2(z; —2)? + (25 — 2)?
da T1+ T = 1.

Anvénd en kvadratisk straffunktion och p = %

[Anmérkning: En omformulering medelst en yttre straffunktion ger naturligtvis
en relaxering éven i fallet da de straffade villkoren &r av olikhetstyp.]

171. Betrakta optimeringsproblemet

(ILP) min f(x)
da zeX

dér méngden X C R™ ar icke-tom, sluten och konvex, och funktionen f : R" —
R &r kontinuerligt differentierbar och konvex pa X. Lat z* € X.

a) Visa att om z* dr en optimallosning till problemet

min Vf(z*)Tx
da ze X

sa galler for alla x € X att
V) (z —a2*) > 0.

Visa vidare att detta resultat medfor att z* &r en optimallosning till
(ILP).

b) Illustrera resultatet pa problemet

min f(z) = 2(z; —3)* + (22 — 1)°

da 3r; + 2z < 10
T S 2
rn , 1wz = 0O

c) Visa att om X = R sa reduceras det nodvindiga optimalitetsvillkoret i
deluppgift a) till Vf(x*) > 0 och V f(z*)Tz* = 0.

d) Visa att da istéllet X = {x € R"|Az = b} sa fas att «* &r optimal endast
om V f(z*) &r ortogonal mot nollrummet till A.

172. Givet en konvex funktion f.

a) Ange méngden av alla descentriktningar till f i punkten z.

b) Antag att d &r en descentriktning till f i punkten 7. Ar det da moijligt
att avgora om d &r en ascentriktning eller descentriktning i punkten
utifran att d”’d = 0, dvs att d och d &r vinkelrdta mot varandra?
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¢) Antag att man vill soka optimum till problemet
min f(x)
P "aa ar<o.
Antag vidare att man 16st LP-problemet
min ‘'z + ¢
da Ax <b.

Kan man utnyttja informationen ovan for att ta fram en 6vre gréns for
det optimala malfunktionsvérdet till (P)? Hur kan man med ett lampligt
val av ¢ och ¢y generera en undre grans?

173. Betrakta problemet

T

min f(z,...,2,) = Zc_

n 2
J

Jj=1

n

j=1

X Z 0 jzl,...,n,

didr ¢; > 0, Vj, och D > 0. Visa att optimallosningen och det optimala
malfunktionsvirdet ges av

174. Betrakta det icke-linjdra optimeringsproblemet

ff=min f(z)= 27+ 32— 32 — 5
da g(x)= 23 —23—-1<0 (P)
221 21
1>z > 1.

a) Skapa ett linjart optimeringsproblem som approximerar (P) genom att
Taylor-utveckla funktionerna f och g i punkten z = (1,1)T. Los det
linjéra problemet grafiskt.

b) Vilken relation géller mellan f* och det linjéra problemets optimalvarde?
(Optimalvardet f* varken behover eller skall berdknal) Motivera noga
varfor den pastadda relationen géller.

175. Betrakta optimeringsproblemet

min f(z)
(P) da g(x)

29



176.

177.

178.

179.

180.

a) Teckna det Lagrange-relaxerade problemet.
b) Teckna det Lagrange-duala problemet (med dual malfunktion h).

c) Visa att h(u) < f(x) géller for alla w och z som &r tillatna losningar i
Lagrange-dualen respektive (P).

Bestam lampligt Lagrange-dualt problem till
min Z Z Ty In x5
i=1 j=1
da Zl’z’j = bj jzl,...,n

i
E Tijg = O izl,...,m
J

xij

Y
o

(LP-dualitet som specialfall av Lagrange-dualitet.)
Anviand Lagrange-dualitet for att hiarleda LP-dualen till det linjara problemet

T

min c'zx
da Ax > b
z > 0.

Lagrange-relaxera villkoret (1) i nedanstaende problem och bestdm en optimal-
16sning genom att formulera och 16sa det Lagrange-duala problemet.

min 627 + 423 + 23

da 24x; + 24z, = 360 (1)
T3 Z 1
Betrakta problemet
min f(z) = 228 + a3 — 22, — da,
da rn + w2 —2 =0 (1)
T Z 1, i) Z 0. (2)

Lagrange-relaxera bivillkor (1) med multiplikator A. Formulera det Lagrange-
duala problemet och bestdm den duala funktionens vérde i punkterna A = 1
och A = 2. Ange om mgjligt ett intervall inom vilket det optimala malfunk-
tionsvérdet ligger.

Anvénd Lagrange-dualitet for att 16sa féljande problem.

a)
min f(z)= z? + 323
da Ty + 21’2 > 1
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181.

182.

183.

184.

185.

min f(z)= 2} + 23
da Ty + T2 > 2
o+ 13 <5

Givet problemet
min f(z) = 2x% + 23+ 11 — 329

da 2+ 1 > 8 (1)

1 S T S 3

2 S i) S 5

Lagrange-relaxera villkoret (1) med multiplikator A. Formulera det duala pro-
blemet och bestdm den duala funktionen for A = 1,2 och 3. Inom vilket inter-
vall ligger f*. Skissa den duala funktionen.

Givet det konvexa problemet
min f(x) = 22?2 + 23— 21
da 4r; + 229 > 0.
Finn ett optimum genom att formulera och 16s det Lagrange-duala problemet.
Givet problemet
min f(z) = 2%+ 523 — 61,

da 32 — 21, < 6.

Teckna den Lagrange-duala funktionen och bestdm funktionens varde for mul-
tiplikatorviardena 0 och 1. Inom vilket intervall ligger f*7

Givet problemet

min f(x) = 23+ 223 + 323
da 202 + @y + 2x3 > 10 (1)
0<2, <2, 2221

Lagrange-relaxera villkor (1) med multiplikator A och formulera det duala
problemet. Bestam den duala funktionens vérde for A = 0,1 och 2. Inom vilket
intervall ligger f*?7

Givet problemet

minz= —x; — 4xy — x3 — 214
da r1 + m + x3 + 224 < 6 (1)
3$1 + ) < 6
—r1 + ) S 2
r3 — Ty S 2
3 + x4 < 3
Ty, Tg, T3, T4 Z 0.
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Lagrange-relaxera det 6vergripande villkoret (1) med multiplikatorn y. Formu-
lera det Lagrange-duala problemet och bestdm den duala funktionens vérde
for y = 2. Det relaxerade problemet 16ses lattast grafiskt. Inom vilka grénser
ligger det optimala malfunktionsvéirdet fér det givna problemet?

186. Betrakta problemet

min f(r) = 222 — 4x; + 23 +219
da T + ) Z 1
r1 — i) S 3.

Lagrange-relaxera bada villkoren och formulera det Lagrange-duala problemet.
Berikna de relaxerade l6sningarna samt vérdena av den duala funktionen for
multiplikatorviirdena (0,0)7 och (1,1)7. Inom vilket intervall ligger f*?

187. (Billigaste vig med sidovillkor.)

I nedanstaende natverk anges bade kostnad c¢;; och tid ¢;; per flodesenhet for
varje bage. Vi vill finna en vig fran nod 1 till nod 6 som minimerar totalkost-
naden givet att totaltiden inte far 6verstiga 14 tidsenheter.

Ci' t ij

Figur 18: Néatverk till uppgift 187.

a) Formulera problemet som ett heltalsproblem.

b) Lagrange-relaxera villkoret avseende totaltiden och formulera det Lagrange-
duala problemet.

c) Bestdm den Lagrange-duala malfunktionens vérde fér multiplikatorvirdena
0,1,2 och 3. Ar nagot av viardena en optimal duallosning? Inom vilket
intervall ligger det optimala primala malfunktionsvérdet?

188. Betrakta foljande optimeringsmodell, vilken beskriver problemet att till lagsta
kostnad skicka fléde av flera produkter genom ett nétverk.

min z = E g cf]xfj

keK (i,j)€B
da AxF = d* ke K
keK
afy, > 0 kek, (i,j)eB



189.

Har ar:

)
Ko

)

QU

uz'j

= maéngden av produkter

méngden av bagar

anslutningsmatrisen for natverket

flode av produkt k& pa bage (i, )

vektor med alla bagfléden av produkt &

= kostnad per flodesenhet av produkt k pa bage (i, 7)

= vektor med nodstyrkor (tillgang/efterfragan) for produkt k
= kapacitet pa bage (i, 7).

Beskriv hur problemet kan angripas medelst Lagrange-relaxation. Hur ser det
relaxerade problemet ut och hur l6ses det? Hur uppdateras multiplikatorerna?

(Minimaltrad under sidovillkor.)

Vi vill i natverket i figur 19 finna ett uppspéannande trad sadant att valensen i
nod 1 &r hogst tre och att kostnaden &r minimal. (En nods valens ges av antalet
anslutande bagar. Ett valenskrav av denna typ kan t ex uppkomma da noden
svarar mot en teknisk utrustning med ett givet antal anslutningsmojligheter.)
Detta dr uppenbarligen ett minimaltradsproblem under ett sidovillkor pa va-
lensen i nod 1, och kan med foérdel angripas med Lagrange-relaxering av sido-
villkoret.

a)

O @, O

I T
> /\O/\Q

Figur 19: Nétverk till uppgift 189.

Lagrange-relaxera sidovillkoret och teckna det Lagrange-duala problemet.
Evaluera den duala malfunktionen for dualvariabelviardena 0, 8 och 11. Ge
de bista mojliga uppskattningarna av det optimala malfunktionsvérdet
for det ursprungliga problemet.

Visa att den Lagrange-duala malfunktionen fér dualvariabelvirdet 9 har
bade en negativ och en positiv subgradient. (Observera att subgradienten
hir ar endimensionell.) [Av resultatet foljer naturligtvis att detta &r ett
Lagrange-dualt optimum. |

For minimaltriadsproblem under sidovillkor upptréder typiskt ett (posi-
tivt) dual-gap, men for just det specialfall som studerats i deluppgift
a) och b) finns inget dual-gap (dvs stark dualitet géller). I detta fall
gar det alltsa att anvinda de sa kallade globala optimalitetsvillkoren for
att bestamma ett primalt optimum utifran ett Lagrange-dualt optimum.
Finn pa detta sitt ett uppspannande triad som dr optimalt under den
givna valensrestriktionen!
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190. Det generaliserade tillordningsproblemet kan formuleras som

191.

m n
min z = E E Cij T4

i=1 j=1
n

da Zaijxij S bz izl,..,m (1)

J=1

Zmij =1 J= 17"7” (2)
=1
zy; € {0,1} i=1,..,m;j=1,..,n.

Om problemet ska l6sas genom att utnyttja Lagrange-relaxation kan anting-
en villkoren (1) eller (2) relaxeras. Formulera de relaxerade problemen i de
bada fallen. Vilka problemtyper erhalls och hur léses de? Vilket Lagrange-
dualt optimalvirde ger den starkaste optimistiska uppskattningen av det givna
problemets optimalvérde?

(Lagrange-duala tillrdckliga optimalitetsvillkor.)

Betrakta ett problem pa formen

min f(x)
da  g(z) <0
re X CR",

dér funktionerna f: R® — R och g : R* — R™ &ar kontinuerliga och méngden
X éar sluten, och det Lagrange-duala problemet

g )

dar

h(u) = min f(x) +u' g(x),

det vill sédga optimalvirdet for det problem som fas da de explicita villkoren
g(x) < 0 Lagrange-relaxeras med multiplikatorer v > 0.

a) (Globala optimalitetsvillkoren medf6r primal optimalitet.) Det primala
problemet kan angripas med en tva-stegs procedur. Los forst det Lagrange-
duala problemet. Lat u* beteckna ett dualt optimum. Bestdm dérefter,
om mojligt, ett x* € R" vilket uppfyller de globala optimalitetsvillkoren,
det vill séiga med egenskaperna

x* 16ser gél)r(l f@)+uTglx) ()
ug(at) =0 (i)
g(x*) <0. (i17)

Visa att ett sadant z* 16ser det primala problemet. (Notera att det forsta
villkoret implicerar att z* € X.)

[Anmérkning: De globala optimalitetsvillkoren innebér: (i) optimalitet
i det Lagrange-relaxerade problemet, (i) komplementaritet, och (i)
tillatenhet.|
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b) (Exempel.) Om det primala problemet &r konvext (och har en opti-
mallosning) sa kan de tre villkoren ovan alltid uppfyllas, varfor det pri-
mala problemet alltid kan l6sas med den beskrivna proceduren. Anvand
den for att 16sa det linjéra (och darfor konvexa) problemet

min z = r1 — 3%
da —r1 + 2.172 S 6
ry + ) S 5
o, ze > 0.

Lagrange-dualisera det forsta bivillkoret.

c) (Ett specialfall.) Antag att det Lagrange-relaxerade problemet

min f(z) +ug(x)

har ett unikt optimum, betecknat z(u*). Hur forenklas i detta fall det
resultat som visades i deluppgift a)? Ge villkor pa f, g och X som &r
tillrackliga for att det Lagrange-relaxerade problemet skall ha ett unikt
optimum for varje u > 0, sa att detta speciellt géller dven i (ett a priori
oként) optimum wu*.

[Anmiérkning: Om u* > 0 och g(z*) < 0 sa giller att u*"g(z*) = 0 om och
endast om w}g;(z*) =0 for i = 1,..., m. De globala optimalitetsvillkoren kan
alltsa ekvivalent uttryckas som

x* 1oser HH)I(I f(x) +uTg(x)
Te

ufgi(z*) =0, i=1,....m

g(z*) < 0.

For att finna ett * € R"™ som uppfyller de globala optimalitetsvillkoren,
givet ett kidnt dualt optimum, u*, dr det vanligen ldmpligast att utnyttja
denna ekvivalenta form. Detta beror pa att de separata komplementvillko-
ren ufg;(z*) = 0,7 = 1,...,m, direkt ger information om vilka av villkoren
gi(z) <0,i=1...,m, som ett sokt * maste uppfylla med likhet; det aggre-
gerade komplementvillkoret u**g(z*) = 0 ensamt ger inte denna information.

Noteras kan ocksa att om det ursprungliga problemet har formen

min  f(z)
da g(z)=0
re X CR",

sa reduceras de globala optimalitetsvillkoren till

I . «T
{ x* 1oser min flz)+u" " g(x)
g(z") =0,

eftersom komplementvillkoren da alltid blir uppfyllda.]
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192. (Primal-duala optimalitetsvillkor.)
Betrakta problemet

f*=min f(zx)
(P) da g(x) <0 | u>0
r e X,

diar X C R™ ar sluten och begriansad, och funktionerna f : X — R och
g : X — R™ &r kontinuerliga. Betrakta vidare det Lagrange-duala problemet

(D) h* = max h(u)
dar
h(u) = min f(x) + ' g(z).

a) Visa svag dualitet, det vill sdga att om Z och @ &r tillatna 16sningar till
respektive problem sa géller att h(z) < f(Z).

b) Lat ater Z och @ vara tillatna losningar till respektive problem. Visa att
om h(u) = f(Z) géller sa ar bade T och u optimala, i respektive problem.
Motivera noga!

c) Visa att om z och u > 0 uppfyller de globala optimalitetsvillkoren, det
vill séga om

T loser m1}r{1 f(z) +a’g(x)
S

ulg(z) =0

9() <0,

sa dr bade T och u optimala, i respektive problem.

[Anmérkning: En intressant slutsats av dessa resultat &r att de globala opti-
malitetsvillkoren ger ett primalt optimum endast om @ loser (D) och h* = f*
och att de annars saknar 16sning. Det senare ar alltsa alltid fallet da u inte
loser (D) eller da ett positivt dual-gap upptrader.]

193. (Numeriskt exempel pa Lagrange-dualitet.)

Anviand Lagrange-dualitet for att 16sa det linjdra problemet

max z = 3131 + To + 2%3 + Ty
da 21‘1 + T3 + 2ZE4 S 6
1 + 239 < 1
rs — Ty S 1
Ty < 2
x , X9 , x3 , x4 > 0.

Lagrange-dualisera det 6vergripande bivillkoret och utnyttja det resulterande
subproblemets separabilitet. (Ledning: Det riacker att studera den Lagrange-
duala malfunktionen for dualvariabelvérden som &r néra 1.)
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194. (Numeriskt exempel pa Lagrange-dualitet.)

Betrakta det konvexa problemet

a)

Q)
e)

. 1 4
mmn — 4+ —
X1 X2
da Ty + X9 §4
x1,x9 = 0.

Lagrange-relaxera det 6vergripande bivillkoret, teckna den resulterande
implicita duala malfunktionen och det duala problemet. Motivera varfor
det relaxerade problemet alltid har ett unikt optimum, varigenom den
duala malfunktionen &r differentierbar 6verallt.

Los det implicita Lagrange-duala problemet genom att utnyttja att gra-
dienten till en differentierbar dual malfunktion kan uttryckas med de
funktioner som ingar i de Lagrange-relaxerade villkoren och den unika
16sningen till det relaxerade problemet.

Teckna nu istéllet ett explicit Lagrange-dualt problem (dvs ett dualt pro-
blem som &r uttryckt i endast dualvariabeln). Los det explicita duala
problemet och bekrifta resultatet ovan.

Finn det primala problemets optimum.

Visa att stark dualitet géller. Varfor géaller den?

195. (Styckvis linjar Lagrange-dual malfunktion.)

Betrakta det primala problemet

min f(x)
da  g(z) <0
r e X,

dir X C R", f : R® — R och g : R* — R™. Om restriktionerna g(z) <
0 utgor komplicerande sidovillkor vilka Lagrange-relaxeras fas det Lagrange-
duala problemet

dar

a)

max h(u),

h(u) = min f(x) + u’ g(x).
rzeX
Antag att méngden X &r dndlig (dvs att den bestar av dndligt manga
element; till exempel ett dndligt antal heltalspunkter). Beteckna elemen-
teni X med 2P, p=1,..., P. Visa att den duala malfunktionen A da &r
styckvis linjar. Hur manga linjiara segment kan funktionen som mest vara
uppbyggd av? Varfor ar den inte alltid uppbyggd av detta antal segment?

[Anmérkning: Notera att detta resultat giller oavsett vilka egenskaper
som funktionerna f och g har.]
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b) Illustrera resultatet i deluppgift a) med hjélp av det linjéra 0/1-problemet

Zz¥= max z= o5xr; + 8xry + Txz + 914
da 35171 + 2[E2 + 2[[‘3 + 41‘4 S 5}
201 + 9 + 223 + x4 = 3
ry T2 rs Ty = 0/1,

dér det forsta villkoret betraktas sasom varande komplicerande.

c) Antag att funktionen f och alla komponentfunktioner i g &r linjira, samt
att mangden X &r en polytop (dvs en begransad méngd som kan beskrivas
med ett dndligt antal linjara likhets- och olikhets-villkor). Visa att den
duala malfunktionen &ven i detta fall ar styckvis linjar. Hur manga linjéra
segment kan funktionen som mest vara uppbyggd av?

196. (Lagrange-dualisering och konvexifiering.)

For problemet

min  f(x)
da  g(z) <0
re X CR",

dér funktionerna f: R® — R och g : R* — R™ &ar kontinuerliga och méngden
X dr sluten, giller att om det finns ett 2* € R™ och ett u* € R’ som uppfyller
de globala optimalitetsvillkoren, det vill sdga sadana att

* 1 : *T
x* 16ser min flx) +u" g(x)
uwTg(z*) =0
g(z*) <0,

sa ar x* en optimallosning. (Notera att det forsta villkoret implicerar att z* €
X.) For konvexa optimeringsproblem kan detta resultat anvéindas for att finna
en optimallosning genom att man forst loser det Lagrange-duala problemet

max h(u),

dar
h(u) = min f(x) +u' g(x),

for att finna u*, varefter ett x* kan berdknas.

a) (Icke-konvext exempel.) For icke-konvexa optimeringsproblem kan det
ej garanteras att man finner en primal optimallosning med den ovan be-
skrivna duala strategin. Illustrera detta faktum med hjélp av problemet

f* = min f(z) = —2x; + 29
da g($>:$1+$2—3§0
(x1,22) € X ={(0,0),(0,4), (4,4), (4,0), (1,2), (2,1)}.
Vilket eller vilka av de tre tillrdckliga optimalitetsvillkoren kan ej uppfyl-

las? Beridkna dualitets-gapets storlek, det vill sdga f* — h*, ddr h* ar det
Lagrange-duala problemets optimalvérde.
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b) (Konvexifierad version.) Betrakta problemet

f& = min f(z) =221+
da g(x)=21+22—-3<0
(%1,1’2) € X¢= {(371,.1'2)‘ 4 Z T Z O, 4 Z i) Z O},

vilket &r en konverifierad version av problemet i deluppgift a). Los proble-
met och berdkna f. Vilken relation géller i detta exempel mellan optimal-
viardena for det Lagrange-duala respektive det konvexifierade problemet
(dvs mellan h* och f7).

[Anmérkning: Denna relationen kan visas vara allméngiltig,.|

197. (Numeriskt exempel pa Lagrange-heuristik.)
Betrakta det linjara 0/1-problemet

2= max z= o517 + 8ry + Txrz + 914
da 35(31 + 21’2 + 3%3 + 31‘4 S 6 (1)
21’1 + 3.1‘2 + 3ZE3 + 41‘4 S 5 (2)
T + T3 = 1
To + x4 = 1
r , ® , wx3 , x4y = 0/1

a) Lagrange-relaxera villkoren (1) och (2) med multiplikatorer uy,us > 0.
Formulera det relaxerade problemet och motsvarande Lagrange-duala
problem. Vilka egenskaper har det duala problemet?

b) Evaluera (berdkna vérdet pa) den Lagrange-duala malfunktionen for u; =
uy = 1. Relatera det berdknade vardet till z*.

c) Berdkna en subgradient till den Lagrange-duala malfunktionen i u; =
U = 1.

d) Finn en tillaten 16sning till det ursprungliga problemet genom att pa
lampligt sédtt modifiera 16sningen till det Lagrange-relaxerade problemet
(med u; = us = 1). Relatera det resulterande malfunktionsvérdet till z*.

e) Hur uppdateras multiplikatorerna i subgradient-optimeringsmetoden? Hur
kan resultatet i deluppgift d) utnyttjas vid berdkning av stegldngden.

f) Vilken &r relationen mellan det Lagrange-duala problemets optimalvérde
och z*7 Forefaller det troligt att ett dualitets-gap upptréader? Varfor (in-
te)?

g) Hur forhaller sig optimalvirdet for det Lagrange-duala problemet till op-
timalvérdet for den kontinuerliga relaxationen (linjarprogrammeringsre-
laxationen) av det ursprungliga problemet? Motivera!
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198. (Subgradienter och optimalitet for obegrénsade Lagrange-dualer.)
Betrakta det primala problemet

min f(x)
da g¢g(x)=0
re X CR",
med f : R" — R och g : R* — R™, samt det tillhérande Lagrange-duala
problemet
max h(u),
uER™
dér

h(u) = min f(z) + u'g(x),

det vill sédga optimalvirdet for det Lagrange-relaxerade problemet. Antag att
méangden X #r kompakt och att funktionerna f och g &ar kontinuerliga pa X.
Den duala malfunktionen &r da &ndlig, konkav och kontinuerlig pa det duala
rummet, varfor Lagrange-dualen ar ett konvext problem.

a) Lat u € R™ vara godtycklig. Definiera en subgradient, 7, till A i . Defi-
niera ocksa subdifferentialen, 0h(a), till A i .

b) Lat xz(u) vara en 6sning till problemet

min f(z) +"g(x)

Visa att vektorn g(z(u)) dr en subgradient till A i u.

¢) Visa att om det for nagot v = u* géller att 0 € Oh(u*) sa ar u* ett dualt
optimum.

d) Tlustrera detta resultat pa det linjara problemet

min z = T, — 3%
da —-r1 + 21’2 = 6
ry + T S 5
T o, x9 = 0,

dér det forsta villkoret anses vara komplicerande och darfér Lagrange-
dualiseras, med multiplikator u. I «* = 4/3 finns alternativa losningar
till Lagrange-subproblemet, vilka ger upphov till alternativa subgradien-
ter till den Lagrange-duala malfunktionen. Det finns speciellt exakt tva
extrema l6sningar till Lagrange-subproblemet, och dessa ger upphov till
tva extrema subgradienter (dvs subgradienter som inte kan tecknas som
icke-triviala konvexkombinationer av andra subgradienter); finn de extre-
ma subgradienterna. Teckna subdifferentialen 0h(u*). Verifiera att u* ar
ett optimum till det duala problemet.
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199. (Subgradienter och optimalitet for begréinsade Lagrange-dualer.)
Betrakta det primala problemet

min f(z)
da  g(z) <0
re X,

och det Lagrange-duala problemet

max h(u),
dér
— i T
h(u) = min f(z) +u”g(z),

det vill séiga optimalvirdet for det Lagrange-relaxerade problemet. Antag att
méangden X C R" dr kompakt och att funktionerna f : R — R och g : R" —
R™ &r kontinuerliga pa X. Den duala malfunktionen &r da #ndlig, konkav
och kontinuerlig pa det duala rummet, varfor Lagrange-dualen &r ett konvext
problem.

a) Lat u* > 0. Visa att om det finns en subgradient v* till A i u* som &r
komplementir till v* (dvs u*T~* = 0 giller) och icke-positiv (v* < 0) sa
ar u* ett dualt optimum.

b) Betrakta det linjara problemet

min z = Ty — 319
—r — 2xy < =7 (2)
ry + ) < 5
ry , w2 = 0,

dér villkoren (1) och (2) anses vara komplicerande och déarfor Lagrange-
dualiseras, med multiplikatorer u; och uy. I punkten u* = (4/3,0) finns
exakt tva extrema subgradienter till den Lagrange-duala malfunktionen;
finn dessa. Teckna subdifferentialen Oh(u*). Finn en subgradient, v*, till
h i u* som verifierar att denna punkt dr ett optimum till det duala pro-
blemet.

Gor en grafisk illustration i R? innehallande u*, det tva extrema subgra-
dienterna i u*, dh(u*) och v*.

200. (Nytto-maximering under resursvillkor med Lagrange-dualitet.)

Manga i praktiken férekommande optimeringsfragestéllningar bestar i sa kal-
lade resursallokeringsproblem. Féljande problem utgdr ett enkelt specialfall
fran denna klass av tillampningar.

En resurs (till exempel pengar) varav det finns b enheter tillgingligt skall
fordelas pa n stycken aktiviteter (till exempel investeringar). Om aktivitet j
tilldelas x; > 0 enheter av resursen sa ger aktiviteten upphov till nyttan (till
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exempel avkastningen) f;(z;). For att allokera den totala tillgingliga resursen
sa att den resulterande totala nyttan maximeras l6ses optimeringsproblemet

max Z fj (.ﬁE])
j=1

j=1

:lerO, jzl,...,n

Vi betraktar fallet da varje nyttofunktion f; dr tva ganger kontinuerligt diffe-
rentierbar.

Vi antar vidare att den marginella nyttan av att allokera ytterligare resurs till
en aktivitet blir allt mindre som funktion av den resurs som redan tilldelats
aktiviteten, det vill sdga att varje aktivitets marginalnytta &r avtagande. Detta
innebér att f'(x;) < 0 for alla x; > 0 och att nyttofunktionen &r strikt konkav.
Optimeringsproblemet ovan blir darfér konvext.

a)

(Exempel.) Betrakta det numeriska exemplet

max In(z;+1) + 4in(xe +1) + 8in(zz+1)
da =z + 29 + 23 < 4
Zy, T2, X3 2 07

vilket ar ekvivalent med

. 1 1 1
min lnm1+1 + 4lnm+1 + Slnz3+1
da =z + 29 + 23 < 4

x17x27x320-

Verifiera att den ursprungliga malfunktionen &r strikt konkav. (Utnyttja
att summan av strikt konkava funktioner ar strikt konkav.) Betrakta det
ekvivalenta problemet och Lagrange-relaxera villkoret pa total tillgdnglig
resurs, med multiplikator u, och teckna det resulterande implicita duala
problemet. Vilka egenskaper har den Lagrange-duala malfunktionen och
det Lagrange-duala problemet? Vilka egenskaper hos det primala proble-
met ger upphov till dessa duala egenskaper?

Visa att det duala problemet loses av u* = 2 och finn ett optimum till
det primala problemet.

[Ledning: Utnyttja att derivatan av den duala malfunktionen kan tecknas
med hjélp av funktionen i det relaxerade villkoret.]

(En egenskap hos optimum.) Betrakta det generella problemet och anvind
Lagrange-dualitet for att visa att den (unika) optimala resursallokering,
x;, j =1,...,n, karakteriseras av att de aktiviteter som tilldelas andelar
av resursen, det vill séga de aktiviteter for vilka 7 > 0, har samma mar-
ginalnytta, och att ingen aktivitet som inte tilldelas nagon resurs, det vill

séiga ingen aktivitet for vilken 2} = 0, har en marginalnytta som &r hogre
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an de forras. Vilken #r marginalnyttan for de aktiviteter som tilldelas
resurs?

(A.M. Geoffrion: “The purpose of mathematical programming is insight,
not numbers.”)

201. (Lagrange-dualitet och konvexifiering.)
Betrakta det primala problemet

2 = min z=c'x
da Az >b
reX CRY,

dér olikheterna Ax > b dr komplicerande sidovillkor, och dess Lagrange-dual

ek

med
T Ty
h(u) = min e’ x + u (b — Ax).
Antag att méngden X &r dndlig, det vill sdga att den bestar av ett dndligt
antal element (till exempel heltalspunkter). Beteckna elementen i X med 27,
1=1,...,P.

a) Visa att det Lagrange-duala problemet kan formuleras som
h* =max v

da v
U

(b— Ax)Tu + T2, i=1,...,P
0.

IV INA

b) Visa utgaende fran formuleringen i deluppgift a) att

P

h* = min Z(chi))\i
i=1
P

da Y (Az)\; > b

i=1
P

Sa-i
i=1
>0, i=1,...,P.
c¢) Visa vidare, utgaende fran formuleringen i deluppgift b), att
h* = min z=clx
da Az >b
r e X,

ddr méngden X¢ ar det konvera héljet av X, det vill sdga méngden av
alla mojliga konvexkombinationer av de P stycken elementen i X.
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202.

d) Vilken relation géller mellan X och X¢? Hur férhaller sig z* och h*?
e) Betrakta det linjira 0/1-problemet

2= max z= o511 + 8xry + Txs + 94
da 3371 + 2(132 + 25(]3 + 4$4 S 5
2$1 + To + 2.%‘3 + x4 = 3
x , x , x3 , x4 = 0/1,

dér det forsta villkoret anses komplicerande och dérfor Lagrange-dualise-
ras. Utnyttja problemet i deluppgift b) for att finna det Lagrange-duala
optimalvardet.

f) Gor nu det alternativa antagandet att méngden X &r en polytop (en be-
grinsad mingd som definieras av linjéra villkor), med hérnpunkter z?,
i=1,...,P. (Det ursprungliga problemet &r alltsa ett linjért program.)
Motivera varfér omskrivningarna ovan ar giltiga dven under detta anta-
gande. Vilken relation géller i detta fall mellan X och X¢? Hur férhaller
sig nu z* och h*? Vad &r i detta fall problemet i deluppgift b)?

[Anmérkning: Slutsatsen i deluppgift d) dr grundliggande for anvéndning
av Lagrange-relaxering pa heltalsproblem. Den brukar sammanfattas som att
Lagrange-dualisering av en grupp av bivillkor &r ekvivalent med att konvexi-
fiera den méngd som definieras av de bivillkor som inte relaxeras. Problemen
i deluppgifterna a) och b) kan i praktiken inte formuleras och 16sas, eftersom
antalet element i X, det vill siga P, normalt & mycket stort. Daremot kan
problemet i deluppgift b) med fordel angripas med kolumngenerering.

(Lagrange-relaxering kontra linjarprogrammeringsrelaxering. )

Antag att det linjara heltalsproblemet

Z*=min z=clx
da Az >b | w>0
Dz >e¢
x>0
x heltalig

angrips med Lagrange-relaxering av bivillkoren Ax > b. Det relaxerade pro-
blemets optimala malfunktionsvirde ges da av

h(u) =min c'z +u'(b — Az)
da Dz >e
x>0
x heltalig,

och det Lagrange-duala problemet bestar i att soka

h* = max h(u).

u
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a) Vad innebédr det att det Lagrange-relaxerade problemet har heltalsegen-
skap? Ge exempel pa relaxerade problem som har respektive inte har
heltalsegenskap. Vilka sorts optimeringsmetoder anvinds for att 16sa re-
laxerade problem (av typen ovan) da de har respektive inte har heltal-
segenskap? Vilken av dessa tva problemtyper dr (normalt) mest berdk-
ningskravande?

b) Betrakta heltalsproblemets linjarprogrammeringsrelaxation (kontinuerli-
ga relaxation),

Zip=min z=clx
di Az>b | u>0
Dx>e | v>0

x>0,

och lat (u*,v*) beteckna ett dualt optimum.

Visa att den optimistiska uppskattning av heltalsproblemets optimal-
viarde som fas fran det Lagrange-duala problemet optimalvérde alltid &r
minst lika stark som (dvs inte ldgre dn) den som fas fran optimalvérdet
for den kontinuerliga relaxationen (dvs visa att z* > h* > 2} ).

c) Visa att om det relaxerade problemet har heltalsegenskap sa samman-
faller de tva optimistiska uppskattningarna och dessutom ar da u* ett
optimum till det Lagrange-duala problemet. Motivera ocksa varfor det
Lagrange-duala problemet kan férvéntas ge en starkare uppskattning &n
den kontinuerliga relaxationen om det relaxerade problemet inte har hel-
talsegenskap.

[Anmérkning: Av resultatet ovan foljer att man kan anvénda Lagrange-relaxe-
ring och, till exempel, subgradientoptimering for att finna ett (approximativt)
optimum till linjarprogrammeringsrelaxationen av ett linjart heltalsproblem.
Denna ansats dr for vissa heltalsproblem, och speciellt for vissa 0/1-problem,
effektivare &n att anvénda en traditionell linjarprogrammeringsmetod (som,
till exempel, simplexmetoden). Detta beror dels pa att metoder som &r ba-
serade pa Lagrange-relaxering i hogre grad &n linjarprogrammeringsmetoder
kan utnyttja problemstrukturer (tex nétverksstrukturer), till exempel genom
effektiv lagring och hantering av data, och dessutom bevara dem, genom att
vasentligen bara ursprungliga problemdata anvénds; dels beror det pa att kon-
tinuerliga relaxationer av 0/1-problem ofta ar (kraftigt) degenererade, vilket
sinker effektiviteten hos (den primala) simplexmetoden. (For 6vrigt har det
observerats empiriskt att da simplexmetoder anvinds for att 16sa degenerera-
de linjarprogrammeringsrelaxationer av 0/1-problem sa dr det ofta den duala
simplexmetoden som &r effektivast, eftersom den tycks storas mindre av primal
degeneration &n vad som ér fallet for den primala metoden. )]
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203. (En Lagrange-heuristik for det kapaciterade lokaliseringsproblemet.)

Betrakta det sa kallade kapaciterade lokaliseringsproblemet formulerat som den
blandade heltalsmodellen

min Zfzyz + chzjl’ij
i=1 '

da wa S S’Lyu 1= 17 y T
j=1
m
Z.Tij = Dj, jzl,...,n (*)
i=1
Y, = 0/1, izl,...,m
r; 2> 0, 1=1,....m, j3=1,...,n,
dér variablerna y;, ¢ = 1,...,m, beskriver logiska beslut rérande lokalisering
av kéllor, och x;;, ¢ =1,...,m, 7 =1,...,n, ar transportvariabler.

a) Visa att villkoret

Z Siyi > Z D;
i=1 j=1

ar en konsekvens av de ursprungliga villkoren (dvs att varje tillaten
16sning maste uppfylla det nya villkoret), varfér det kan adderas till mo-
dellen utan att denna paverkas.

b) Antag att vi adderar detta redundanta villkor och 16ser problemet heuris-
tiskt med hjélp av Lagrange-relaxering av villkorsgruppen () och subgra-
dientoptimering. Beskriv 16sningsgangen! Vilka egenskaper har det duala
problemet? Varfor? Kan ett dualitets-gap forekomma?

c) For detta problem kan primalt tillatna losningar enkelt konstrueras ut-
ifran Lagrange-subproblemltsningen i lokaliseringsvariablerna. Forklara
hur!

d) Jamfor styrkan pa den undre grins som fas fran Lagrange-dualen med
den som fas fran den kontinuerliga relaxationen (linjarprogrammerings-
relaxationen) av problemet. Hur paverkas styrkan pa den undre griansen
om villkoret ovan inte adderas? Motivera!

[Anmérkning: Notera att det adderade villkoret &r redundant i den ursprung-
liga modellen, men att det inte &r redundant i det Lagrange-relaxerade pro-
blemet. Denna uppgift illustrerar det faktum att det ofta &r bade maojligt och
fordelaktigt att stdrka en relaxering med hjilp av villkor som &r redundanta i
den ursprungliga modellen.|
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204. (Surrogat-relaxering.)

Betrakta ett optimeringsproblem pa formen

z* = min f(x)
da gi(x) <0, i=1,....,m (P)
r e X,

dér funktionerna f,g; : R — R &r kontinuerliga och méangden X C R™ &r
sluten och begrénsad. Problemet antas ha en tillaten 16sning. Lat x* vara en
optimallosning. Introducera parametrar u; > 0,7 = 1,...,m, och definiera

s(u) = min f(z)
S waln) <0 ()
- r e X.
Detta problem har alltsa endast ett explicit bivillkor.

a) (Svag dualitet.) Visa att z* &r en tillaten l6sning till problemet (S) och
att s(u) < z* darfor alltid géller, det vill sdga att problemet (S) dr en
relazation av det ursprungliga. Motivera ocksa varfor maz,>o s(u) < z*
maste gilla. Forklara den potentiella nyttan av dessa resultat!

b) (Exempel.) Betrakta det linjara 0/1-problemet

z¥= max z= bxr; + 8ry9 + Tx3 + 914
da 3r1 + 2x9 + 3x3 + 314y < 6 (1)
2$1 + 3$2 + 3x3 + 4$4 jS 5 (2)
2%1 + To + 2563 + x4 = 3
x , x , x , x4 = 0/

Surrogat-relazera villkoren (1) och (2) med multiplikatorer uy, us > 0 och
formulera problemet (S). Lat u = (1, 2). Berdkna s(u).

Betrakta ater det ursprungliga problemet och Lagrange-relaxera villkoren
(1) och (2) med multiplikatorer u;, us > 0. Berdkna det Lagrange-duala
malfunktionsvéirdet for u = 4.

Jamfor de uppnadda resultaten.

c) (Jamforelse med Lagrange-dualitet.) Lat u > 0 och

h(u) = min f(x —i—Zung

zeX
Visa att h(u) < s(u), samt att

max h(u) < maxs(u) < z*.
u>0 u>0
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205.

206.

(Satisfierbarhet med hjélp av heltalsoptimering.)

a) Lat a,b,c och d vara logiska variabler, det vill siga a,b,c,d € {sant,
falskt}, och betrakta problemet att avgéra om det finns variabelvéirden
(sanningsvérden) sadana att den konjunktiva normalformen
(aV=bVeVd)A(—aV—=c)ANbVeVd)A(—aVbV—cV-d)A(aVbV-d)
ar sann. (Beteckningen V betyder logiskt eller, A betyder logiskt och,
medan — betyder logisk negering. Detta &r ett exempel pa det sa kallade
satisfierbarhetsproblemet, vilket ar viktigt inom teoretisk datalogi och som
har tillimpningar inom t ex artificiell intelligens.)

Detta problem &r ekvivalent med att avgéra om det finns en tillaten
16sning till ett system pa formen

x binér,

{Ax > b

dar x ar en vektor av lamplig storlek. Teckna A och b!

b) Antag att vi angriper ett tillatenhetsproblem av den typ som tecknats
i deluppgift a) med LP-baserad triadsokning. Beskriv hur detta speci-
alfall av tradsokning utfors. Vilken typ av LP-problem léses, hur gors
forgreningar, hur gors kapningar av grenar, nir avbryts tradsokningen
och var fas optimistiska och pessimistiska uppskattningar?

c) Antag att tillatenhetsproblemet istéllet betraktas som 0/1-problemet
min 07z
. { Ar >b | u>0
da

x binar

och angrips med Lagrange-relaxering (och t ex subgradientoptimering).
Antag vidare att vi for nagon multiplikatorvektor u > 0 far att

h(i) = min @’ (b— Az) >0

x binér
Vilken slutsats kan da dras for tillatenhetsproblemet? Motivera noga!
Betrakta foljande approximationsproblem. Givet dr en méngd T i RF, samt
kontinuerliga funktioner f och f;, j = 1,...,n, pa T, vill man approximera

f sa bra som méjligt med en linjérkombination av funktionerna f;. Man vill
alltsa 16sa optimeringsproblemet

(P)  min max |f(t) Z z; f;(t)

T

dir z = (z1,..,2,)T. Fér numerisk 16sning av (P) viljer man ut ett antal
element, t4,...,%,,, 1 T och loser approximationen

(P')  min max \f Z:L‘]f]

T =1
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a)
b)

c)

d)

Vilken slutsats om (P):s optimalvérde ger ett optimum till (P’)?

Problemet (P’) innehaller en inre maximering och en yttre minimering.
Omformulera (P’) till ett optimeringsproblem pa traditionell form.

Teckna det duala problemet till det i b) erhallna problemet och forenkla
detta sa langt som mojligt.

Diskutera hur man kan anvénda kolumngenerering for att generera yt-
terligare ett element i T, sdg t,,,1, som kan utnyttjas for att berdkna en
forbattrad approximation. Tolka kolumngenereringen med anseende pa
problemet (P).

207. Nér man loser ett optimeringsproblem (manuellt) kan ett slarvfel leda till mer
eller mindre allvarliga foljdfel. Ett exempel pa ett allvarligt foljdfel ar att man
hamnar i en punkt som &r otillaten i en metod som alltid krdver tillatenhet.
Avgor for vart och ett av nedanstaende fall om felet kan leda till att en otillaten
punkt uppnas. Motivera!

a

o o T

)
)
)
)

)

Felaktig steglangdsbestdmning i brantastelutningsmetoden.
Fel val av inkommande variabel i simplexmetoden (fas II).
Fel val av utgaende variabel i simplexmetoden (fas II).

Infort en slackvariabel i ett likhetsvillkor i ett LP-problem, vilket l6ses
simplexmetoden.

Lost LP-problemet felaktigt i Frank-Wolfe metoden.

208. Avgor vilka av nedanstaende pastaenden som dr sanna respektive falska.

Alla fas I problem har det optimala malfunktionsvérdet noll.

En Karush-Kuhn-Tucker punkt till ett konvext optimeringsproblem &r
alltid ett globalt optimum.

Antag att funktionen f dr tva ganger kontinuerligt differentierbar pa R"
och lat GG vara en symmetrisk och positivt definit matris av dimension
n xn. Da géller att om V f(z) # 0 och vektorn d uppfyller Gd = —V f(x)
sa ar f(x+td) < f(z) for tillrickligt sma ¢ > 0.

Den polyeder i R® som beskrivs av systemet

Ty + 2.1‘2 - r3 — 2ZL'4 + 4$5 = 3
200 — X9 + 223 4+ 34 + 3 = 3
o 3 o) ) xs3 ) Xy ) Zs Z 0

har en extrempunkt i (0,0, 1,0,1)%.
Funktionen f(z) = e=**/? iir konkav pa intervallet [—1, 1].

Om funktionen g ar konkav pa R™ och c ar ett reellt tal sa d&r méngden
{reR"[g(x) <c}

konvex.
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209. Besvara foljande fragor kortfattat.

Vilka krav stélls pa g;(x) och f(x) for att sikert enbart ett lokalt optimum
kan existera till problemet min f(z) da g;(z) > 0 Vi.

Beskriv Newton-Raphsons metod for endimensionell optimering. For- re-
spektive nackdelar?

Varfor édr det sa viktigt att avgora om ett optimeringsproblem &dr konvext?

Formulera problemet att 16sa det icke-linjéra ekvationssystemet a;(x) =
0,2 =1,...,m som ett optimeringsproblem.

Vad karaktériserar en degenererad baslésning?
Hur identifieras obegrénsat optimum i simplexmetoden. Motivera!

Ponera att ett primalt LP-problem har obegrénsat optimum. Vad kan vi
da sédga om det duala problemet?

Definiera begreppet lokalt optimum.
Vad innebér cykling i ett LP-problem?
Formulera och tolka svaga dualsatsen.
Definiera begreppet konvex funktion.

Kommer brantaste lutningsmetoden att konvergera mot ett globalt opti-
mum om tillrdckligt manga iterationer gors? Motivera!

210. Avgor om nedanstaende pastaende &r ratt eller fel!

Icke-konvexa optimeringsproblem saknar alltid optimallosning.

Ett globalt optimum till ett icke-linjért optimeringsproblem &r alltid ett
lokalt optimum.

Riktningen (-1,-1) &r en descentriktning till funktionen f(zq,x2) = x1 +
1179 — 23, 1 punkten x; = 2, 19 = —1.

Fas I-problemet i simplexmetoden har alltid begrédnsad optimallosning.

Det tillatna omradet Az < b, dér A &r en (4 x 5)-matris, z en (5 x 1)-
vektor och b en (4 x 1)-vektor, kan som mest ha 126 baslosningar.

Givet ett primal-dualpar. Om det primala problemet har en begriansad
optimallosning maste det duala problemet ha en tillaten 16sning.

Du har 16st problemet maxc’z da Az < b,z > 0, och erhallit opti-
mallosningen x*. Genom att addera ytterligare ett bivillkor till problemet
kan malfunktionsvérdet cka.

Givet problemet min f(z) da Az < b,x > 0. Virdet f(Z) &r en ovre

uppskattning till det optimala malfunktionsvéirdet om Az < b,z > 0.

Givet ett antal konvexa méngder X;,7 = 1,...,n. Da ar méngden X =
? X, alltid konvex.

For att Newtons metod skall vara tillimpbar och garanterat konvergera
mot globalt optimum réicker det att funktionen &ar 2 ganger kontinuerligt
differentierbar och att Hessianen &r inverterbar.
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k)

u)

Betrakta ett LP-problem som léses med simplexmetoden. Variabeln x;
har valts som inkommande. Minimala kvoten mellan koefficienterna i
hogerledet och positiva element i z;-kolumnen ger vérdet pa x; i nésta
baslésning.

En fri variabel z; kan erséttas med xy, =z} — z; dér z, 2, > 0.

Om den artificiella malfunktionen i fas I ej kan drivas ned till 0, sa har
ursprungsproblemet obegrénsad 16sning.

Om problemet min f(z) = 22% + 3(xo +1)* + (234 2)? 16ses med Newtons
metod, sa behovs hogst en iteration.

Betrakta problemet minc’z dd Az = b,z > 0, dir A &r en m X n matris,

n > m. Om n-m variabler satts till 0 kan resterande m variabler losas ut
for att erhalla en tillaten 16sning.

Betrakta problemet minc’z da Az = b,z > 0, dir A &r en m X n matris,
n > m. Om n-m variabler sétts till 0 kan resterande m variabler 16sas ut
for att erhalla en unik l6sning.

Om man vid bestimmande av utgaende variabel i simplexmetoden finner
tva olika variabler som uppfyller utgaendekriteriet, sa kommer nésta bas-
16sning att vara degenererad.

Antag att samtliga hornpunkter till ett LP-problem &r icke-degenererade.
Innebér det att problemet har en unik optimallsning?

Om ett LP-problem har mer &n en optimallosning sa har det ocksa
odandligt manga optimallosningar.

Om en variabel blir inkommande i en iteration med simplexmetoden sa
kommer den ocksa att vara basisk i en optimallsning.

Det duala problemet dr alltid ett maximeringsproblem.

211. Avgor om nedanstaende pastaende ar ratt eller fel!

a)
b)

Dualen till ett fas I-problem har alltid en tillaten 16sning.

Varje lokalt minimum till problemet min f(z) da g;(x) > b;,i =1,...,m,
ar ocksa ett globalt minimum om malfunktionen &r konvex och g;(z) ar
konkava, Vi.

Ett globalt maximum till problemet max f(x) da g;(z) > b;,i = 1,...,m,
ar ocksa ett lokalt maximum endast da f(z) ar konkav och g;(z) ar kon-
kava, V.

For problemet min f(x) da ¢g;(x) < 0i=1,...,m,x > 0, dir x € R",
giller att den duala funktionen ¢(u) = min,>o f(z) + v’ g(x),u € R™,
alltid ger en underskattning av det optimala malfunktionsvardet da u > 0,

dvs p(u) < f(z7).
Om den optimala baslosningen till ett LP-problem &r degenererad sa har
problemet odndligt manga optimallosningar.

Om problemet min f(z) = 2]+ 3(x9 — 3)? + (23 + 2)? 16ses med Newtons
modifierade metod, sa behévs hogst en iteration.
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Varje LP-problem med begrénsad icke-tom méngd av tillatna 16sningar
har dndligt optimalvarde.

Ett globalt optimum till ett konvext problem &r alltid unikt.

Niar Newton’s metod anviands for att soka minimum till en funktion &r
de successiva sokriktningar som erhalls alltid ortogonala.

Ett problem som har obegrédnsat optimum kan vara konvext.

Nér alla element i kolumnen svarande mot den inkommande variabeln
i primala simplexmetoden &r mindre &n eller lika med 0, sa har proble-
met en obegriansad 16sning ldngs en strale som utgar fran den aktuella
baslosningen.

Ett konvext optimeringsproblem kan inte ha odndligt manga Karush-
Kuhn-Tucker-punkter.

Det tillatna omradet till ett LP-problem kan vara icke-konvext.
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Svar till uppgifterna

2.

4.

=)

7.

b), ¢), d), f) och g) konvexa

a) icke-konvex méngd (finn motexempel)
b) icke-konvex méngd (finn motexempel)
¢) konvex méngd (bevisa)

d) konvex méngd (bevisa)

p<O0Oellerp>1

. Méngden behover inte bli icke-konvex. Studera fallet h(z) = In(z).

10.

11.

12.
13.
14.

15.

a) 1) X*=Xn{z[f(z) < [}
f konvex = {z|f(z) < f*} konvex

Y komnvex } = X* konvex

.., X konvex
i) 2% e X*
r! # 2% = o#ndligt manga optima.

}:>/\a:1+(1—)\)x2 € X*, VA e o, 1]

b) maxx? + 22 da x1 + 19 < 1 och x1, x5 > 0.

a) Visa att en konvex funktion har konvexa nivaméngder.

b) flz)=—e™

a) Summan av konvexa funktioner ar konvex. Alltsa konvext problem.

b) Subtraktion av en konvex funktion &r likvirdigt med att addera en konkav
funktion. Summan av en konvex funktion och en konkav kan bli icke-
konvex. Alltsa ej sikert konvext problem.

c) En linjar funktion &r konkav (och konvex), och subtraktion av en sadan
svarar alltsa mot addition av en konvex funktion. Alltsa konvext.

d) Ej konvext.

e) Variabeln kan tas bort fran problemet, alltsa fortfarande konvext.
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f) Da funktionen g ar konvex sa beskriver villkoret g(z) < 0 en konvex
méangd. Snittet av denna och den konvexa méngden X &dr konvex, alltsa
konvext problem.

g) Ej konvext. Med tex g(z) = 2* 4+ y* — 4 fas villkoret 2% + y* = 4, vilket
beskriver randen pa en cirkel, vilket inte &r konvex méangd.

16. x3 optimal till (P) = a3 € S

F* = Flap) > Uap) > minl(a) = ap) = I

zeG
17. -
18. Variabeldefinition:
x; = antal praktikanter som utbildas manad j, j =1,...,5
y; = antal tekniker som finns tillgéingliga i bérjan av manad j, j =1,...,5

5

minz = » (15000y; + 7500z;)

j=1
da 160y; — 50x; > 6000
160y, — 5H0xy > 7000
160ys — 5H0x3 > 8000
160y, — 5H0xy > 9500
160ys — 5H0xs > 11500
095y1 + ry = Y2
0.95y2 + Ty = Y3
095y3 + xr3 = Ya
0.95y, + Ty = Ys
Yy = 50

yj,sz(), ]:1,,5

19. Variabeldefinition:
y; = antal inkopta kalkoner av typ ¢, ¢+ = 1,2
z;; = méngd (hg) av kéttyp ¢ 1 kotlett j, j =1,2
(1 =1 — ljust kott, ¢ = 2 — morkt kott)

maxz = 16(x11 + T91) + 12(219 + x92) — 40y; — 32y

da r11 + 297 <150
T12 + Tog S 90

T11 + T2 —OY1 — 3Y2 < 0

To1 + To2 — 2y1 — 3y2 < 0
0.39311 - 0.75(721 Z 0

0.42712 — 0.61’22 Z 0

Tij, Yi = 0
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20. Variabeldefinition:

x;; = antal ton av ravara ¢ som anvénds i bensinsort j, ¢ =1,2,3; j =1,2.
2
minz = Y (1500z1; + 2400z2; + 3000x3)

j=1
da 11 + 19 S 12
Tor +x92 <15
r31 t 32 <25
Tl + To1 +2X31 = 10
Tig +Xo2 32 = 25
1—10 (120$11 + 759321 + 1OO$31) Z 90
2i5 (120$12 + 751’22 + 100.1'32) 2 95
% (601’11 + 41’21 + 2, 62731) S 10
% (601‘12 + 4I22 + 2, 6ZL’32) S 8
Lij Z 0

21. -

22. Variabeldeklaration:

r1 = antal ha dér soja odlas

ro = antal ha dér majs odlas

r3 = antal ha dar vete odlas

x4 = antal mjolkkor som kops in

x5 = antal honor som kops in

y, = antal vintertimmar som man arbetar pa granngarden
Yo = antal sommartimmar som man arbetar pa granngarden

max z = 152y + 2225 + 1123 + 1024 + 0.0525 + 0.05y; + 0.06y,

1200024  +90z5 < 400000
50x;  +8bxy  +25z3 +100z4 +0.6z5 1y < 3500
12527 +190x9 +100z3  +50x, +0.3x5 +va < 4000
Ty +x9 +x3 +0.6x4 < 50
+Ty4 < 32
+x5 < 3000
(TR < 200
x1, T, x3, Ty, s, Y1, Yo > 0
23. -
24. Variabeldefinition:
1 vete
2 rag 1 Bas
x;; = antal ton ravara ¢ = ¢ 3 korn i fodersort j = ¢ 2 Standard
4 havre 3 Special
5 majs
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Kéanda storheter:

¢; = Kostnad per ton for ravara i
1 Protein
arp; = Innehall av ingrediens £k = ¢ 2 Kolhydrat i ravara i
3 Vitamin
Uy = Qndre grans for innehall av ingrediens k i fodersort j
ur; = Ovre grans for innehall av ingrediens k i fodersort j
b; = Behov av fodersort j
d; = Tillgang av ravara @
5 3
min z = Z C; < xij)
i=1 j=1
5
da ?_ijbj < Zakixzj < ugib;, k=1...3,7=1...3 Niringskrav
=1 5
>owy o= b, j=1..3 Efterfragan
i=1
3
Z zi; < di 1=1...5 Tillgang ravaror
J=1
xi; > 0, 1=1...5,7=1...3 Ickenegativitet
25. Variabeldefinition:
x1 = antal enheter kycklingar som féds upp
r9 = antal enheter ankor som foéds upp
r3 = antal enheter kalkoner som fods upp
y1 = arbetsinsats i timmar per vecka enligt grundvillkor
Yo = arbetsinsats i timmar per vecka enligt 6vertidsvillkor

max z = 1300z + 860xy + 44023 — 12(30y; + 35y2)

da 1,2]71 +22 +0,81’3 < 112
311 +21, +r3 —y1 —yYy2 < 0
(7 < 200
y2 <45
L1, T2, I3, Y1, Y2 > 0
26. a) Variabeldefinition:
x1 = antal anstillda som arbetar man—fre och &r lediga 16r—son
x9 = antal anstédllda som arbetar tis—16r och ar lediga son—man
x7 = antal anstéllda som arbetar sén—tor och ar lediga fre-1or

7
min z = Z x;
j=1
da x1+ x4+ 25+ 26+ 27 = 17 (mandag)
T+ x5 +x6+27 = 13 (tisdag)

T3+ x4+ 5 +x6+27; = 11 (sondag)
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b) Man har bortsett fran att antalet anstéllda for varje arbetsskift maste
vara heltaligt. Genom att relaxera heltalskravet far man en optimistisk
uppskattning av hur manga anstillda som behovs; det verkliga problemets
optimum har ett hogre vérde.

27. Variabeldefinition:

1, Xy = tillverkningsméangd av produkt 1 och 2
Y1, Y2,y = relativ avvikelse fran respektive malséttning

minz = 0.5y; + 0.3y + 0.2y3

T+ X9 S 1200
rp < 500

o5 (1521 +1029) + 91 > 1

ﬁ(&:l + 1’2) + Y2 > 1

ﬁ% +ys > 1

T1,%2,Y1,Y2,Ys = 0

28. Variabeldefinition:

x; = producerat antal kg enligt normalvillkor under vecka i, : =1,...,6
y; = producerat antal kg enligt 6vertidsvillkor under vecka ¢, ¢ =1,...,6

w; = lagrat antal kg fran vecka i tilli+1, i=1,...,6

6
min z = Z(Cﬁi + Cayi + pw;)

i=1
%

.

da Z(ib’] + y]) —w; = bj 1= 1,. ,6
j=1 j=1
r < K 1=1,...,6
yi < 0,4K 1=1,...,6
w; < L 1=1,...,6
We — 0
Ty, Yi,w; > 0 1=1,...,6

29. Infor artificiella variabler 1 villkor 1 och 2. Los fas I = w* =2 > 0 = tillaten
punkt saknas.

30. 2* = (2,0,0), z* =

2 4 0 3/2 0 —2 1
3. ayB=|411|=B'=| —-1/2 0 1 |apg=| 2
130 (11/2 17 2

~1/2 —3/2 -2 3 5

B'N=| 1/2 12 1 |eg=[2|en=1]0

3/2 11/2 7 0 0

T (LB-IN = (11/2,7/2,4) 2 =T
b) 2 =43/3 2" = (5/34/3 4/3)
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. Det krévs 4800 platar, exempelvis 1800 av nr 1 och 3000 av nr 3 (alternativa
l6sningar finns).

. Infor artificiella variabler. Los fas I = w* =1 > 0 = systemet saknar 16sning.

a) z* = (15, 0, 0, 5)T = 2*=15

b) Ur optimaltablan: y* = (2, —1). Verifiera primal och dual tillatenhet
samt stark dualitet.

. Formulera pa kanonisk form:

—2171 —|—4.Z'2 —|—21}3 +51 = 1
Ty —T2 —T3 +asg =1
1 —2$3 —S3 +as 4

0

X1, T2, T3, S1, S3, A2, 43 Z

Malfunktion fas I: minw = ay + a3 = 5 — 221 + 2o + 3w3 + s3. Iteration 1:
ink. xq, utg. as. Iteration 2: ink. xq, utg. s;. w* = 3/2 > 0 = tillaten losning
saknas!

. Fas I: 2 iterationer ger z = (1/2 3/2)T. Fas II: 1 iteration ger z = (2,3)7.

a) Gor om malfunktionen till ett likhetsvillkor 4x; — 23 + 223 = 7. Anvind
fas I i simplexmetoden for att hitta en tilliten 16sning. Tex x = (2 1 0)7,

b) Gor ytterligare en iteration diar den inkommande variabeln har reducerad

kostnad = 0. Tex z = (0 9 8)7.

. Maximera malfunktionen 7x; + 5x9 under de givna bivillkoren (utnyttja ex-
empelvis grafisk 16sning). Vilken slutsats drar Du med tanke pa det optimala
malfunktionsvirdet?

a) (03), (22), (6,51,5), (44)

b) (=3 0), (03), (14), (6,51,5), (80), (4 —1), (00), (44)
¢) (03), (6,51,5), (44)

d) (03), (44)

e) (03)

. Maximala vinsten blir 44000. Den erhalles genom att exempelvis tillverka 100
radialdéck och 500 stalradialdéck (alternativa l6sningar finns).

max ¢
da —t + r, + T2
—t 4+ 21‘1 — To

1 + 3z,
— 21 +  x9
tfri; 1 >0; 20 >0

ININ IV IV
L ==

a) w* =3 > 0 = tillaten l6sning saknas.
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43.

44.

45.

46.
47.

48.

49.

0.

b) Om en sadan variabel blir inkommande (positiv) sa blir fas I malfunktionen

positiv = otillatet.

Gor om villkor (0) till malfunktion. Maximera denna malfunktion z. Om z* <

35 &r villkoret redundant och om z* > 35 &r villkoret ej redundant.

Fas I: optimal 16sning y = (0,0,2)7 s = (0,3,2)7. Fas II: Ingen utgaende

variabel = obegrédnsad 16sning i dualen = primalen saknar 16sning.

a) 'z < (ATy))Tz =y Az = (Az)Ty < vly

=3

o

)
) -
) -
) -

o

maxw = Oy; + yo

da =y = 0
y1+y < -1
n o= —1
Nty < 2
Y1,y fria
b) y* = (-1/2 —1/2)T w* = —1/2
c) v¥=(-1/21/200)T z* = —-1/2
0 1 3
a) v =Bl = 0 2 8 | > 0= tillaten
-1 1 1
b) Tillhérande duallésning y? = ch 1'=(0,0,2) ir ej tillaten.
c) Baslosningen &r ej optimal, ty tillhérande duallosning ar ej tillaten.
2) y=chB = (2,0)7
b) ¢ =1 = ej optimal ldngre
c¢) Skuggpriset talar om hur mycket malfunktionsvirdet dndras vid okning

av ett hogerled. Vilj bivillkor 1 ty y1 =2 > yo = Ab; < —8.

d) ¥ =1 = ¢j optimalt = 14t 2,4 vara inkommande. Ny 16sning 2* = (4 4)7,

z* = 20.
s 110
a) zp=| x3 |tyBB'=TomB=| 2 3 0
T 211
1 3 1
cg=| 3 |len=10|ag=|1]z2=4y" =ckB'=(-3,2,0)
0 0 3

ch —cEB7IN = (7,3,—2) = ¢j optimal. x; inkommande, z5 utgaende.
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ol.

52

93.

54.

b) Duallésningen fas mha komplementaritet, y = (6/5 3/5)7. Primallosningen
och duallésningen é&r tillatna = x &r optimal.

a) z =28, rg = (3, 51, 33)T = (4, 16,2)T, ry = (1, T2, 32)T
yT = C?;B*1 =(0,2,0), eny = (3,2, —2)
ry ink., s3 utg. = ny lésning (2/3, 0, 14/3, 44/3, 0, 0)T, z = 10

b) Ja, ty 47 = (01 1) dualt tilliten. Primalt tillaten, dual tilliten samt
komplementaritet uppfyllt = optimum.

c) ¥ =(1—-Nat+ X220 < A< 1didra! =(0,1,3)T 22 = (2/3, 0, 14/3)T.
. Dualvariabeln far véardet 1.

x* &r tillaten. En komplementir duallésning ges av y* = (50,0, 100)7. Denna
ar tillaten i dualen, varfor x* ar optimal.

a) 2 =(1, 1, 0)7, 2 =5

=

)

) _

c) z* primalt tillaten y* = (1, 1)7 dualt tilliten = z* optimal
)

d) x* optimal om 2¢; > ¢y > ¢ och 3¢p — 2¢o < 4

25.

96.

57.

58.
59.

60.

max Ala
M =M,A+d k=01,...,N—1

da M=k (med ¢y = dy = 0)
MN>—dl” k=1,2,....,N (Anm: dy > 0 nodvéndigt)

Formulera dualen och anvind komplimentaritet. Detta ger y; = 0 samt y3 =
1/2. Da aterstar ett optimeringsproblem i en variabel som ger y5 = 5/2. Denna
punkt dr dualt tillaten. Kompl. ger 2* = (0 105 230)T. Denna lésning dr primalt
tillaten. Alltsa y optimal = férmodan sann.

Kontrollera om den primala punkten z som erhalls med hjéalp av komplemen-
taritet #r tilliten i den primala problemet. z = (0 5/3 4/3)7 primalt tilliten,
y* dualt tillaten, samt komplementaritet medfor optimum.

2" < Zyy
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61.

mi mso
win 355+ 35
i=1 j=1
da alz < bi+y Vi
d;rx < e —2 Vj
yi > 0 Vi

Om malfunktionsvéirdet ér 0 ar alla villkor uppfyllda.

62. Anvind definitionen pa konkav funktion

63.

a) Formulera dualen och anviind komplimentaritet. Detta ger fér = (200 100)”

den duala lésningen § = (0 50 50)7. z primalt tilliten, § dualt tillaten
och komplementaritet dr uppfyllt = optimum.

b) Rimligt pris dr atminstone 100 kr

¢) Losningen optimal om ¢y = cy — c5B™*N < 0 och 5 = B™'b > 0 dér

b= b+ (350 800 200)T. ¢y forindras inte av b, dvs undersok bara 7.
Basvariabler: z1,xq,$1 = Zp = (200 300 5O)T tillaten. Samma bas =
forindringen av malfunktionsvirdet ges av: 7 (300 800 200)” = 50000.
Man &r villig att betala max 50000.

(-2 1 iy T2 01 4\ [ -8 T p-lpny _
1 m (2 ) e (2 D) (8) = () o -

65.

66.

67.

68.

Anvind duala simplex fér att hitta en tillaten 16sning, z = (0 2 34)7.

a) Skuggpriset = 7/6

)

) by <13

) 1 <4/3

) kuggprlset ar 3 och ar giltigt for hogerled mellan 4 och 6.
) x

= (1, 47

2 0
c)zt=XA| 3 | +(1—-N) 11, 0<A<1
0 2
3<by <13
b
c) ¢c>3

y* = (7/51/5)T, w* =10

Losningen &r optimal da reducerade kostnaden for x; ar negativ. Lat a
vara det osdkra vardet. ¢, =2 —ay; —y; <0 = a>9/7

) —
) -
)
)
)

¢) Infor x4 = 2/ + e. Malfunktionsvérdet minskar med 2, 8e. Forandringen

galler sa lange vi har samma baslosning, dvs x5, 25 > 0= € <20/11 och
€ < 10/7. Svaret galler da e < 10/7.
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69. Natverk:

1000+33(400+300+500+700)

1000+33(400+300+500)

1000+33( 400+300)

1000+33x400 1000+30x300

1000+26( 500+700)

000+30( 300+500

1000+30( 300+500+700)

En bage fran nod i till nod j symboliserar att ladtyp i anvénds for att tillgodose
efterfragan av lador typ ¢ t om j — 1.

70. Transportproblem med 4 kéllor (2 fabriker i 2 perioder) och 4 sénkor (2 varuhus
i 2 perioder). Infor ett skenvaruhus med efterfragan 192-185=7. Bagkostnader
ar summan av tillverknings-, lagerhallnings- och transportkostnader.

71. Variabeldefinition:
zi; = Flode fran i till j
y; = Produktionsniva

min z = g(y) + Z Zcijxij
dé Z[Eij‘ = Y; J

J

Za:ij = bj

Yi
xij? y]

S
0, heltal

IV IA

72. a) Ett dyraste vagproblem. Noderna #r redan topologiskt sorterade. Mark
varje nod med vigkostnad samt varifran man kommer. Byggtiden blir 44
dagar. Kritiska: b17 bQ, bg, b47 b5, bg, blla b14.

b) Utvdndig malning by adr €j med i den kritiska sekvensen. Att slutfora
malningen tar 9 dagar och efterat maste utrustning utvéndigt (by3) goras
i tva dagar. Borja alltsa senast den 34:e dagen.

c) En cykel skulle betyda att en aktivitet maste forega sig sjélv.

73. Maximera sannolikheten att samtalet ej bryts. Bagkostnad = (1 - sannolikhe-
ten for avbrott). Stk vig med maximal produkt (multiplikativ malfunktion).
Basta vig: A-C-E. Sannolikhet fér avbrott dr 1 - 0.6 = 0.4.

74. Optimala bagar: (1,3), (2,4), (1,5), (4,6), (5,6), (6,7). Kostnad 21.
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75.

76.

a)

b)

a)

c)
d)

y; = (mz}xB min{y;, w;; } med y; = +o0

1:(2,7)€
Ett nodpris ger den maximala kapaciteten fran nod 1 till noden ifraga.
Avsok efter fallande nodprisordning. Nodpriser: (+00,2,2,3,3,3,3,3,2).
Optimalt trid: (1,2), (2,3), (14), (45), (5,6), (6,8), (5,7), (7.9) [ej unikt].

Eftersom billigaste vagproblemet har heltalsegenskap kan man betrakta
LP-relaxationen av den matematiska formuleringen. Bellmans ekvationer
héarleds med hjilp av den reducerade kostnaden ¢;; = ¢;; + y; — y;, dér
y; betecknar dualvariabeln till villkoret fér nod j (dvs nodpriset). Dual
tillatenhet ska vara uppfylld dvs ¢;; > 0. For bagar som dr basbagar géller
att ¢;; = 0 dvs y; = ¢;; + y;. For icke-basbagar giller att ¢;; > 0 vilket
medfor att ¢;; +vy; —y; > 0 dvs y; < ¢;; + ;. For alla bagar géller da att

Yy = .(m.i)nB{yi + ¢;;}. Optimala nodpriset dr kostnaden for en billigaste
1:(2,7)€
vag fran nod 1.

11 o0 O O 0O 0 0 O

-1 0 1 1 o0 0 0 -1 0

A - 0O -1 -1 0 1 0 0 0 0
o o o0-1 0 1T 1 0 O

o o0 o o0 -1 -1 0 1 1

o o0 o o o0 0 -1 0 -1

Billigaste vig : 1 —2—-4—-5—-6

Hégerleden b = (1,0,0,0,0,—1)” byts mot b = (5,—1,—1,—1,—1,—1)T.
Dijkstras algoritm paverkas inte. [I det fall man soker en billigaste vag till
en nod sa kan algoritmen avbrytas sa fort denna nod uppnatts (beroende
pa att noderna avsoks i stigande nodprisordning), men om végar soks till
alla andra noder sa maste algoritmen naturligtvis fortsétta tills dess alla
andra noder uppnatts.|

Om primalen har obegrédnsad losning saknar dualen 16sning. Verifieras
genom att formulera dualen till problemet:

max Y1 — Ye

da y1—1y < 4
yi—yz < 3
y2—ys < 1
Yo—ys < 2 (%)
ys—ys < 5
ys—ys < 1 (%)
Ys—Ye < O
ys — Y2 < —4 (%)
Ys — Y6 < 3

Titta pa cykeln 2 — 4 — 5 — 2. Betrakta villkoren markerade med (*). En
av variablerna far véljas fritt i dualen, vélj tex yo = 0. Alltsa y, > —2
samt y5 < —4. Det medfor att yy — y5 > —2 — (—4) = 2 = det tredje
villkoret y4 — y5 < 1 inte gar att uppfylla. Alltsa saknar dualen l6sning.
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77. Malfunktion

78.

79.

80.

81.

82.

83.

min Z Z(c,;j +d)x;;
i g

dar d ar ett stort tal (storre dn dyraste vig i nétverket)

a) vy <wvf <wvj, v < vl <}

b) vi = v <0vi =}
a)

min 3x13 — T4 + 6221 + 2232 + 3235 + 2236 — 6234 + T2a6 — 2252 — 854 + 3T65

da 13 + T14 — To1 — 5
X9y — T3z — X5z = —1
T3z + 35 + w36 + T34 — w13 = —1
Ty — T14 — T3q4 — Tsg = —1
Tso + Tsa — T35 — Tes = —1
Tes — T36 — Ta6 -1

AV
o

xij

o

) Y; = 1H{ng+yz}7 j:27"7n7 91:0
c) -
d) Billigaste vagtrad: (1,3), (3,4), (5,2), (3,5), (4,6).
e) =7T<cz<-5

) -

)

)

)

93

b

C

Billigaste vig: 1 — 2 — 5 — 6, Kostnad 8

Raderna i anslutningsmatrisen &ar linjart beroende.

a) (1,3), (2,3), (3,4), (3,6), (5,6), (6,7), (6,8), (6,9), (6,10), (10,11). z =
28.

b) Ta bort bagen fran tradet. Vi erhaller en skog av tva trad 77 och T,. Vi
behover bara betrakta alla bagar mellan T} och T5 och vilja den billigaste

for att aterkoppla dessa till ett uppspannande trad. Har kan nagon av
bagarna (2,5), (2,6), (4,6) eller (4,7) viljas.

a) Opt.villkor y; < y; + ¢;; (likhet om bagen ingar i BV-trédet). Det givna
tradet ar ej optimalt ty y5 = 19 £ 10 =6 + 4 = y3 + c35.

b) BV-trid: (s, 1), (1,4), (1,2), (1,3), (3,5), (5,).

a) Malfunktionen minimerar tradets totalkostnad. Villkor (1) tillser att an-
talet bagar blir korrekt. Villkoren (2) tillser att inga subturer uppkommer,

dvs man tittar pa alla delméngder S av N och inom varje delméngd S
ska det finnas (strikt) farre bagar &n noder (ty annars finns en subtur).

b) -

94



84.

85.

86.

c¢) Villkor (3) géller dven det en delméngd S men villkoret ser till att det
finns minst en bage mellan S och komplementet till S. Dvs (2) tittar pa
antalet bagar i S medan (3) betraktar antalet bagar utifran (eller in i) S.

d) Bevis: Betrakta ett MST enligt figuren.

Vilj ett godtyckligt snitt. Antag att den billigaste bagen dver snittet, b,
inte ingar i MST = Byt nagon bage i MST &ver snittet mot b = Trédet
billigare &n MST. Motségelse!!

e) (1,2), (2,4), (3,6), (4,5), (5,6), (5,7) och (7,8). Kostnad 16.
a) 1) Falskt ii) Falskt iii) Falskt
b) i) Sant ii) Sant iii) Sant
a) (1,2),(2,3),(2,6),(4,5),(5,6),(5,7),(5,8),(6,9)
b) i) Om (i,j) & billigaste uppspénnande trid, triadet fortfarande optimal
Om (i, ) € billigaste uppspénnande triad, hitta den billigaste bagen
i snittet!
ii) (i,7) infors = En cykel i tradet. Ta bort den dyraste bagen i cykeln
= nytt billigaste uppspannande trad.
Variabeldefinition:
Zi:{ 1 om balk 7 utnyttjas i=12....M
0 annars
~_ J 1om ldngd [; ldggs in pa balk i i=1,2,..., M
Y5 =\ 0 annars j=12,....N
y; = spillet fran balk ¢ 1=1,2,....M
M
min Zyi
i=1
» ay=1 j=1,2,...,N

da
injlj+yi:ZiLi i=1,2,....,.M

J_
( Ty, 2 €{0,1}, 4, >0
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87. Variabeldefinition:

. { 1 om lat j fran skiva ¢ hamnar pa CD nr k
ik =

0 annars

Givna konstanter:

a;; = speltid i sek for lat j pa skiva ¢
¢;j = podng for lat j pa skiva ¢

6 10 2
max z = E E E CijTijk

i=1 j=1 k=1
10 2
da DD e > 2 i=1,...,6
j=1 k=1
6 10
> ayrpe < 3600 k=12
i=1 j=1
ZL‘,’jl—F[EijQ S 1 Zzl,,G,]:L
xijk € {071} VZ,],k‘

88. Variabeldefinition:

x; = 1/0 om spelare j startar eller ej.

max z =

da

31‘1 +2l‘2 +2I3 +ZL’4+2[L’5 —|—3ZE6+CL’7

7
ZSL’]’ =5
j=1

r1+ a3+ x5+ 27 >3
T3+ Ty + x5 + T + 7 > 2
To+ T4+ 16 > 1

7
ijl’j Z ]_0
7j=1

7
Zijj Z 10
7j=1

7
Z ;T 2 10
7=1

r3+ e <1
132+ZE3:1
T4+ x5 2> 2
z; € {0,1}, V j
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89. Variabeldefinition:
S 1 om brandstation j &r kvar
771 0 annars

min z = 2.T1+$C2+2$3+I4+$C5
da $1+I’221
{L‘1+.172+ZL‘521
T3+ x4+ 25 >1
To+ T4+ x5 2>1
l'3+l’421
l’jE{O,l}, VJ

90. Variabeldefinition:

x; = antal inkopta plankor av lingd j meter, j =1,2,4
o { 1 om 5-meters paketet kdops

> 0 annars

| 1 om vi far rabatt fér 1-meters plankorna
Y170 0 annars

1o = dito 2-meters

ys = antal “gratisbrddor” av langd 4 m

min z = 36561 + 70372 + 145564 + 15 % 170375 — 503/1 — 503/2

da Ty 4 2w + 4(x4 + ya) + 5 * 1525 > 90
15y <1y
15y, < o
10y, < 2y
xy < M(1 —z5)
T1,T2,T4,Ya > O, heltal
Y1, Y2, 05 = 0/1

91. Variabeldefinition:
x;; = starttid for jobb ¢ pa maskin j

y { 1 om jobb i kors efter jobb k pa maskin j
ikj =

0 annars
min z
da Z > X3 1=1,2,3
Lij + tij S T + Myikj j = 1, 2,3
ZL’kj—f—tkjSZEij—f—M(l—yikj) } i,k=1,2,3, i #£k
L5 —Ftij < Ti(j+1) 1= 1,2,3, ] = 1,2
2y >0 i=1,2,3 j=1,2
0 < yir; <1, heltal ,k=1,23, i#k, j=1,2
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92. Variabeldefinition:

x; = antal mobler som kdps in av typ j (j = antal sittplatser)
B 1 om fler &n 15 fatoljer kops
o= { 0 annars
B 1 om fler &n 25 fatoljer kops
2. = { 0 annars
B 1 om Linus koper 3-sitssoffor
¥ = { 0 annars
- 1 om Linus koper 4-sitssoffor
Yo = { 0 annars

min z = 3.5x1 + 629 + 8xz + 10x4 — 10y,

da x; +2xy +3x3 +4x4 +5y, > 50
T +Z2 +x3 Ty —i—5y2 > 25
I Z 10
r3 < Muys
ry < My,
ys  tys < 1
1 > 1dy
Ty > 25y
xz; > 0, heltal
Yy € {07 1}
93. Variabeldefinition:
S { 1 om snoén fran sektor ¢ kors till avstjalpningsplats j
v 0 annars
- 1 om avstjalpningsplats j anvands
Y = { 0 annars
Givna konstanter:
dij = Transportkostnad (/m® snd) fran sektor 4 till avstjidlpningsplats j
v; = arlig volym av sné i sektor ¢ (m?/ar)
V; = arlig kapacitet hos avstjilpningsplats j (m?/ar)
f; = arlig kostnad for att halla avstjalpningsplats j 6ppen
min szijviwij + ijyj
i=1 j=1 j=1

IN

Vj v

m
da E Vi Ty
i=1
n
=1

Y; v i? ]
{0,1} Vi, j

ZL‘Z‘]‘

Lij, Yj

m INA
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94. Variabeldefinition:

x;; = Antalet folk som flyttas fran regemente 4 till 6vn omrade j. j = 1,2, 3,4
dér j = 4 &r beredskap.

min E E Cij g5
P -

J
da inj = S 221,2,3
dwy < d j=1,23
J

Sy =
J
xi; > 0, heltal

dér ¢;; ér forflyttningskostnaderna givna i tabellen (forflyttningskostnaden till
beredskapen 4r 0). s; dr antalet mannar pa resp. regemente och d; ér antalet
som maximalt kan tas emot pa resp. 6vningsomrade samt beredskapen. [Detta
problem gar att enkelt beskriva med en graf. Grafen blir tudelad (kéllor pa
ena sidan och sidnkor pa den andra). Problemet kallas transportproblem.|

95. a) Variabeldefinition:

y; = 0/1 om maskin ¢ startas eller ej
x; = heltal antal tillverkade produkter i maskin

min z = 1000y2 + 600y3 + 300y4 + 4.1'1 + 6332 + 2%3 + 5$4

22 < 4000y,
75 < 1000ys
Tq S 3000y4
0,921 + 0,9525 + 0,85z5 + 0,92z, > 5000  (x)
z; heltalig, y; € {0,1}

4
b) Skriv om (*) som Zaixi > b,
i=1

i) Oka b; for att skapa en felmarginal
ii) Modifiera a; genom att exempelvis skala den med standardavvikelsen.

96. a) Variabeldefinition:
{ 1 om person ¢ jobbar dag j
xij = 0
annars

i = 1,2 &r personerna som kan ta hand om espressomaskinen. ¢;; &r
person i’s podng dag j.
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97

max Z Z CijTij
]
da Ty + Toj
>
i
>

J
ri; € {0, 1}

1 j=1,2,..,6 en maste skota espresson varje dag

ARV

=1,2,..,6 minst 4 maste arbeta varje dag

AN
W
-~
I
=
\.[\D
B

ingen ska jobba mer &dn 4 dagar

b) Andra malfunktionen till max! dér [ &r en variabel. Ligg till villkoren
Zcijxij > l, 1= 1, 2, ..,6
J

98.

99

100

101.

102.
103.

. Endast pastaende (iii) &r sant.
a) 1 +x2 < 2+4+yM b) Oys+ 5ys +9ys + 12y = 3
2x1 +3x9 > 8 — 1M ys+ys+ys+yse = 1
Y1+ <1 Y3, Y1, Y5, Y6 € 10,1}
Y1, Y2 S {07 ]-}
C) e +x5 < 2+ y7M
e < 1+ysM
Ts S 5 + ng
Ty +x5 > 3—1y10M
yr +ys + Yo +yio < 2
Y7, Ys, Yo, Y10 € {0,1}
Lrr=(10117
Lt =(1010)7T, 2% =12

a) Vilj “nyttokvoten” sa liten som mojligt. z* = (01 1 0)7, 2* =8

b) z; och z5 kan inte ensamma uppfylla villkoret. Alltsa maste minst en
av xg eller x4 vara 1. Samma l6sning som i a) men tradet blir betydligt
mindre, vissa losningar i a) &r inte tillatna i b).

x}k'{P = (27 2)T7 Z;{P = 12.

a) r* = (3,17, z* =39

b) Man maste kinna till punkterna z; = (0,0)7, 2o = (3,0)7, 23 = (3,1)7,
x4 = (0,4)T for att beskriva konvexa héljet matematiskt.
4

K:{LE|ZE:)\1$1+)\2$2+)\3$3+)\4$4,Z)\i:L )\120, VZ}

=1
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c) 2x1+ 3wy <12+ M(1 —vy)
201 + 29 < T+ My
x1, T3 > 0, heltal, y = 0/1
M stort tal

104. Variabeldefinition:
i 1 om investering gors i projekt j
‘1 0 annars
max z = Tx]+ dxe + 8x3+ x4
da 41'1 + 35132 + 5.%3 + x4
€

Losning z* = (0,0,1, )T 2* =9

m IA

105. 27 = 0,25 =225 =2y = 1,2" =1

ot

106. a) ) z* =82 (Om losningen i P7 ej vore tillaten skulle vi forgrenat vid P7)
82 < z* < 85, forgrena vid P7.
)

st. (P1, P2, P3, P4, P5)

o

C

b) x1+22 <4, <3, 2,>0, 22>0

c) x; <min {{2],|I]} =3, 2, <min {{2], 7]} =4
T1 =Y —|—2y2, Y1, Y2 c {0,1}, T2 = Y3 + 2y4 +4y57 Y3, Ya,Ys € {071}

)
)
)
107. a) 27 =3,25=1,2*=23
)
)

108. a) Om n ar jamn: De n/2 st bésta” variablerna = 1, 6vriga = 0.
Om n #r udda: De (n — 1)/2 st bdsta” variablerna = 1, 6vriga = 0.

b) I tradsokningsmetoder far vi férgrena éver samtliga variabler innan nagot
"héander”. Forfarandet kan bli varre &n fullstdndig uppridkning. Prova
sjalv pa ett litet exempel!

109. a) 21 <29, 21 <23, 21 < 2u, 23 < 2

b) wy > wy > w3 > wy > ws

c) ws < z4 om vi kapar grenen eftersom den optimistiska uppskattningen
var sdmre &n bésta tillatna 16sning (pessimistisk uppskattning)

z4 = wy < wsz, om Vi hittar en béttre heltalslosning i nod 4.

110. a) Fel 1: z(4) > z(5) Efter en forgrening kan en undre grins ej minska i
minproblem. Fel 2: z(9) > z(3) = 65 = Nod 9 borde kapas.

b) i) Ja, denna LP-16sning kan inte ligga i konvexa holjet av heltalslosningarna.

ii) Nej, LP-16sningen kan vara heltalig (dock ej optimal). I sa fall ligger
den i konvexa holjet. Men den kan ocksa vara utanfor holjet.

111. Anvind tridsdkning, dar LP problemen 16ses grafiskt. z* = (2 2)T 2 = 14
112.  a) Heltalssnitt: rad (1): 221 + 29 > 4, rad (2) 21 + 29 > 3

b) De tva snitten fran a) samt icke-negativitet bildar det konvexa holjet.
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c) Nej, ty snittet skiir bort den tillitna heltalslésningen (2, 1)7.

b) Heltalssnitt: 221 + x5 > 3 (2-raden), 421 + 3x9 > 8 (z2-raden). Inget snitt

a) Tillatna heltalspunkter: (2,0)7, (1,2)7, (0,3)7, (0.4)T. Konvexa héljet

113.
defineras av x1 > 0, 2x1 + 29 < 4, 327 + 229 > 6.
ar en fasett.
c) -
114. -
115.  a) -

b) z1 + xy < 6 (svagare villkoret: z1 + xo < 76/11).

c) -

116. Variabeldefinition:

antal produkter av typ ¢ som tillverkas i period ¢, i =1,2; t =1,...

utgaende lagerniva av produkt ¢, i period ¢, 1 =1,2; t=1,...,4

Tt =
O; = anviand overtid i period t, t =1,...,4
Ly =
(Lip =4, Ly =38)
4
min

t=1

> [100(0.93:” + 0.875;) + 600 {

0.9]3115 + 0.8$2t:| 4] i
40

25030, Oy + 1 (1511 + 14Ly,)

dé 0.91‘1t + 0.81’2,5 — Ot
Oy
Lity+xyp — Dy — Ly

Tit, Ot, Lit Z 0, \V/’L,j

10 12 20 15)

déix D:(QO 24 40 30

117. Variabeldefinition:

x; = x-koordinat for lampa i (m)
y; = y-koordinat for lampa i (m)

z; = effekt i lampa i (W).

min 2y + 29

< 40 t=1,...,4
< 4 t=1,...,4
= 0 i=12t=1,....4

k k
da 42> (1)
i t+yr x5+ .
21 )
+ >T 2
R O P o @)
21 Z2
+ >T (3
T VAL T AR e T A e oy A
0<az; <2LVi (4)
0<z <M Vi (6)

Ja, problemet ar konvext.
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118. a) Variabeldefinition:
x1 = z-koordinat for lagret (km)
xo = y-koordinat for lagret (km).
min f(z) = 2004/ (z1 — 5)2 + (z2 — 10)2 + 150/ (z1 — 10)2 + (z2 — 5)2 +
2004/2? + (29 — 12)2 + 3004/ (21 — 12)2 + 23

b) Ja, ty problemet &r konvext.

R
2 v
119. a) max v 1 R)?

b) R* =r

120. a) Variabeldefinition:

Il = langd pa ladan
b= bredd pa ladan

h = hojd pa ladan
min f = 10(bl + 2bh + 2lh) + 25bl
da [b+ 2bh + 2lh
Ibh
h
2vV1% + b2
[
b
h
l,b,h

b) Fixeral:ZEO, sitt h=h+0 0,b
= f konkav tex lings linjen h=h+8,b=b—8,1=1

(20 + 2b)

VAN INININIA TV IA
[V Sl e

121.  a)
min f(zy,73) = 0.52% + 0.22129 + 0.323
da 2z + 1.5z, > 1.2
ry, v2 = 0
b) -

122. Alla ar konvexa.
123. -

124. a) Konvex funktion, ej differentierbar for z; = 0.
b

)

) Varken konvex eller konkav funktion, men differentierbar éverallt.
¢) Konkav funktion, ej differentierbar for x; = 1.
)
)
)

d

e

Konvex funktion, ej differentierbar i alla punkter.
Konkav funktion, ej differentierbar i alla punkter.

f) Konvex funktion, ej differentierbar i origo. (Konvexitet visas med hjalp
av triangelolikheten. For att visa icke-differentierbarheten, betrakta en
strale genom origo, dvs x7 = ¢1t, x9 = cot dér t € R.)
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125. -

n 1 n
126. L it bada led h visa att 1 | > 1 In(z;).
ogaritmera bada leden och visa a n(%nx> _"Z n(z;)
Induktionsbevis

(i) Olikheten giller for n = 2 eftersom In(321 + 322) > {In konkav} >
sIn(2y) + 3 In(z2) > L(In(zy) + In(z,)).
n—1 n—1

1 1
(ii) Antag att olikheten géller for n — 1, dvs In ; % > o ; In(x;).

(iii) Visa att olikheten géller for n.

n n—1
1 1 n—1 1
n ;:1 T n(nx + " ;_1 p— ) > {In konkav}
— 1 1 n—1 1 &
1 n—1 : — _
> 1 ln(xn)—i-Tln(;l — 1%) > {(i1)} > - In(z,)+ — ;1 In(z;) =

S

Z In(z;).

127.  a) Nej! Tag t ex 2! = (2 2)T och 22 = (=2 —2)T. 2! och 2? #ir bada tillitna
punkter men z = z' + 1% = (0 0)” &r ¢j en tillaten punkt.

b) For alla f sadana att Vf(z) = MiVg1(2,2) + AoV g2(2,2) = A\ ( g ) +

)\2<:j)7>\120w\220

128. a) Konvex
b) X; = {z|2? > 4} ¢j konvex, Xy = {z|z > 0} konvex. X;NX, = {x|z > 2}

konvex

129. a) Dela upp funktionen i tre delfunktioner: f; = % + 373 — 3xy23, fo =
222 + 23 — w9z och f3 = ™%, Alla dessa ér konvexa funktioner var for
sig och summan av dem &ar darfor ocksa en konvex funktion.

b) Dela upp malfuntionen i tre delar. Utnyttja kdnda satser.

130. a) Konvex da x; > 0, xo > 0 och z725 > 3/4. Konkav da z; <0, 5 < 0 och
T1X2 2 3/4

b) Ja, ty det tillatna omradet ligger helt inom omradet dér funktionen &r
konvex.

131. Ja, ty problemet &r konvext.

132. Nej, ty vinkeln mellan gradienten och d &r spetsig (positiv skaldrprodukt)
vilket implicerar ascentriktning.

104



133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

Vf(a:):a(_é)—kﬁ(_ﬁ), a, B3>0

Gradienten skall ligga i den kon som spéanns upp av de bada bivillkorens nor-
maler i origo.

a) 2d1 + d2 S 0
b) 3d; + 20dy > 0

¢) Studera tex riktningen d = (—1, 1)T. d &r tilliten och descent. Z #r alltsa
ej optimal.

d) Tex d = (-1, 2)T

e) -

a) -

b) -

c) Punkten &r inte ett lokalt minimum.

a) d=—(23/4)" =V f(z)"d = —-21/8 < 0 ¢j descent.

b) d=—(2 —3/8)T =V f(z)"d =4+ 9/16 > 0 Descent.

c) -

a) Brantaste lutning: z!'= (1,83 2,44)T7 22 =(2,69 1,79).

b) Newton: z!= (3 2)T Globalt minimum, ty konvex malfunktion.
)

a) a=—1=dg,=(-2,-1)7T, dy = (1,1)T.

a=0= dp = (0,3)T, dy existerar ej, ty H ej inverterbar.
a=1=dp, = 2,17, dy=(1,1)T.

dpy, ér descentriktning i samtliga fall. d &r descentriktning for a = 1.

b) f maste vara en kvadratisk och konvex funktion. f kvadratisk = a = £1

a=1= H(z) pos definit = f(x) konvex. « = —1 = H(x) neg definit =
f(x) konkav.

a) V=322 +mzy, o1 +2(1+z))", VF(1/2, =1) = (=1/4,1/2)T
6z 1 12\ (31
= () ()= (1)

Sokrikning: d—l( 71/4) VfTd = —9/40 < 0 = descent.

6[E1 1

b) detH:' . o

‘:0@12:1;1—1:0@3;1:1/12

a) Ja, det &r en ascentriktning, ty vinkeln mellan gradienten och d &r spetsig
(positiv skaldrprodukt).

b) Den optimala steglangden blir 1/3.

a) a>9/8
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142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

b) Nej, ty dTVf > 0.

c) a=2

d) a>9/8
Ja, substituera y; = x1 — 2 och yp, = \/g(xg + 6). Da far man funktionen
9(y1,y2) = y? + y3 vars nivakurvor ér cirklar centrerade kring origo. Alla

Vg(y1,y2) pekar genom origo, diir optimum antas. y* = (0 0)7 = 2* = (2 —
6)7.

0 P = (5 ) = IvFE = Vet = (58) > IVFE = 32

b) Om F(z) &r gradienten for nagon funktion f : R" — R sa fas VF(z) =
V2f(z), dvs Newtons metod for obegriinsad optimering fas.

a) dy = (-2, )7

b) dy = (—5/11, 8/11)7

¢) Vf(z)Tdy = —18/11 < 0 = avtaganderiktning.

1
Vilj nya variabler y = C'/?(z — C~'c) = min éyTy

2 = (070)T7 *I*LPO = (2a Q)T LBD = -9
2! = (2,2)” UBD = 3, 2% p, = (2,0)" LBD = -1
7?2 =(2,1)T UBD = 2, 2} py = (2,0)7 (tex) LBD = 2
LBD = UBD STOPP!! Opt i z* = (2,1)7, f* =2
a) f(z°)=12=UBD =12

Linjérisering = min z = 8z; + 2229 — 18 = x1p = (0,1)T = LBD=4
Linjesokning = t° = 1 = 2! = (0,1)7 = UBD=6

b) Problemet &r konvext ty Hessianen dr positivt definit for alla tillatna

punkter (zo > 1). Alltsa dr avvikelsen till optimala malfunktionsvérdet
hogst 2 (UBD — LBD).

a) -
b) z' = (12/5, 4/5)" = UBD = f(z') =8

Anvénd Frank-Wolfe metoden. LP-relaxeringens vérde zj p dr en undre grans
till f*. Saledes blir f — 2} en 6vre gréns till f — f*.

f = 0.375. Malfunktionen till LP-relaxationen blir —0.5z; — x5 + 25/8. Op-
timum till LP-problemet blir 2% » = (2 2)7 som medfér 25, = 1/8. Alltsa dr

den &vre grinsen till f — f* lika med f — 2}, = 1/4.

r=(1, =17, f*=0
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153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

20 = (1/21/2)T, 4% = (0 1)7, 7/2< f*<9/2

=017, gt =207, 4<f<9/2

x (1/3 5/6)T, y2 = (0 )T eller y?2 = (2 0)T, 25/6 < f*<25/6
r )

a) 8/2 =14

b) 5v/2 (Riktningsderivatan okar)

¢) Linjesokning i riktningen d° = 15(1 1) ger t = 25/3. Steget far hér vara
langre &n 1 men inte for langt (t = 25/3 &r ej tillatet). Ta sa langt steg
som mdjligt, dvs zt = (2/3 2/3)T. Ny LP 16sning x*F! = (17/30 43/60)7
ger d' = (—1/10 1/20)7.

a) ¥ = (3 17T, 4°=(20)7, &
zt = (20)7, 1 =(02)7, d*
22 = (3/2 1/2)T, f* = 4,25,

b) y=(400)", z=(3/21/2)" &r en KKT punkt.

= (1 =17, #°=1(17/14 > 1)
(—22)7, t'=1/4

Om 7 &r ett lokalt optimum till det givna problemet och d &r sadant att Ad = 0
sa maste V f(Z)Td = 0, ty annars skulle det finnas en tilldten descentriktning
i z, vilket motsédger vart antagande att z ar lokalt optimum. Vi kan alltsa dra
slutsatsen att problemet

min Vf(z)7d

da Ad=0
har optimalvérdet 0. Alltsa har dess LP-dual en tillaten 16sning, dvs det finns
ett u sadant att ATy = Vf(Z). Med A = —p fas Vf(z) + ATA = 0.

5 =e ' g =1, n, dir X 16ser ekvationen Z bje 17 = by,
. Varb .

T = 2 -~ Ly/bifag, j=1,..,n.

a<9/2

. 6 6 A
a) KKT-villkoren ger ( 1/2 4 ) ( Ay >, A, >063/2<c¢<12

b) Optimalt for ¢ = 3/2

)

a)

b) z* = (11, 8)7 och \* = (0, 6)7
)
)

a

b) Punkten z = (0 1 2)” &r ett globalt optimum.
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163.

164.

165

166.

167.

168.

169.

170.

171.

a) KKT-villkoren:
Tr, — 101'2 + 2?/1 + 2?/21’1 =0
—10131 + 201’2 + 2y1$2 — ays = 0
yi,¥92 > 0
2r1 + a:% < 5
2 —awy; < 2
y1<2£L’1 + .’L'% — 5) =0
Yo(2? —aze —2) = 0

r = (2,1) ger a > 2. For a > 2 erhalles ingen KKT-punkt. For a = 2 ar
KKT-villkoren uppfyllda och y = (8/6 8/6)7.

b) Nej, ty problemet &r ej konvext (undersok malfunktionen).
Jamfor med optimalitetsvillkoren i LP-avsnittet.

. Nej, punkten uppfyller ej Karush-Kuhn-Tucker villkoren.

a) -
b) Punkten (e, €)7, € > 0 ligger pa ett godtyckligt litet avstand fran origo

och har malfunktionsvirde —e? < 0, alltsd kan inte origo vara lokalt
minimum.

a) Ja, z &r en KKT punkt

b) Nej, ty punkten z = (2, 2)7 (tex) &r tilliten och har ett bittre malfunk-
tionsvirde. (Problemet dr ej konvext).

a) Kontrollera att problemet dr konvext, dvs att malfunktionen &r konvex
och att villkoren utgor en konvex méngd. Da dr KKT villkoren tillrdckliga
for global optimalitet.

b) Om malfunktionen &r strikt konvex och det tillatna omradet dr en konvex
méngd erhalls ett unikt globalt optimum.

a) Villkoren uppfyllda med likhet, dvs primal tillatenhet och komplimenta-
ritet uppfyllt. y = (152 12)7 ger dual tillatenhet, alltsa KKT punkt.

b) Linjira villkor &r konvexa. T unik om f(z) &r strikt konvex. z{ + 3 strikt
konvex. fo = 1222 4 6232 — 1179 — 11 — T Ar strikt konvex enligt Sylvesters
kriterium. Summan av strikt konvexa funktioner &r strikt konvex. f(x)
ar strikt konvex = Z unikt optimum.

a) 1) Lat § ={z|gi(x) =0Vi=1,..,n}, och G=R" = S C G uppfyllt.
ii) For z € S géller P(g(Z)) =0 = 7,(2) = f(Z) = 7,(z) < f(2)
(i) och (ii) uppfyllt = problemet &r en relaxering.
b) z = (3/2 1)T ger f* >3

a) x* 16ser problemet min Vf(z*)z,da x € X = Vf(a*)Tz > Vf(z*)Ta*, Vz €
X=Vf@)(z—2*)>0, Ve eX
f konvex pa X = f(x*) > f(z*) + f(z*)(z — 2*), Vz € X = f(z) >
f(z*), Vo € X = 2* loser min f(z),da x € X V.S.V
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172.

173.
174.

175.

176.

177.
178.

179.

180.

b-d

b

)
a) Alla riktningar d siadana att V f(z)7d < 0 #r descentriktningar.
) Gar ej att avgoral

)

c) Eftersom det tillatna omradet &r samma i (P) och i LP-problemet, erhalles
en UBD genom f(2Lf). LBD kan dock ej garanteras i det allménna fallet.
Men om ¢ = V f(), for nagon tillaten 16sning 7, da ger f(z)+V f(Z)" (z—

z) en LBD, om Z ar LP-16sningen.

a) zhp = (5/4, 1/2)7, z* = —19/4

dér forsta olikheten giller pga att x &r tillaten och den andra olikheten

bygger pa att g(z) < 0 och u > 0 giller da z tillaten.
Lagrange-relaxera och bestdm den duala malfunktionen
(A ) = Iglzig{z D wign(ri)+ > N(bi= Y wi)+ Y pilai— Y @)} =
= DAy 4 22 piai + glzigl{z Y () = Ay — )} =
= > Nbj+ > pa; + r;lzl(rjl h(x)

h(z) konvex = Om Vh(z) = 0 och > 0 sa ar 7 ett tillatet globalt optimum.

dh(z)
dz;j

= hl(ﬂ?ij) — /\j — +1=0= Iij<)\7 M) = e>\j+ﬂi_1(> 0)

Duala problemet:

maxz >‘ij + z Hi@i + z Z JIij()\, LL) (ln(a:ij (/\7 N)) — )\j — Nz’) -
(D) max > Abj + > pia; — >0 > etatritt
daxe R, peR™

h(u) = min 627 + 423 + 23 + u(24x, + 24z9 — 360) da 23 > 1
Separerar i ett problem for varje variabel. 1 = —2u, x9 = —3u x3 = 1.
max h(u) = —60u? —360u +1 = u= -3 =z = (6 9)7, f(x*) = 541.

h(1) = —11/2 fas for z = (1 3)T och h(2) = —4 fas for x = (1 2)T.
h(u) &r en undre grans till f* dvs f* > —4.

a) N =67, xt=3/7, a5 =2/7, f(a*)=h(\)=3/7
b) AT =8/3, \;=0, 2} =4/3, 13=2/3, f(z")=h(\")=8/3
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181.

182.

183.

184.

185.

186.

187.

A=1: 2 = (12)7 otillaten, h(1) =6. X =2: x = (1 5/2)" otillaten, h(2) =
43/4. X =3:x = (3 3)7 tillaten, h(3) =9, f(3,3) =21 43/4 < f(a*) < 21.

AN =2/3, xt=7T/6, at=2/3 h(\)= f(z*) =5/6

h(/\):—§—6/\—2+%
h(0) = —9/2, x = (3/2 0)T otilliten. A = 1: h(1) = =8, z = (3/5 1/5)T

tlllaten f(3/5,1/5) = —67/25. —=9/2 < f(z*) < —67/25

A=20:2 = (010)7 otillaten, h(0) = 2. A = 1: x = (2 1 1/3)T otilliten
h(1) = 20/3. A = 2: 2 = (2 1 2/3)7 tillaten f(2,1,2/3) = 22/3, h(2) = 20/3.
20/3 < f(z*) < 22/3.

Dualt problem: max h(y), da y > 0 dir h(y) = —6y+

minz; = (=1 +y)r; + (—4 + y)x2 min zo = (=1 +y)xs + (=2 + 2y) x4
da 3z; + 22 < 6 da 23 — x4 < 2
+ —r1 + mp <2 + 3 + w4 <3
T , X9 Z 0 I3 , T4 Z 0

y=2 =2 =(1,3,0,0)7 (tilliten) f(z) = —13 (UBD), h(2) = —17 (LBD)
Svar: —17 < f(z*) < —13

Det Lagrange-duala problemet dr max h(\)

dar h(\) = m:gn {f() + (1 —x1 —22) + Xo(21 — 22 — 3)}

A= (0,007: z = (1, =17 otillaten, h(\) = =3. X = (1, 1)T : z = (1,0)7
tillaten, f(z) = =2, h(\) = —4. =3 < f(a*) < =2

1 om bage (i,7) € A ingar i billigaste vigen
0 annars

a) Variabler: z;; = {

min E Cij T4
(i.4)eA
1 omi=1

Z Ty — Z Tj = -1 omi=m VieN

j:(i,5)EA j:(4,0)eA 0 annars

>tz < 14

(i,5)€A
Lij Z 0

b) u = 0: BV: 1-2-4-6, otillaten, LBD=3
u = 3: BV: 1-3-2-5-6, tillaten (z = 15), LBD=3
u = 1: BV: 1-2-5-6, otillaten, LBD=6
w=2:BV: 1256, otillaten, alt 1-3-2-5 6, tilliten (2 = 15), LBD=7,
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188.

189.

u = 2 &r optimallosning till det duala problemet, och det bésta intervall
for z* som kan erhallas ar [7,15]. (Optimum till det primala problemet &r
1-3-2-4-6 med z = 13.)

Lagrange-relaxera kapacitetsvillkoren (andra bivillkorsgruppen) = duala pro-
blemet max h(u) (u dr multiplikatorvektorn) dér den duala funktionen h(u)
ges av Lagrange-subproblemet

min E E (cij + uij) " ij — E Ui jUsjj

keK (i,j)€B (i,j)eB
da Azf=d* ke K
96]%20, kEK, <Z7J)EB

Problemet separerar i k st minkostnadsflédesproblem (ett for varje varutyp).
Problemen l6ses véxelvis, starta med givna wu:n, 16s Lagrange-subproblemet
vilket ger en indikation pa hur de nya wu:na skall véljas. Multiplikatoruppdate-

ring:
ny _
(O = U + ok ( E E xl] u;j))

(z j)EB keK

>0— oka Ui
< 0 — minska u;

dér o ar en steglédngd.

a)

f=min 'z
da reX
icl

dér X &r méangden av uppspéannande triad och I méngden av bagar som
ansluter till nod 1.

. . T o
Lagrange-relaxation: h(u) = minc o + U(Z x; — 3)

De bagar som ansluter till nod 1 kommer att fa en 6kad kostnad med wu.
h(0) = 60, h(8) = 76 och h(11) = 75. u = 11 ger tillaten 16sning med
f(z) = 86. Alltsa 76 < f* < 86.

b) u =9 ger flera alternativa minimaltriad. Ett mojligt trad har valens = 2
och subradient = -1. Ett annat trdd har valens = 4 och saledes subgra-
dient = 1. h(9) =T + 9> 2, —9-3 =104 — 27 =77

c) GO :
x* 16ser Hél)r(l f@)+uTglx) ()
ug(at) =0 (i)
g(x*) <0. (i17)
Hér: g(z) = > 2; — 3, u* =9 > 0= > zf = 3 ska gilla. Alltsa: ett triad

som loser relaxationen och har valens 3 utgér ett primalt optimum.
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190. Om villkoren (1) relaxeras fas

L(v) = min Z Z CijTij + Z v Z ijTij — ;)

z—l ] 1
m
= min E E (cij + viaij)zij — E b;v;
=1 j5=1

da wa—l j=1,..
xUG{O 1} i=1,..,m; j=1,..,n

dér v; > 0,4 = 1,..,m dr multiplikatorerna till de relaxerade bivillkoren (1).
Problemet separerar i n stycken halvtillordningsproblem.

Om villkoren (2) relaxeras fas

= IHIDZZCUZE” + Zuj wa

1= 1 ] 1 z

= min E E CU —I—uj Tij — E U,
=1 j5=1

da E Q545 < bi, 1= 1, .., Mm

j=1
Ti; € {0,1} 1= 1,..,m; j = 1,..,n
dér u;,j = 1,..,n dr Lagrange-multiplikatorerna till de relaxerade bivillkoren
(2). Problemet separerar i m st kappsécksproblem.

Halvtillordningsproblemet har heltalsegenskap, vilket inte géller for kappséacks-
problem. Den forsta relaxationen ger alltsa en optimistisk uppskattning som
sammanfaller med LP-optimalvirdet, medan den andra relaxationen typiskt
ger en starkare (hogre) optimistisk uppskattning.

191.  a) Lat Z vara en godtycklig tillaten 1osning. Da fas: f(z) > f(z)+u*" g(z) >
m1)r(1 f@)+uTg(z) = fla*)+uTg(z*) = f(z*). 2* dessutom tilliten = z*
TEe
optimal.

b) Vi Lagrange-dualiserar det forsta villkoret och far

h(“) - Hll)I(l (931 - 3$2) + U(—Il + 229 — 6)
xe

da o1 +x9 <5 2>0.

Genom att anvénda proceduren i deluppgift a) far vi ett optimum i punk-
ten z* = (4/3 11/3)T.
c¢) Ett unikt optimum z(u*) uppfyller v*Tg(x(u*)) = 0 och g(z(u*)) < 0.
Da riicker det bara med att 16sa (i) mingex f(x) +u*Tg(x). Om f(x) och
g(z) ar strikt konvexa funktioner och méngden X konvex, da har det
Lagrange-relaxerade problemet ett unikt opimum fér varje u > 0.
192.  a) h(w) =min f(z) + ' g(z) < f(z) +a'g(z) < f(T)

zeX
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193.

194.

195.

} = f(z) > f(z),V tillatna x = & optimal.

Y tillatna } = h(u) < h(a),V tillitna u = @ optimal.

¢) Z och @ tillitna och f(Z) = f(z) + u’ g(z) = Hél)r(l f(z) +a"g(z) = h(a).
Deluppgift b) ger da att & och u ar optimala.

h(u) =6u + max (3—2u)r;+zy + max (2 —w)wz+ (1 —2u)xy

da T+ 21’2 S 1 da T3 — X4 S 1
T, = 0 g <2
X3, T4 Z 0

h(1) = 8, for 2 extrema losningar: 7 = (1,0,1,0)” och # = (1,0,3,2)T. 7 &4r
tillaten medan Z inte ar tillaten i det ursprungliga problemet. Detta medfor i
det endimensionella fallet att 0 € 0h(1), som medfor att u* = 1 &r optimal.

x losningen kan erhallas mha komplementariet. 1(2zy + 23 + 224 — 6) = 0
= x3+ 2x4 = 4 (x; = 1 optimal). Alla 16sningar till det andra subproblemet
uppfyller ekvationen x3—xy, = 1 = z* = (1,0,2,1)" dér 2* = 8. Stark dualitet
z* = h*.

a)

1
h(u) = —4u + min — + uzy + min — + uz,
2120 I 2220 To

f strikt konvex och villkoren konvexa = h differentierbar for alla w.

b) h differentierbar = minimum f6r Vhi(u) = 0 = g(z(u*)) = 0. 1 =
1/y/u < och xo = 2/3/u. Sétt in i 21 + x5 = 4 och 16s ut u = u* = 9/16.

h(u) = 6y/u — 4u = u* = 9/16, h* = 9/4.
vt = (4/3,8/3)T, f* =9/4.
f*=h* =9/4 Stark dualitet ty konvext problem.
La

C

)
d)
)
)

@D

a) Lat X = {z',...,2"}. D& #r duala malfunktionen

h T — T %

(u) = gg)lgf( 7) +ug(x) = min f(z ') +u' g(a'),

diir f(z') &r en konstant och g(z') 4r en konstant vektor, dvs h(u) r
ett punktvis minimum av P linjira funktioner. Det innebér att h(u) ar
styckvis linjar. Antalet segment som funktionen hA(u) kan vara uppbyggd
av dr maximalt P st.

b) Méngden X bestar av fyra punkter {(1100), (1001), (0110), (0011)}. Du-

ala malfunktionen ar

—u om0<u<1/2

h(u) = max{13,14 — 2u, 15 + u, 16 — u}—{ 15+u om1/2<u.
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¢) Mingden X &r en polytop och darfor har X dndligt antal hornpunkter.
Beteckna méngden av alla hornpunkter till X med X. Eftersom f(x) och
g(x) &r linjdra fuktioner vi vet att

h(u) = min f(z) +u"g(x) = min f () + u’ g(2)

och vi kan anvinda deluppgift a). Storsta antalet segment dr storleken

av X.
196. a)
h(u) = mi)r(1—2x1 + Ty + U(l’l + Ty — 3)
re
Den duala funktionen byggs upp av sex linjira funktioner (en for varje
punkt i X):
h(u) = min {—3u,4 + u, 5u — 4,u — 8,0, —3}
Skérningen mellan segmenten —3u och u — 8 ger u* = 2 och h* = —6.
(z' = (0,0)T eller 22 = (4,0)7 16sning i det relaxerade problemet.)
g(z') <0 = tillaten, g(z?) £ 0 = otillaten.
o' bryter mot u*7g(z*) = 0 i optimalitetsvillkoren och x? bryter mot
bade u*T g(x*) = 0 och g(z*) < 0.
r*=(2,1)T = f*= -3 = Dualgap f*— h* = 3.
b)
h(u) = —3u + 0231124(11 —2)zy + Ogg&(u + 1)z
Losning: u < 2 w21 =4, u>2 > x;=00chu=2—0<z <4,
samt xo =0, Vu >0 =
h(u)=u—8 0<u<2
h(u) = —3u u>2
u* =2, h* = —6. Kompl. ger z* = (3,0)7 — f* = —6. Alltsa h* = f*,
dvs inget dualgap.
197.  a)

h(u) = 6uy + 5us + max (5 — 3uy — 2us)xy + (7 — 3ug — 3ug)xs
da T +T3 = 1
r1,T3 € 0/1

+ max (8 —2u; — 3ug)Ts + (9 — 3uy — 4ug)xy
da To+ T4y = 1
o, Ty € 0/1

Duala problemet: min,,, ,,>0 h(u) med egenskaper: konvext, styckvis linjér,
begrénsad och &ndlig.

b) o= (1,1)T = x(u) = (0,1,1,0)", h(z) = 15 &r en dvre grins till z*.
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c¢) Subgradient i @ = (1,1)T

5= gi(z(@) \ _(5-6Y_ (-1
go(z(w)) 6—5 1
d) z = (0,1,1,0)7 #r otilliten. Modifiera z. Sitt tex z; = 1 och x3 = 0.

= (1,1,0,0)T &r tilliten med z = 13, som ir en undre grins till z*.

e) Tex Polyak )\%ﬂg(“). LBD fran uppgift d) kan utnyttjas.
Dualen minproblem =-

LBD — h(u") 1 13-15 ([ —1 0
k1 _ .k ko_ _ _
WS AT T <1> 3 (1) (2>

f) h* > f* Dualgap upptrider troligtvis, ty ej konvext problem.
g) Lagrange-relaxeringen ar minst lika stark (troligtvis béttre) &n LP-relaxationen.

[Notering: det visar sig att h(0,2) = 13. Dvs dualgapet blir 0 dven fast
problemet inte &r konvex.]

198. a

o

)
)

c) 0 € Oh(u*) = h(u) < h(u*) + 0T (u —u*) = h(u*), V u.
)

o

h(u) = —6u + min (1 —u)zy + (=3 4 2u)xs
da T+ X2 S 5
1,82 > 0

u*=4/3 =

h(u) = -8 + min —1/3z; — 1/3x,
da Ty + X9

Tva extrema lsningar: 7 = (5,0)” och 2 =
(Alla l6sningar: . = AT+ (1 = Az, 0 < A <
v = g(z) = —11 och z ger upphov till
ut) = [—11,4].

Z ger upphov till subgradienten ¥
4 = g(z) = 4. Subdifferentialen blir

u* optimal ty 0 € Oh(u*).
(x* = (4/3,11/3), u* = 4/3 = z* = h* = —29/3 stark dualitet.)

o |
=

199. a) Funktionen h(u) &r konkav. Lat v* vara en subgradient till A(u) i u*. Da
har vi h(u) < h(u*) + 77 (u — u*). Eftersom v*Tu < 0 och y*Tu* = 0, far
vi h(u) < h(u*) for varje u. Da foljer att u* dr ett dualt optimum.
b) De tva extrema subgradienterna till h(u) dr (—11 2)* och (4 — 3)T. En
subgradient till ~(u) i punkten u* &r t.ex. v* = [4(—11 2)T +11(4 —
3)11/5 = (0 —5)T och u* &r optimum, eftersom v* < 0 och u*Ty* = 0.
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200. a) Funktionen In(1 + z) &r strikt konkav, eftersom (In(1 + x))” = —1/(1 +
r)? < 0. Malfunktionen &r en positiv linjir kombination av strikt konkava
funktioner, alltsa ocksa strikt konkav. Det implicita duala problemet ar

1

1
max h(u), dir A(u) = minln +41n +81n
u>0 x>0 1+ T 1+ To 1+ X3

+u(r+rotws—4).

Definiera funktionen z(z) = In ﬁ +41In 1+13:2 +8In = 4 u(zy + 25 +
z3 — 4). Gradienten till denna funktion ar Vz(z) = (v — 1/(z1 + 1),u —
4/(xe+1),u—8/(xz3+1)). Minimum till z(z), da x > 0 uppnas i en punkt
dér Vz(xz) = 0, eller x; = 0 om motsvarande x; som vi far dr negativt.

Detta ger upphov till féljande duala malfunktion

1Blnu —Tu—32In2+13, 0<u <1,
12lnu —6u —32In2+ 12, 1 <u <4,
8Inu —bdu —241In2 + 8§, 4 <u<8,
—4u, 8 < u.

h(u) =

Undersokningen av h(u) visar att w* = 2 &r 16sning till maz,>oh(u).
Optimum till det primala problemet #r z* = (0 1 3)7.

b) Det primala problemet som vi betraktar ar

Antag att vi har hittat en optimal l6sning u* till det duala problemet.

Da loser vi z* ur
n

min » (= f;(z;) +ujz;).
0 =

Enligt deluppgift a) &r gradienten till funktionen 2(z) = > (= f;(x;) +
wizg), Vz(z) = (uf — fi(w1), ... uy, — fi(zn)). Eftersom —fi(z;), j =
L,...,n &r strikt okande funktioner av x; (pga —fj(z;) > 0) vi far
fi(x}) = w* for nagon x5 > 0 eller fi(z;) = u* for nagon z; < 0 och
da x5 = 0 och f}(0) < fi(x;) = u*. Observera att marginalnyttan for
aktivitet j dr f'(z}).

201.  a)
max v
Erc , ‘ = vl : Ny T, i
da v < (b—Ax)u+cl2t i=1,.,P da v= 1r21<np(b — Az ) u+c
mgg)( v max v
= ul . = u>0 = h(u) = h™.
da o= min 'z +u” (b — Ax) da v = h(u). IB?())( (u)
xe
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b) Problemet definierat hir ar dual till problemet i deluppgift a). Det pri-
mala problemet har variablerna v (fria) och vektorn u > 0.

c¢) Vi kan skriva om problemet i b) som

P
min CTE Nt
i=1

P
ﬁ‘AE:&ﬂzb
=1

»
d =1

=1
A\>0,i=1,...,P

P P
Om vi definierar x = Z \ixt, och Z Ai=1,\>0,72=1,... Pinnebér
i=1 i=1
det att x tillhor det konvexa holjet av X.
d) Méingden av alla hornpunkter till X¢ &dr en delméngd av X och X C X°¢.
Eftersom vi minimerar over storre omrade har vi A* < z*.

e) Mingden X idetta fall &r {2, 22, 23, z*} = {(1100), (1001), (0110), (0011)}.
Detta ger
h* = max 13A\; + 14Xy + 15A3 + 1674
da  5A\ +Tha+4X3+604 <5

1
ISP
i=1
N0, i=1,... .4,
som har 16sningen A = (0 0 1/2 1/2)" och h* = 31/2.

f) Minimering av en linjér funktion 6ver en polytop ar ekvivalent med mini-
mering av funktionen over polytopens hornpunkter. I detta fall X = X¢
och h* = z*.

202. a) Heltalsegenskap innebér att alla hornpunkter till det tillatna omradet
{z | Dz < e,x > 0} &r heltaliga. Exempel pa heltalsegenskap &r ett pro-
blem med tillatet omrade {(x, x2) | z1+22 < 1,2 > 0}. Ett problem med
tillatet omrade {(xy,x2) | 1 +x2 < 3/2,2 > 0} har inte heltalsegenskap.

b) Lat hpp(u) = minc’'z +u” (b — Ax), da Dz < e och x > 0. Da &r alltid
h(u) > hrp(u). Vi har h(u) = hrpp(u) om heltalsegenskap géller. Vi har
h% p = max,>omin, ¢’z + u? (b — Az), dd& Dz < e och z > 0. Genom att
LP-dualisera tva ganger far vi att h}p = min, 'z, dd Ax = b, Dz < e
och x > 0. Detta betyder att h* > hip = 27 p.

c) Fran deluppgift b) foljer att h* = 2} , pga heltalsegenskap.
203. a) -

b) Den duala malfunktionen &r styckvis linjér (ty det primala problemet &r
linjért) och konkav, och det duala problemet &r konvext. Dualitets-gap
kan forekomma (ty det primala problemet ar icke-konvext).
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c¢) Oka transporten fran de killor som har fri kapacitet i I6nsamhetsordning.

d) z;p < zj. Om det extra bivillkoret inte adderas géller z} , = 27 .

204. a) gi(z*) <0ochu; >0, Vi = Zuzgl ) <0 = 2* tillaten i (S). Alltsa

ar S(u) < f(z*) = 27, Vu>O:>maxS( ) < 2"

Nytta: m stycken villkor har blivit ett villkor, dvs det nya problemet &ar
(normalt) lattare att 16sa och det ger en optimistisk uppskattning av z*

b) z, =(1,1,0,0) ger s(u) = 13. z; = (1,1,0,0) ger h(u) = 14.

c¢) Det Lagrange-relaxerade problemet kan betraktas som en Lagrange-relaxering
av surrogatproblemet, tillsammans med resultatet i a) foljer svaret.

205. a) x; =1 om a ér sann och 0 om «a &r falsk
To = 1 om b dr sann och 0 om b ar falsk
0.8.V.

Detta ger 5 villkor:

o1+ (1 —22) + 23 4 24

(1= 1) + (1 — z3)

To + T3+ X4
(1—.1'1)4‘1’24‘(1—1‘3)4‘(1-%4)
1’1+$2+(1—l‘4)

VIV IV IV IV
g g Y

Omskrivning av ekvationerna ger matriserna A och b:

1 -1 1 1 0

-1 0 -1 0 —1

A= 0o 1 1 1 |b= 1
-1 1 -1 -1 —2

1 1 0 -1 0

b) Man behover bara hitta en tillaten 16sning (ingen malfunktion finns).
Infor en artificell malfunktion. Lés LP-problemet och forgrena éver vari-
abel med storst fraktionell del (tva grenar z; = 1 och x; = 0). Finns det
ingen tillaten LP-16sning i en gren kan denna gren kapas. Tradsokningen
avbryts sa fort en tillaten heltalig l6sning hittats.

¢) Malfunktionsvirdet for en tillaten 16sning &r 0 och for en otillaten 16sning

tex +oo. Lagrange-relaxering: h(u) = mi? a’ (b — Ax)
ze0/1

Om h(u) > 0 for nagot © > 0 kan man dra slutsatsen att ingen tillaten
16sning existerar, ty h(u) < 07z.

206. Lat
f(z) =max  {|f(t) Z%fj

teT

fr(z) =max {|f(?) szfa

telm
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dar Tm = {tl,tg, . 7tm}

a) Eftersom T, ar en delméngd av T ar
fr(z) < f(x) = (P') &r en relaxering av (P). Lat vidare & vara en
optimallésning till (P’) och p optimalvéardet i (P).

teT

f(@r) =< p < f(dr) = max{|f(t) — Zimfj@)!}

(P") da

(D) dag (i —0)fi(t) =0 j=1,2,...,n

i=1

\ Wi, v; 20 i=1,2,...,m

Eftersom det inte lonar sig att ha bade u; och v; > 0, sa kan vi inféra
Ai = p; — v; med | \;| = v; + ;. Vi far f6ljande maximeringsproblem:

=1

>l <1
daq 7!
i=1
d) -

207. a) Ger ej otillatenhet.
b)
¢) Kan ge en otillaten 16sning.
d)

Ger ej otillatenhet.

Kan ge en otillaten 16sning.
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e) Ger ej otillatenhet (under forutsittning att man valt en annan tillaten
hornpunkt).

208. a) Falskt b) Sant ¢) Sant d) Sant e) Sant f) Falskt
209. Nedan foljer vinkar om svaren till fragorna. Det &r ej fullstéindiga svar.

a) f(z) strikt konvex, g;(x) konkava (det finns dven andra moljigheter).

b) Fordel: snabb. Nackdel: forsta- och andraderivator kravs.

C

d

)
)

) For att kunna avgora om det ar ett globalt optimum man finner.
)
e) Nagon basvariabel har virdet 0.
)

)

)

min " (a;(x))? (det finns dven andra mojligheter).

f) Man hittar ingen utgaende variabel.

g) Det duala problemet saknar 16sning.

h) I en liten omgivning &r det lokala optimat den punkt som har bist

malfunktionsvarde.

i) Att man kommer tillbaka till en baslosning som man redan har besokt.
Kan ej hinda utan degeneration.

i) -
k) -

1) Nej, inte allmént. Ja, om funktionen &r konvex och deriverbar och man
gor en tillrackligt exakt linjesokning.

210. a) Falskt, b) Sant, c¢) - d) Sant, e) Sant, f) Sant, g) Falskt, h) Sant, i) Sant,
j) Falskt, k) Sant, 1) Sant, m) Falskt, n) Sant, o) Falskt, p) Falskt, q) Sant, r)
Falskt, s) Sant, t) Falskt, u) Falskt

211. a) Sant, b) Sant, c¢) Falskt, d) Sant, e) Falskt, f) Falskt, g) Sant, h) Falskt, 1)
Falskt, j) Sant, k) Sant, 1) Falskt, m) Falskt
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