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Lösningar

Uppgift 1

1a: Tre bivillkor ger tre basvariabler. Eftersom b̊ade vanliga variabler och slackvari-
abler kan vara basvariabler, blir högst tre vanliga variabler större än noll. Det betyder
att högst tre olika produkter kan ing̊a i optimallösningen. (Under förutsättning att
man väljer en extrempunkt, vilket simplexmetoden alltid gör.)

1b: Starta med slackvariablerna som basvariabler.

Bas z x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 b̂

z 1 -3 -2 -3 -1 0 0 0 0
x5 0 3 3 5 2 1 0 0 20
x6 0 2 3 4 2 0 1 0 15
x7 0 1 0 0 0 0 0 1 4

Först f̊as x1 som inkommande variabel och x7 som utg̊aende.

Bas z x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 b̂

z 1 0 -2 -3 -1 0 0 3 12
x5 0 0 3 5 2 1 0 -3 8
x6 0 0 3 4 2 0 1 -2 7
x1 0 1 0 0 0 0 0 1 4

Därefter f̊as x3 som inkommande variabel och x5 som utg̊aende.

Bas z x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 b̂

z 1 0 -1/5 0 1/5 3/5 0 6/5 84/5
x3 0 0 3/5 1 2/5 1/5 0 -3/5 8/5
x6 0 0 3/5 0 2/5 -4/5 1 2/5 3/5
x1 0 1 0 0 0 0 0 1 4

Nu f̊as x2 som inkommande variabel och x6 som utg̊aende.

Bas z x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 b̂

z 1 0 0 0 1/3 1/3 1/3 4/3 17
x3 0 0 0 1 0 1 -1 -1 1
x2 0 0 1 0 2/3 -4/3 5/3 2/3 1
x1 0 1 0 0 0 0 0 1 4

Nu är tabl̊an optimal. Optimallösningen blir x1 = 4, x2 = 1, x3 = 1, x4 = 0, x5 =
0, x6 = 0, x7 = 0 med z = 17. Duallösningen läses av i m̊alfunktionsraden under
startbasvariablerna. y1 = 1/3, y2 = 1/3, y3 = 4/3, v = 17.

Svar i ord: Gör 400 elefanter, 100 venusar och 100 ljusstakar. Förtjänsten blir 17.
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1c: Skuggpriserna är lika med duallösningen, och anger hur mycket man skulle vinna
p̊a att öka högerledet med en enhet. De tv̊a första bivillkoren har samma skuggpris (ty
y1 = y2 = 1/3), s̊a att öka högerleden ger samma vinst.

1d: Ny variabel x8. Reducerad kostnad: ĉ8 = c8−aT8 y = c8− 3y1− 4y2 = c8− 7/3 > 0
om c8 > 7/3. Försäljningspriset m̊aste d̊a vara högre än 8 + 7/3 = 31/3 ≈ 10.333.

1e: Se kurslitteraturen. Dualt bivillkor fr̊an ny variabel: 3y1 + 4y2 ≥ c8. Med du-
allösning instoppad: 7/3 ≥ c8.

Uppgift 2

2a: Startlösningen är till̊aten och ger att basb̊agarna är (1,2), (2,3), (5,3), (5,4) och
(6,4). Detta ger nodpriserna y1 = 0, y2 = 8, y3 = 14, y4 = 11, y5 = 7, y6 = 5,
och följande reducerade kostnader: ĉ15 = −1 < 0 (optimalt ty x = u), ĉ16 = 1 > 0
(optimalt ty x = 0), ĉ25 = 9 > 0 (optimalt ty x = 0), ĉ34 = 11 > 0 (optimalt ty x = 0),
ĉ65 = 4 > 0 (optimalt ty x = 0). Alla optimalitetsvillkor är nu uppfyllda, s̊a lösningen
är optimal.

2b: Nu f̊ar vi ĉ16 = −2 < 0 (inte optimalt ty x = 0). Välj x16 som inkommande, att
öka. Cykeln blir 1-6-4-5-3-2-1, och maximal ändring blir 2. Det ger b̊age (5,4) som
utg̊aende. Nya nodpriser blir y1 = 0, y2 = 8, y3 = 14, y4 = 9, y5 = 7, y6 = 3, och
reducerade kostnaderna ĉ15 = −1 < 0 (optimalt ty x = u), ĉ25 = 9 > 0 (optimalt ty
x = 0), ĉ34 = 13 > 0 (optimalt ty x = 0), ĉ54 = 2 > 0 (optimalt ty x = 0), ĉ65 = 2 > 0
(optimalt ty x = 0). Alla optimalitetsvillkor är nu uppfyllda, s̊a lösningen är optimal.
Totalkostnaden sänks med 2 ∗ 2 = 4.

2c: Finn maxflöde fr̊an nod 1 till nod 4. Starta med flöde noll.

Sök maximal flödesökande väg med Dijkstras metod. Vi f̊ar vägen 1-2-3-4, med ka-
pacitet 9. Skicka 9 enheter och ändra till̊atna riktningar. (B̊age (3,4) blir full.) Sök
åter maximal flödesökande väg med Dijkstras metod. Vi f̊ar vägen 1-5-4, med ka-
pacitet 7. Skicka 7 enheter och ändra till̊atna riktningar. (B̊age (1,5) blir full.) Sök
åter maximal flödesökande väg med Dijkstras metod. Vi f̊ar vägen 1-6-4, med kapacitet
4. Skicka 4 enheter och ändra till̊atna riktningar. (B̊age (1,6) blir full.) Sök åter max-
imal flödesökande väg med Dijkstras metod. Vi f̊ar vägen 1-2-5-4, med kapacitet 1.
Skicka en enhet och ändra till̊atna riktningar. (B̊age (1,2) blir full.) Sök åter maximal
flödesökande väg med Dijkstras metod. Vi kan nu bara märka nod 1, s̊a minsnittet g̊ar
runt nod 1, dvs. över b̊agarna (1,2), (1,5) och (1,6) baklänges. Maxflödet är 21.

Uppgift 3

3a: Vi söker maximal matchning. Utökande väg: 1-4-2-3-5-9. Alternera matchningarna
längs den vägen. Nu finns en omatchad nod, och bättre matchning kan inte f̊as eftersom
antalet noder är udda. Bästa matchning: (1,4), (2,3), (5,9) och (7,8). Person 6 blir
över.

3b: Nodfärgning. Grafen inneh̊aller K3, en fullständig komponent med tre noder, s̊a
minst tre färger g̊ar åt. Det är lätt att hitta en färgning med tre färger, som allts̊a är
optimal.

3c: B̊agfärgning. Den maximala valens hos n̊agon nod i grafen är 5 (nod 5), s̊a minst
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fem färger g̊ar åt. Det är lätt att hitta en färgning med fem färger, som allts̊a är
optimal.

Uppgift 4

4a: Det är ett handelsresandeproblem. Undre gräns hittas med billigaste 1-träd, kost-
nad 47.

Om man kör närmaste granne fr̊an nod 1, n̊as inte all noderna, men om man startar
i nod 3, f̊as turen 1-2-3-4-5-6-7-8, med kostnaden 49. (Riktning p̊a turen är oviktig.)
Lösningen är allts̊a maximalt 2 enheter dyrare än optimum.

4b: Det är nu ett kinesiskt brevbärarproblem. Noderna 1, 2, 3, 5, 6 och 7 har udda
valens. De gator som ska köras mer än en g̊ang ska öka valensen med ett för dessa
noder. Det kommer allts̊a att krävas minst tre b̊agar. Det billigaste sättet att uppn̊a
detta är med b̊agarna (1,2), (3,6) och (5,7). Dessa b̊agar bildar en perfekt matchning
till dessa noder.

4c: Vi löser nu det kinesiska brevbärarproblemet, genom att dubblera ovanst̊aende
b̊agar, och hitta en Eulertur i denna graf. Kostnaden för turen blir 125. En optimal
tur är t.ex. 1-2-4-5-6-4-3-6-7-5-7-8-6-3-2-1-3-8-1. (Många andra möjligheter finns.)

4d: Det bästa vore att ta bort den dyraste gata som körs tv̊a g̊anger, i detta fall (5,7),
vilket tar bort subturen 7-5-7 fr̊an turen, och minskar kostnaden med 2 ∗ 7 = 14.

Uppgift 5

5a: Billigaste väg, lös med Fords metod. Billigaste vägen: 1-2-3-6-5-7, kostnad 3.

5b: Om man gör ändringen och fortsätter med Fords metod, f̊as en negativ cykel,
3-6-5-2-3, med kostnaden −2. Det betyder att det inte finns n̊agon billigaste väg, och
att Palle kör runt ovanst̊aende cykel oändligt m̊anga g̊anger.

Uppgift 6

6a: P0: LP-optimum: x1 = 0.5, x2 = 3.5, z = 26. Detta ger z̄ = 26. Vi förgrenar över
x1.
P1 = P0 +(x1 ≤ 0).
P2 = P0 +(x1 ≥ 1).

P1: LP-optimum: x1 = 0, x2 ≈ 3.667, z ≈ 25.667 vilket ger ger z̄ = 25. Förgrena över
x2.
P3 = P1 +(x2 ≤ 3).
P4 = P1 +(x2 ≥ 4).

P3: LP-optimum: x1 = 0, x2 = 3, z = 21. En till̊aten heltalslösning, s̊a vi f̊ar z = 21.
Spara lösningen och kapa grenen.

P4: Saknar till̊aten lösning. Kapa.

P2: LP-optimum: x1 = 1, x2 = 3.25, z = 25.75, vilket ger ger z̄ = 25. Förgrena över
x2. P5 = P2 +(x2 ≤ 3).
P6 = P2 +(x2 ≥ 4).
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P5: LP-optimum: x1 = 1.5, x2 = 3, z = 25.5, vilket ger ger z̄ = 25. Förgrena över x2.
P7 = P5 +(x1 ≤ 1).
P8 = P5 +(x1 ≥ 2).

P7: LP-optimum: x1 = 1, x2 = 3, z = 24, En till̊aten heltalslösning, s̊a vi f̊ar z = 24.
Spara lösningen och kapa grenen.

P8: LP-optimum: x1 = 2, x2 = 2.75, z = 25.25, vilket ger ger z̄ = 25. Förgrena över
x2.
P9 = P8 +(x2 ≤ 2).
P10 = P8 +(x2 ≥ 3).

P9: LP-optimum: x1 = 3.5, x2 = 2, z = 24.5, vilket ger ger z̄ = 24. Vi har nu z̄ = z,
och kapar grenen.

P10: Saknar till̊aten lösning. Kapa.

P6: Saknar till̊aten lösning. Kapa.

Trädet avsökt. Optimallösning: x1 = 1, x2 = 3, z = 24. I ord: Köp en liten och tre
stora bilar.

6b: Vi ska kräva att x1 och x2 inte b̊ada är större än noll. Inför y = 1 om x1 > 0 och
y = 0 om x2 > 0. Lägg till bivillkor x1 ≤ 8y, x2 ≤ 4(1− y) samt y ∈ {0, 1}.

Fast i parktiken kan man först lösa problemet med x2 = 0 och sedan med x1 = 0, och
ta den bästa av dessa lösningar. Vi f̊ar lösningarna x1 = 7, x2 = 0 med z = 21, och
x1 = 0, x2 = 3 med z = 21. De är allts̊a lika bra.

Uppgift 7

7a: Efter första steget f̊as α = (5, 4, 4, 5, 4) och β = (0, 2, 0, 0, 0). Man kan stryka
alla nollor genom att stryka rad 1 och 5, samt kolumn 1 och 5, med minsta ostrukna
element 1, vilket gör att vi f̊ar α = (5, 5, 5, 6, 4) och β = (−1, 2, 0, 0,−1). Nu kan man
inte stryka alla nollor med färre än fem streck, och f̊ar (till exempel) lösningen x13 = 1,
x25 = 1, x31 = 1, x44 = 1, x52 = 1, och total kostnad blir 25. Optimal duallösning
är α = (5, 5, 5, 6, 4) och β = (−1, 2, 0, 0,−1). Summering av duallösningen ger 25, s̊a
starka dualsatsen är uppfylld.

7b: Den primala lösningen är inte unik. Man kan byta positionerna (1,3) och (4,4)
mot (1,4) och (4,3).

Den duala lösningen är aldrig unik. (Man kan addera valfri konstant till α och β.)
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