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Betrakta ett lagerhallningsproblem i flera tidsperioder.
Vi har tillverkning och forsaljning av produkter i varje tidsperiod.

Dessutom kan vi lagra produkter mellan tidsperioder, fér att utnyttja
stordriftsfordelar i produktionen.

Antag att forsdljningen ar given i varje period.

Variabler blir d& hur mycket vi ska tillverka varje period,

och (som foljd av det) hur mycket vi ska lagerhélla mellan perioderna.
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Dynamisk programmering

Beteckningar: dy ar forsaljningen i period k.
Variabler: x, ar antal tillverkade produkter i period k.

s, ar antal enheter som lagerhalls fran tidsperiod k till tidsperiod k + 1.

Vi far bivillkor som siger att:
ingdende lager + tillverkad mangd = férsiljning + utgdende lager:
Sk_1+ X = di + s, foralla k

Om man har ménga tidsperioder, kan det bli svért att I6sa hela problemet
pa en gang.
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Utnyttja tidsstrukturen: Tiden gér bara framat.

Betrakta en viss tidsperiod: Optimeringen handlar om hur mycket vi ska
tillverka den perioden.

Om man inte tilldter ndgot lager, har vi ett l3tt optimeringsproblem for
varje tidsperiod.

Likas3, om lagernivderna ar givna, har vi ett |att optimeringsproblem for
varje tidsperiod.

Slutsats: Los for alla varden p& lagernivderna.
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Antag att sp = 0, dvs. att vi inte har n&got i lager innan forsta tidsperioden.

D& kan vi I6sa optimeringsproblemet i period 1 for alla méjliga varden p3
s1, dvs. beroende p& dnskat lager efter period 1.

Alltsa:

Finn optimal produktion om s; = 0.
Finn optimal produktion om s; = 1.
Finn optimal produktion om s; = 2.
Finn optimal produktion om s; = 3.
osv.

upp till s; = maximalt lager.

Detta ger en optimal kostnad for varje lagerniva.
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Dynamisk programmering

| period 2 har vi inget givet virde p& s;.
Det kan da finnas flera sitt att uppna en viss lagerniva s,.

Vilj det billigaste av dessa.

Kostnaden blir tillverkningskostnaden aktuell period
plus kostnaden fér tidigare perioder.

Man behdver inte veta exakt hur kostnaden for foregdende perioder
uppstod.
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L&t s, lagernivan efter period k, kallas “tillstand”.
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Nya beteckningar:
L&t s, lagernivan efter period k, kallas “tillstand”.

Vi ska bestimma optimal “styrning” (xx) for varje tillstdnd.
Lat fi(sk) vara kostnaden for att uppna tillstand s i tidsperiod k.

Lat cx(xk, sk) vara kostnaden for att tillverka x, enheter i period k och att
lagerhélla s, enheter till ndsta period.

Nar vi ska optimera i steg k, vill vi alltsa |6sa
fic(sk) = min (cie (ks sic) + fie-1(sk-1))

dar sx_1 = sk — xk +dix  (ty sk = sk—1 + xx — dk). (S& sk_1 beror p& x.)

Vi fixerar alltsd s, och berdknar det basta vardet p3 x.

Detta gors for varje majligt varde pé s.
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Dynamisk programmering

Fér varje tidsperiod k gors féljande:

For varje mojligt varde pa s, berdknas fx(sk), vilket ar det billigaste sattet
att uppn3 tillstdnd s.

Detta ger ett optimalt varde p& x, for varje varde p3 sy.

Kopplingen till féregdende tidsperioder sker via "dverforingsfunktionen’
Sk—1 = Sk — Xk + dk.

Nar man &r fardig, nystas optimal 6sning upp bakifrén.
Det far bara finnas ett tillatet sluttillstand.
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Man kan rita upp det som en nivdindelad acyklisk graf.
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Varje nivd motsvarar starten p& en tidsperiod.
| varje nivd ges varje tillstdnd av en nod.

B&garna gér alla framat i tiden, och avspeglar méjliga forandringar i
lagernivan.
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Man kan rita upp det som en nivdindelad acyklisk graf.

sk=2

sk=1

@ @ @ O k=0
Varje nivd motsvarar starten p& en tidsperiod.
| varje nivd ges varje tillstdnd av en nod.
B&garna gér alla framat i tiden, och avspeglar méjliga forandringar i
lagernivan.

Optimalldsningen ar helt enkelt en vig genom detta nitverk.
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Dynamisk programmering

Detta angreppssidtt kan anvdndas p3 allt som kan beskrivas med ett
acykliskt nivdindelat natverk.
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Detta angreppssidtt kan anvdndas p3 allt som kan beskrivas med ett
acykliskt nivdindelat natverk.

Vi kallar nivéerna steg, de olika noderna i varje steg tillstdnd och optimala
variabelvérdet styrning.

Man gor féljande:

@ Dela upp problemet i steg.

o Ta ett steg i taget. Bestdm basta sattet (styrningen) att uppné varje
tillstdnd i steget. Notera den optimala styrningen och den optimala
kostnaden fér att uppn3 varje tillstand.
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Detta angreppssidtt kan anvdndas p3 allt som kan beskrivas med ett
acykliskt nivdindelat natverk.

Vi kallar nivderna steg, de olika noderna i varje steg tillstdnd och optimala
variabelvérdet styrning.

Man gor féljande:

@ Dela upp problemet i steg.

o Ta ett steg i taget. Bestdm basta sattet (styrningen) att uppné varje
tillstdnd i steget. Notera den optimala styrningen och den optimala
kostnaden fér att uppn3 varje tillstand.

o G4 till n3sta steg.
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Dynamisk programmering

Detta angreppssidtt kan anvdndas p3 allt som kan beskrivas med ett
acykliskt nivdindelat natverk.

Vi kallar nivderna steg, de olika noderna i varje steg tillstdnd och optimala
variabelvérdet styrning.

Man gor féljande:

@ Dela upp problemet i steg.

o Ta ett steg i taget. Bestdm basta sattet (styrningen) att uppné varje
tillstdnd i steget. Notera den optimala styrningen och den optimala
kostnaden fér att uppn3 varje tillstand.

o G4 till n3sta steg.

o Nar sista steget natts, nysta upp I6sningen m.h.a. de noterade
styrningarna.
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Dynamisk programmering

For att metoden skall fungera kravs féljande.
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Dynamisk programmering

For att metoden skall fungera kravs féljande.

Definition (Optimalitetsprincipen i dynamisk programmering)

Valet av efterféljande styrningar frén ett visst tillstdnd f3r inte bero p& hur
tillstindet uppnatts, utan bara p& kostnaden att uppn3 det.
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Dynamisk programmering

For att metoden skall fungera kravs féljande.

Definition (Optimalitetsprincipen i dynamisk programmering)

Valet av efterféljande styrningar frén ett visst tillstdnd f3r inte bero p& hur
tillstindet uppnatts, utan bara p& kostnaden att uppn3 det.

Dynamisk programmering ar ett sitt att gora implicit upprakning av alla
mojliga |6sningar.

Man undviker att rdkna upp alla méjliga vagar frén startnod till slutnod,
genom att utnyttja nodpriserna for noderna i det foregdende steget.
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Dynamisk programmering

Billigaste vag-problem i acyklisk nivéindelad graf.
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Dynamisk programmering

Billigaste vag-problem i acyklisk nivéindelad graf.

Nodmarkningsmetod: Ta en nivd i taget:
ey =0.
efFork=1,...,N:
For varje j € S: Satt y; = ¢jj + y; = min(cj; + y;) och p; = 1.
1

Kaj Holmberg (LiU) TAOP61 Optimering 23 oktober 2020 11 / 34



Dynamisk programmering

Billigaste vag-problem i acyklisk nivdindelad graf.
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eFork=1,...,N:
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Ordningen inom ett steg oviktig.
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eFork=1,...,N:
For varje j € S: Satt y; = ¢jj + y; = min(cj; + y;) och p; = 1.
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Ordningen inom ett steg oviktig.

Vidgen kommer att passera en av noderna i varje steg. Vet ej vilken.
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Dynamisk programmering

Billigaste vag-problem i acyklisk nivindelad graf.

Nodmarkningsmetod: Ta en niva i taget:
ey =0.
eFork=1,...,N:
For varje j € S: Satt y; = ¢jj + y; = min(cj; + y;) och p; = 1.
1

Ordningen inom ett steg oviktig.
Vidgen kommer att passera en av noderna i varje steg. Vet ej vilken.

Majliga malfunktioner: min ", max >, min[], max ], min max, maxmin.
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Dynamisk programmering: Begrepp

| steg k:
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Dynamisk programmering: Begrepp
| steg k:

Nod j i Sk kallas tillstand, sy.
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Dynamisk programmering: Begrepp
| steg k:

Nod j i Sk kallas tillstand, sy.

Noden man kommer frén, /, kallas styrning, x.
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Dynamisk programmering: Begrepp

| steg k:

Nod j i Sk kallas tillstand, sy.
Noden man kommer frén, /, kallas styrning, x.

Overforingsfunktion: kopplingen mellan olika steg, sx_; = T (Xk, Sk)-
(féregéngare)
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Overforingsfunktion: kopplingen mellan olika steg, sx_; = T (Xk, Sk)-
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Rekursiv malfunktion: f(sx) = min(ck(xk, sk) + fx—1(sk—1))
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Dynamisk programmering: Begrepp
| steg k:

Nod j i Sk kallas tillstand, sy.
Noden man kommer frén, /, kallas styrning, x.

Overforingsfunktion: kopplingen mellan olika steg, sx_; = T (Xk, Sk)-
(féregéngare)

Malfunktionsvarde, f,(sx). (nodpris)

Rekursiv malfunktion: f(sx) = min(ck(xk, sk) + fx—1(sk—1))
Xk

= rr)mqi(n(ck(xk, sk) + f—1(Tw(xk, sk)))

Begransningar p3 tillstand, s, € Sy, och styrning, x, € X.
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Dynamisk programmering: Begrepp
| steg k:

Nod j i Sk kallas tillstand, sy.
Noden man kommer frén, /, kallas styrning, x.

Overforingsfunktion: kopplingen mellan olika steg, sx_; = T (Xk, Sk)-
(féregéngare)

Malfunktionsvarde, f,(sx). (nodpris)

Rekursiv malfunktion: f(sx) = min(ck(xk, sk) + fx—1(sk—1))
Xk

= min(c (i, ) + fe1(Th(xe 5k)))

Begransningar p3 tillstand, s, € Sy, och styrning, x, € X.

Randvillkor pa sy, sy, samt fy(sp).

Kaj Holmberg (LiU) TAOP61 Optimering 23 oktober 2020 12 / 34



Dynamisk programmering

Det far inte vara mojligt att hoppa mellan olika tillstdnd i samma steg.
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Man far heller inte hoppa 6ver en niva.
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Dynamisk programmering

Det far inte vara mojligt att hoppa mellan olika tillstdnd i samma steg.
Man far heller inte hoppa 6ver en niva.

fx(sk) fér endast vara en funktion av sy, dvs. inte av x eller s;_;.
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Dynamisk programmering

Det far inte vara mojligt att hoppa mellan olika tillstdnd i samma steg.
Man far heller inte hoppa 6ver en niva.

fx(sk) fér endast vara en funktion av sy, dvs. inte av x eller s;_;.

Malfunktionen méste vara separabel i stegen, k, och monotont vixande i
argumenten.
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argumenten.
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argumenten.
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samtliga tillstdnd.
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Malfunktionen méste vara separabel i stegen, k, och monotont vixande i
argumenten.
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Dynamisk programmering

Det far inte vara mojligt att hoppa mellan olika tillstdnd i samma steg.
Man far heller inte hoppa 6ver en niva.
fx(sk) fér endast vara en funktion av sy, dvs. inte av x eller s;_;.

Malfunktionen méste vara separabel i stegen, k, och monotont vixande i
argumenten.

Sluttillstdndet ska vara unikt, annars kan inte [6sningen nystas upp.

Man kan notera att dynamisk programmering ger optimal styrning till
samtliga tillstand.

Detta ar s.k. fram4trekursion, d& man finner den basta styrningen till alla
tillstand.

En annan mojlighet ar bakstrekursion, dd man finner den basta styrningen
frén alla tillstand.

Man bérjar d& i det sista steget och arbetar sig baklanges mot
starttillstandet, for att sedan nysta upp framét.
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Typproblem for dynamisk programmering

Tre huvudtyper:
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Typproblem for dynamisk programmering

Tre huvudtyper:

o Lagerhéllnings- och produktionsproblem i flera tidsperioder (vilket
aven inkluderar bytespolicyproblem).
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Typproblem for dynamisk programmering

Tre huvudtyper:
o Lagerhéllnings- och produktionsproblem i flera tidsperioder (vilket
aven inkluderar bytespolicyproblem).

e Bista vig-problem, med olika mélfunktioner (dvs. problemet att finna
en viag med vissa egenskaper i ett givet acykliskt natverk).
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aven inkluderar bytespolicyproblem).
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en viag med vissa egenskaper i ett givet acykliskt natverk).

o Kappsacksproblem, med olika m&lfunktioner (dvs. problem med ett
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resurs).
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@ Baista viag-problem, med olika mé&lfunktioner (dvs. problemet att finna
en viag med vissa egenskaper i ett givet acykliskt natverk).

o Kappsacksproblem, med olika m&lfunktioner (dvs. problem med ett
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resurs).

Men angreppssattet betyder att alla problem gdrs om till vag-problem.
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Typproblem fér dynamisk programmering

Tre huvudtyper:

o Lagerhéllnings- och produktionsproblem i flera tidsperioder (vilket
aven inkluderar bytespolicyproblem).

@ Baista viag-problem, med olika mé&lfunktioner (dvs. problemet att finna
en viag med vissa egenskaper i ett givet acykliskt natverk).

o Kappsacksproblem, med olika m&lfunktioner (dvs. problem med ett
dvergripande bivillkor, vilket ofta motsvarar fordelning av en begransad
resurs).

Men angreppssattet betyder att alla problem gdrs om till vag-problem.

Det &r ingen stor skillnad mellan lager- och kappsicksproblem:
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Typproblem fér dynamisk programmering

Tre huvudtyper:

o Lagerhéllnings- och produktionsproblem i flera tidsperioder (vilket
aven inkluderar bytespolicyproblem).

@ Baista viag-problem, med olika mé&lfunktioner (dvs. problemet att finna
en viag med vissa egenskaper i ett givet acykliskt natverk).

o Kappsacksproblem, med olika m&lfunktioner (dvs. problem med ett
dvergripande bivillkor, vilket ofta motsvarar fordelning av en begransad
resurs).

Men angreppssattet betyder att alla problem gdrs om till vag-problem.

Det &r ingen stor skillnad mellan lager- och kappsicksproblem:

Nivan i kappsicken &r lagernivén
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Typproblem fér dynamisk programmering

Tre huvudtyper:

o Lagerhéllnings- och produktionsproblem i flera tidsperioder (vilket
aven inkluderar bytespolicyproblem).

@ Baista viag-problem, med olika mé&lfunktioner (dvs. problemet att finna
en viag med vissa egenskaper i ett givet acykliskt natverk).

o Kappsacksproblem, med olika m&lfunktioner (dvs. problem med ett
dvergripande bivillkor, vilket ofta motsvarar fordelning av en begransad
resurs).

Men angreppssattet betyder att alla problem gdrs om till vag-problem.

Det &r ingen stor skillnad mellan lager- och kappsicksproblem:
Nivén i kappsacken ar lagernivdn (men den minskar vanligtvis aldrig).
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Dynamisk programmering for lagerhallningsproblem
Stegindelning: Tidsperiod k motsvarar steg k.
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Stegindelning: Tidsperiod k motsvarar steg k.
Tillstdnd: s, = antal enheter i lager efter period k.
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Stegindelning: Tidsperiod k motsvarar steg k.
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Dynamisk programmering for lagerhallningsproblem
Stegindelning: Tidsperiod k motsvarar steg k.
Tillstdnd: s, = antal enheter i lager efter period k.

Styrning: x, = antal enheter som kdps/produceras/siljs i period k.
Overféringsfunktion: s,_1 = s, — xi + d.
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Dynamisk programmering for lagerhallningsproblem
Stegindelning: Tidsperiod k motsvarar steg k.

Tillstdnd: s, = antal enheter i lager efter period k.

Styrning: x, = antal enheter som kdps/produceras/siljs i period k.
Overféringsfunktion: s,_; = s, — xx + dx.

Malfunktionsvarde: f(sx) = minimal kostnad for de k forsta
tidsperioderna, om s, enheter skall finnas i lager efterat.
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Stegindelning: Tidsperiod k motsvarar steg k.

Tillstdnd: s, = antal enheter i lager efter period k.

Styrning: x, = antal enheter som kdps/produceras/siljs i period k.
Overféringsfunktion: s,_; = s, — xx + dx.

Malfunktionsvarde: f(sx) = minimal kostnad for de k forsta
tidsperioderna, om s, enheter skall finnas i lager efterat.

Rekursivt méalfunktionsuttryck: f(sx) = miny, (ck(xk, k) + fk—1(Sk—1))

dar cx(xk, sx) ar produktionskostnaden for x, enheter och
lagerhallningskostnaden for period k om si enheter finns i lager efterat.
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Dynamisk programmering for lagerhallningsproblem
Stegindelning: Tidsperiod k motsvarar steg k.

Tillstdnd: s, = antal enheter i lager efter period k.

Styrning: x, = antal enheter som kdps/produceras/siljs i period k.
Overféringsfunktion: s,_; = s, — xx + dx.

Malfunktionsvarde: f(sx) = minimal kostnad for de k forsta
tidsperioderna, om s, enheter skall finnas i lager efterat.

Rekursivt méalfunktionsuttryck: f(sx) = miny, (ck(xk, k) + fk—1(Sk—1))

dar cx(xk, sx) ar produktionskostnaden for x, enheter och
lagerhallningskostnaden for period k om si enheter finns i lager efterat.

Randvillkor: fo(sp) = 0, sp ar antal enheter i lager vid start av period 1, sy
ar det antal enheter som skall vara i lager efter sista tidsperioden.
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Stegindelning: Tidsperiod k motsvarar steg k.

Tillstdnd: s, = antal enheter i lager efter period k.

Styrning: x, = antal enheter som kdps/produceras/siljs i period k.
Overféringsfunktion: s,_; = s, — xx + dx.

Malfunktionsvarde: f(sx) = minimal kostnad for de k forsta
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dar cx(xk, sx) ar produktionskostnaden for x, enheter och
lagerhallningskostnaden for period k om si enheter finns i lager efterat.

Randvillkor: fo(sp) = 0, sp ar antal enheter i lager vid start av period 1, sy
ar det antal enheter som skall vara i lager efter sista tidsperioden.

Begrinsningar: 0 < x, < s, + di och heltal, s, > 0.
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Dynamisk programmering for lagerhallningsproblem
Stegindelning: Tidsperiod k motsvarar steg k.

Tillstdnd: s, = antal enheter i lager efter period k.

Styrning: x, = antal enheter som kdps/produceras/siljs i period k.
Overféringsfunktion: s,_; = s, — xx + dx.

Malfunktionsvarde: f(sx) = minimal kostnad for de k forsta
tidsperioderna, om s, enheter skall finnas i lager efterat.

Rekursivt malfunktionsuttryck: f,(sx) = miny, (ck(xk, sk) + fk—1(Sk—1))
dar cx(xk, sx) ar produktionskostnaden for x, enheter och
lagerh&liningskostnaden for period k om s, enheter finns i lager eftert.
Randvillkor: fo(sp) = 0, sp ar antal enheter i lager vid start av period 1, sy
ar det antal enheter som skall vara i lager efter sista tidsperioden.
Begrinsningar: 0 < x, < s, + di och heltal, s, > 0.

Ytterligare villkor och kostnader som &r uppdelade i tidsperioder gr bra att

ta med, medan villkor eller kostnader som ger kopplingar mellan
tidsperioderna inte gar bra.
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Dynamisk programmering for vagproblem

Tillstdnd: s, = slutnod i steg k.
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Dynamisk programmering for vagproblem

Tillstdnd: s, = slutnod i steg k.
Styrning: x, = startnod i steg k.
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Dynamisk programmering for vagproblem

Tillstdnd: s, = slutnod i steg k.
Styrning: x, = startnod i steg k.
Overféringsfunktion: s,_; = x.
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Dynamisk programmering for vagproblem

Tillstdnd: s, = slutnod i steg k.
Styrning: x, = startnod i steg k.
Overféringsfunktion: s,_; = x.

Malfunktionsvarde: f,(sx) = kostnad for billigaste vag fran startnoden till
nod s.
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Dynamisk programmering for vagproblem

Tillstdnd: s, = slutnod i steg k.
Styrning: x, = startnod i steg k.
Overforingsfunktion: s,_; = x.

Malfunktionsvarde: f,(sx) = kostnad for billigaste vag fran startnoden till
nod s.

Rekursivt malfunktionsuttryck: f(sx) = min(ci(xx, sk) + fr_1(sk—1))
Xk

dar cx(xk, sx) ar kostnaden for bagen fran nod x till nod sy.
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Dynamisk programmering for vagproblem

Tillstdnd: s, = slutnod i steg k.
Styrning: x, = startnod i steg k.
Overforingsfunktion: s,_; = x.

Malfunktionsvarde: f,(sx) = kostnad for billigaste vag fran startnoden till
nod s.

Rekursivt malfunktionsuttryck: f(sx) = min(ci(xx, sk) + fr_1(sk—1))
Xk
dar cx(xk, sx) ar kostnaden for bagen fran nod x till nod sy.

Randvillkor: fy(sp) = 0, s = startnoden, sy = slutnoden.
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Dynamisk programmering for vagproblem

Tillstdnd: s, = slutnod i steg k.
Styrning: x, = startnod i steg k.
Overforingsfunktion: s,_; = x.

Malfunktionsvarde: f,(sx) = kostnad for billigaste vag fran startnoden till
nod s.

Rekursivt malfunktionsuttryck: f(sx) = rr)'n(in(ck(xk, sk) + feo1(sk—1))
dar cx(xk, sx) ar kostnaden for bagen fran noé( xi till nod sy.
Randvillkor: fy(sp) = 0, s = startnoden, sy = slutnoden.
Begransningar: (xx, sx) € B (dvs. endast befintliga bagar far anvandas).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

n
V' = maX CjXj
Jj=1
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

n
v¥ = max chxj-
j=1
n
da ) apg<b (1)
j=1
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

n
v¥ = max chxj-
j=1
n
da ) apg<b (1)
j=1

0<xj <ujheltal Vj (2)
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

n
v¥ = max chxj-
j=1
n
da ) apg<b (1)
j=1

0<xj <ujheltal Vj (2)

Observera: Ett bivillkor (férutom grénser).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

n
v¥ = max chxj-
j=1
n
da ) apg<b (1)
j=1

0<xj <ujheltal Vj (2)
Observera: Ett bivillkor (férutom grénser).

Varje variabel ses som en niva.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

n
v¥ = max chxj-
j=1
n
da ) apg<b (1)
j=1

0<xj <ujheltal Vj (2)
Observera: Ett bivillkor (férutom grénser).

Varje variabel ses som en nivd. Dvs. man bestammer en variabel i taget.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

n
v¥ = max chxj-
j=1
n
da ) apg<b (1)
j=1

0<xj <ujheltal Vj (2)
Observera: Ett bivillkor (férutom grénser).
Varje variabel ses som en nivd. Dvs. man bestammer en variabel i taget.

Hogerledet b kan ses som en typ av lagernivd som binder ihop variablerna.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

n
v* = max chxj-
j=1
n
da ) apg<b (1)
j=1

0<xj <ujheltal Vj (2)
Observera: Ett bivillkor (férutom granser).
Varje variabel ses som en nivd. Dvs. man bestammer en variabel i taget.

Hogerledet b kan ses som en typ av lagernivd som binder ihop variablerna.

Varje niva innebar ett (mojligt) dkat utnyttjande av den gemensamma
resursen b.

Kaj Holmberg (LiU) TAOP61 Optimering 23 oktober 2020 17 / 34



Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

n
v* = max chxj-
j=1
n
da ) apg<b (1)
j=1

0<xj <ujheltal Vj (2)
Observera: Ett bivillkor (férutom granser).
Varje variabel ses som en nivd. Dvs. man bestammer en variabel i taget.

Hogerledet b kan ses som en typ av lagernivd som binder ihop variablerna.

Varje niva innebar ett (mojligt) dkat utnyttjande av den gemensamma
resursen b.

Tillstand: s, = den del av hogerledet b som far anvandas till de k forsta
variablerna.
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Dynamisk programmering for kappsacksproblem

maxz cjx; da Zajxj- < b, 0 < x; < uj heltal Vj
J J
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Dynamisk programmering for kappsacksproblem
maxz cjx; da Zajxj- < b, 0 < x; < uj heltal Vj

J J
En variabel i varje steg.
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Dynamisk programmering for kappsacksproblem

maxz cjx; da Zajxj- < b, 0 < x; < uj heltal Vj
J J
En variabel i varje steg.

Tillstdnd: s, = den del av hogerledet b som far anvandas till de k forsta
variablerna.
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Dynamisk programmering for kappsacksproblem

maxz cjx; da Zajxj- < b, 0 < x; < uj heltal Vj
J J
En variabel i varje steg.

Tillstdnd: s, = den del av hogerledet b som far anvandas till de k forsta
variablerna.
Overforingsfunktion: s,_; = s, — agxk
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Dynamisk programmering for kappsacksproblem

maxz cjx; da Zajxj- < b, 0 < x; < uj heltal Vj
J J
En variabel i varje steg.

Tillstdnd: s, = den del av hogerledet b som far anvandas till de k forsta
variablerna.

Overfﬁringsfunktion: Sk—1 = Sk — AKXk

Malfunktionsvarde: f,(sx) = maximalt véirde av de k forsta sorterna, om
vi fér anvanda s, enheter av kappsacken.
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Dynamisk programmering for kappsacksproblem

maxz cjx; da Zajxj- < b, 0 < x; < uj heltal Vj
J J
En variabel i varje steg.

Tillstdnd: s, = den del av hogerledet b som far anvandas till de k forsta
variablerna.

Overfﬁringsfunktion: Sk—1 = Sk — AKXk

Malfunktionsvarde: f,(sx) = maximalt véirde av de k forsta sorterna, om
vi fér anvanda s, enheter av kappsacken.

Rekursivt malfunktionsuttryck: f(sx) = max(cixx + fx—1(sk—1)).
Xk
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Dynamisk programmering for kappsacksproblem

maxz cjx; da Zajxj- < b, 0 < x; < uj heltal Vj
J J
En variabel i varje steg.

Tillstdnd: s, = den del av hogerledet b som far anvandas till de k forsta
variablerna.
Overfﬁringsfunktion: Sk—1 = Sk — AKXk

Malfunktionsvarde: f,(sx) = maximalt véirde av de k forsta sorterna, om
vi fér anvanda s, enheter av kappsacken.

Rekursivt malfunktionsuttryck: f(sx) = max(cixx + fx—1(sk—1)).
Xk

Randvillkor: fy(sp) =0, sp > 0, sy = b.
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Dynamisk programmering for kappsacksproblem

maxz cjx; da Zajxj- < b, 0 < x; < uj heltal Vj
J J
En variabel i varje steg.
Tillstdnd: s, = den del av hogerledet b som far anvandas till de k forsta
variablerna.
Overfﬁringsfunktion: Sk—1 = Sk — AKXk

Malfunktionsvarde: f,(sx) = maximalt véirde av de k forsta sorterna, om
vi fér anvanda s, enheter av kappsacken.

Rekursivt malfunktionsuttryck: f(sx) = max(cixx + fx—1(sk—1)).
Xk

Randvillkor: fy(sp) =0, sp > 0, sy = b.
Begransningar: 0 < x; < uy och heltal, 0 < s, < b, xx < [sk/axk]-
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Dynamisk programmering for kappsacksproblem

maxz cjx;j da Zajxj- < b, 0 < x; < uj heltal Vj
J J
En variabel i varje steg.

Tillstdnd: s, = den del av hogerledet b som far anvandas till de k forsta
variablerna.
Overfﬁringsfunktion: Sk—1 = Sk — aKXk

Malfunktionsvarde: f,(sx) = maximalt véirde av de k forsta sorterna, om
vi fér anvanda s, enheter av kappsacken.

Rekursivt malfunktionsuttryck: f(sx) = max(cixx + fx—1(sk—1)).
Xk

Randvillkor: fy(sp) =0, sp > 0, sy = b.

Begransningar: 0 < x; < uy och heltal, 0 < s, < b, xx < [sk/axk]-

Slacket i kappsdcken ges av sg.
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Dynamisk programmering for kappsacksproblem

maxz cjx;j da Zajxj- < b, 0 < x; < uj heltal Vj
J J
En variabel i varje steg.

Tillstdnd: s, = den del av hogerledet b som far anvandas till de k forsta
variablerna.
Overfﬁringsfunktion: Sk—1 = Sk — aKXk

Malfunktionsvarde: f,(sx) = maximalt véirde av de k forsta sorterna, om
vi fér anvanda s, enheter av kappsacken.

Rekursivt malfunktionsuttryck: f(sx) = max(cixx + fx—1(sk—1)).
Xk

Randvillkor: fy(sp) =0, sp > 0, sy = b.

Begransningar: 0 < x; < uy och heltal, 0 < s, < b, xx < [sk/axk]-

Slacket i kappsdcken ges av sg. For likhetsvillkor satts sy = 0.
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Dynamisk programmering for kappsacksproblem

maxz cjx;j da Zajxj- < b, 0 < x; < uj heltal Vj
J J
En variabel i varje steg.

Tillstdnd: s, = den del av hogerledet b som far anvandas till de k forsta
variablerna.

Overfﬁringsfunktion: Sk—1 = Sk — aKXk

Malfunktionsvarde: f,(sx) = maximalt véirde av de k forsta sorterna, om
vi fér anvanda s, enheter av kappsacken.

Rekursivt malfunktionsuttryck: f(sx) = max(cixx + fx—1(sk—1)).
Xk

Randvillkor: fy(sp) =0, sp > 0, sy = b.

Begransningar: 0 < x; < uy och heltal, 0 < s, < b, xx < [sk/axk]-

Slacket i kappsdcken ges av sg. For likhetsvillkor satts sy = 0.

Problemets svarighetsgrad beror p3 b, antalet tillstand i varje steg.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

max 7x1 + 2xo + 4x3
dd 2x1 +3x0 +2x3 < 4, x1 € {0, 1}, X € {0,1}, X3 € {0, 1,2}
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

max 7x1 + 2xp + 4x3
dd 2x1 +3x0 +2x3 < 4, x1 € {0, 1}, X2 € {0, 1}, X3 € {0, 1,2}
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

max3x; + 4x> + 2x3 + 5x4 + 6x5 + 5xg
dd 2x; + 3x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9, x; € {0,1,2} Vj
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

max3x; + 4x> + 2x3 + 5x4 + 6x5 + 5xg
dd 2x; + 3x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9, x; € {0,1,2} Vj

fo(s0) =0, s >0, s = 9.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
max3x; + 4x> + 2x3 + 5x4 + 6x5 + 5xg

dd 2x; + 3x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9, x; € {0,1,2} Vj

fo(so) =0, 50 >0, s¢ = 9.
Steg 1 (x1):
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
max 3x1 + 4x> + 2x3 + 5x4 + 6x5 + 5xg
dd 2x; + 3x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9, x; € {0,1,2} Vj

fo(so) =0, so >0, ss = 9.
Steg 1 (x1):
0<s5 <9, x5 € {0,1,2}.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
max 3x1 + 4x> + 2x3 + 5x4 + 6x5 + 5xg
dd 2x; + 3x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9, x; € {0,1,2} Vj

fo(so) =0, sp >0, s =09.

Steg 1 (x1):

0<s5 <9, x5 € {0,1,2}.

fi(s1) = nl;i\x(clxl + fo(so)) = nl?x(3x1) dd x; < [s1/a1] = [s1/2]
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
max 3x1 + 4x> + 2x3 + 5x4 + 6x5 + 5xg
dd 2x; + 3x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9, x; € {0,1,2} Vj

fo(so) =0, sp >0, s =09.

Steg 1 (x1):

0<s5 <9, x5 € {0,1,2}.

fi(s1) = nl;i\x(clxl + fo(so)) = n]<?x(3x1) dd x; < [s1/a1] = [s1/2]

dvs. x1 =0om s; <2 och x; <1om s <4.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

max 3x1 + 4x> + 2x3 + 5x4 + 6x5 + 5xg
dd 2x; + 3x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9, x; € {0,1,2} Vj

fo(so) =0, sp >0, s =09.

Steg 1 (x1):

0<s <9 x € {0,1,2).

f(s1) = nl;i\x(clxl + fo(sp)) = nlellx(3x1) dd x1 < |s1/a1] = |s1/2]

dvs. x1 =0om s; <2 och x; <1om s <4.

Gor optimeringen i en tabell:
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
max 3x1 + 4xo + 2x3 + 5x4 + 6x5 + 5xp
dd 2x; + 3x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9, x; € {0,1,2} Vj

fo(so) =0, sp >0, s = 9.

Steg 1 (x1):

0<s5 <9, x5 € {0,1,2}.

fi(s1) = nl;;\x(clxl + fo(so)) = nr}(?x(3x1) dd x; < [s1/a1] = [s1/2]

dvs. xy =0om 51 <2 och x; <1om s <4.

Gor optimeringen i en tabell:

x\S1|0 1 2 3 45 6 7 8 9
0O |0 00 O0OO0GOGOTO OO0 O
1 |- -33 333333
2 |- - - 6 6 6 6 6 6
fi(s1) [0 0 6 6 6 6 6 6
f(s1) 0 0 1 1 2 2 2 2 2 2
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Steg 2 (x2):
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Steg 2 (Xz): 0<% <9 xe {0, 1,2}.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 2 (Xz): 0<% <9 xe {0, 1,2}.
Det enda som behdver sparas frén forra steget ar f1(s1).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Steg 2 (Xz): 0<% <9 xe {0, 1,2}.

Det enda som behdver sparas frén forra steget ar f1(s1).
51 =S — axXp = Sp — 3X2.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Steg 2 (x2): 0< 5 <9, x2 € {0,1,2}.

Det enda som behover sparas frén forra steget ar f1(s1).

51 =S — axXp = Sp — 3X2.

f(s2) = max(cx2 + fi(s1)) = m:;lx(4x2 + fi(s2 — 3x2))
X2 X:

da x < LSz/aQJ = L52/3J dvs. xo =0 om s <3 ochx <1oms, <6.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Steg 2 (x2): 0 <5 <9, x2 € {0,1,2}.

Det enda som behover sparas frén forra steget ar f1(s1).

S1 =S — axxp = S) — 3x0.

h(s2) = nlax(czxz + f(s1)) = rrlax(4x2 + fi(s2 — 3x2))

da x < Lszz/azj = |s2/3] dvs. j(z =0om s, <3 ochx <1oms <6.

Om Xy = 0 fas fl(Sg).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Steg 2 (x2): 0< 5 <9, x2 € {0,1,2}.
Det enda som behover sparas frén forra steget ar f1(s1).
51 =S — axXp = Sp — 3X2.
f(s2) = max(cax2 + fi(s1)) = max(4xz + fi(s2 — 3x2))
X2 X2
déd xp < |sp/a2] = |s2/3] dvs. xo =00om s, <3 ochx <1oms; <6.
Om Xy = 0 fas fl(Sg).
Om xp = 1 f&s 4 + fi(s2 — 3) (flytta 3 steg &t hoger och addera 4).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Steg 2 (x2): 0 <5, <9, x» € {0,1,2}.
Det enda som behover sparas frén forra steget ar f1(s1).
S1 = S) —azxXp = S — 3X2.
f(s2) = max(coxo + fi(s1)) = max(4xo + f(s2 — 3x2))
X2 X2

déd xo < |sp/a2] = [s2/3] dvs. xx =00m s; <3 ochxx <1oms; <6.

Om Xy = 0 fas fl(Sg).
Om x2 =1 fas 4 + fi(sp — 3) (flytta 3 steg at hoger och addera 4).
Om xp = 2 f&s 8 + fi(sp — 6) (flytta 6 steg &t hoger och addera 8).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Steg 2 (x2): 0 <5, <9, x» € {0,1,2}.
Det enda som behover sparas frén forra steget ar f1(s1).
S1 = S) —azxXp = S — 3X2.
f(s2) = max(coxo + fi(s1)) = max(4xo + f(s2 — 3x2))
X2 X2
déd xo < |sp/a2] = [s2/3] dvs. xx =00m s; <3 ochxx <1oms; <6.
Om Xy = 0 fas fl(Sg).

Om x2 =1 fas 4 + fi(sp — 3) (flytta 3 steg at hoger och addera 4).
Om xp = 2 f&s 8 + fi(sp — 6) (flytta 6 steg &t hoger och addera 8).

x>0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 03 3 6 6 6 6 6 ©6

1 - - - 4 4 7 7 10 10 10

2 - - - - - - 8 8 11 11
f(s2) |0 0 3 6 7 8 10 11 11
A2(52) 0O 0 01 01 2 1 2 2
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 3 (x3): 0<s3 <9, x3 € {0,1,2}.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 3 (x3): 0<s3 <9, x3 € {0,1,2}.
Sp = S3 — a3X3z = S3 — 5X3.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Steg 3 (x3): 0<s3 <9, x3 € {0,1,2}.
Sp = S3 — a3X3z = S3 — 5X3.
3(s3) = max(c3x3 + f2(s2)) = max(2x3 + fo(s3 — 5x3))
X3 X3

dé x3 < |s3/a3] = [s3/5] dvs. x3 =0 om s3 <5 och x3 <=1 om s3 < 10.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 3 (x3): 0<s3 <9, x3 € {0,1,2}.
Sp = S3 — a3X3z = S3 — 5X3.
3(s3) = max(c3x3 + fa(s2)) = max(2x3 + f2(s3 — 5x3))
X3 X3
dé x3 < |s3/a3] = [s3/5] dvs. x3 =0 om s3 <5 och x3 <=1 om s3 < 10.
Om X3 = 0 fas f2(53).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 3 (x3): 0 <s3<9, x3 €{0,1,2}.

Sp = Ss3 — azxz3 = S3 — 5x3.

3(s3) = nlaX(C3X3 + h(s2)) = rrlax(ZX3 + f(s3 — 5x3))

da x3 < L533/a3j = |s3/5] dvs. X33: 0 om s3 < 5 och x3 <=1 om s3 < 10.
Om x3 = 0 fas f(s3).

Om x3 =1 fas 2+ f(s3 — 5) (flytta 5 steg at hoger och addera 2).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 3 (x3): 0 <s3<9, x3 €{0,1,2}.

Sp = S3 — a3X3z = S3 — 5X3.

3(s3) = max(c3x3 + fa(s2)) = max(2x3 + f2(s3 — 5x3))
X3 X3

dé x3 < |s3/a3] = [s3/5] dvs. x3 =0 om s3 <5 och x3 <=1 om s3 < 10.

Om X3 = 0 fas f2(53).
Om x3 = 1 f&s 2 + f(s3 — 5) (flytta 5 steg &t hoger och addera 2).
Om x3 = 2 f&s 4 + f(s3 — 10) (flytta 10 steg at hoger och addera 4).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 3 (x3): 0 <s3<9, x3 €{0,1,2}.

Sp = Ss3 — azxz3 = S3 — 5x3.

3(s3) = nlaX(C3X3 + h(s2)) = rrlax(2X3 + f(s3 — 5x3))

da x3 < L533/a3j = |s3/5] dvs. X33: 0 om s3 < 5 och x3 <=1 om s3 < 10.
Om x3 = 0 fas f(s3).
Omx3=1f3s2+ 5

—~~

s3 — b) (flytta 5 steg &t hoger och addera 2).

Om x3 = 2 f&s 4 + f(s3 — 10) (flytta 10 steg at hoger och addera 4).
xx30 1 2 3 45 6 7 8 9
0 0 0 3 4 6 7 8 10 11 11
1 - - - - - 2 2 5 6 8
2 . . . - -
i(s3) [0 0 3 4 6 7 8 10 11 11
%(5) [0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 4 (X4)Z 0<5 <9, x4 € {0, 1,2}.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 4 (X4)Z 0<5 <9, x4 € {0, 1,2}.
53 = S4 — agX4 = S4 — 2X4.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Steg 4 (X4)Z 0<5 <9, x4 € {0, 1,2}.
53 = S4 — agX4 = S4 — 2X4.
fa(sa) = max(caxa + f3(s3)) = max(5xa + (52 — 2xa))
X4 X4

déd x4 < |sa/as] = [sa/2] dvs. x4 =0 om s4 <2 och x4 <1 om s < 4.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 4 (x4): 0 <54 <9, x4 € {0,1,2}.

S3 = S4 — agXq = Sy — 2X4.

fa(sa) = nl?X(C4X4 + f3(s3)) = rrl?x(5X4 + f3(ss — 2xa))

déd x4 < |sa/as] = [sa/2] dvs. x4 =0 om s4 <2 och x4 <1 om s < 4.

Om X4 = 0 fas f3(54).

Kaj Holmberg (LiU) TAOP61 Optimering 23 oktober 2020 23 /34



Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 4 (x4): 0 <54 <9, x4 € {0,1,2}.

S3 = S4 — agXq = Sy — 2X4.

fa(sa) = nlaX(C4X4 + f3(s3)) = rrlax(5X4 + f3(ss — 2xa))

dé x4 < Ls:/a4j = |s4/2] dvs. X44: 0 om sy <2ochxs <1om s < 4.
Om x4 = 0 fé&s f3(ss).

Om x4 = 1 fas 5 + f3(ss — 2) (flytta 2 steg at hoger och addera 5).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 4 (X4)Z 0<5 <9, x4 € {0, 1,2}.

53 = S4 — agX4 = S4 — 2X4.

fa(sa) = max(caxa + f3(s3)) = max(5xa + (52 — 2xa))
X4 X4

déd x4 < |sa/as] = [sa/2] dvs. x4 =0 om s4 <2 och x4 <1 om s < 4.

Om X4 = 0 fas f3(54).
Om x4 = 1 fas 5 + f3(ss — 2) (flytta 2 steg at hoger och addera 5).
Om x4 = 2 f&s 10 + f3(ss — 4) (flytta 4 steg &t hdger och addera 10).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 4 (x4): 0 <54 <9, x4 € {0,1,2}.

S3 = S4 — agXq = Sy — 2X4.

fa(sa) = nlaX(C4X4 + f3(s3)) = rrlax(5X4 + f3(ss — 2xa))

déd x4 < |sa/as] = [sa/2] dvs. x4 =0 om s4 <2 och x4 <1 om s < 4.

Om x4 = 0 fas f3(sa4).
Om x4 = 1 fas 5 + f3(ss — 2) (flytta 2 steg at hoger och addera 5).
Om x4 = 2 f&s 10 + f3(ss — 4) (flytta 4 steg at hoger och addera 10).

|0 1 23 4 5 6 7 8 9
0O |0 0 3 4 6 7 8 10 11 11
1 |- - 55 8 9 11 12 13 15
2 - - - 10 10 13 14 16 17
f(s4) |O 0 5 5 10 10 13 14 16 17
()]0 0 1 1 2 2 2 2 2 2
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 5 (X5)Z 0<s5<9, x5 € {0,1,2}.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 5 (X5)Z 0<s5<9, x5 € {0,1,2}.
S4 = S5 — A5 X5 = S5 — 3X5.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Steg 5 (X5)Z 0<s5<9 x5 € {0, 1,2}.
S4 = S5 — A5 X5 = S5 — 3X5.
f5(s5) = max(csxs + fa(sa)) = max(6xs + fa(ss — 3x5))
X5 X5

dé x5 < |ss5/as| = [s5/3] dvs. x5 =0 om s5 < 3 och x5 <1 om s5 < 6.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 5 (x5): 0 < s5 <9, x5 € {0,1,2}.

Sy = S5 — asXs = S — 3X5.

f5(s5) = n}(ax(C5X5 + fa(sa)) = rrlax(6X5 + fa(s5s — 3xs))

da x5 < L555/a5j = |s5/3] dvs. X55: 0om ss <3ochxs<1omss;<6.

Om X5 = 0 fas f4(55).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 5 (x5): 0 < s5 <9, x5 € {0,1,2}.

Sy = S5 — asXs = S — 3X5.

f5(s5) = n}<ax(C5X5 + fa(sa)) = rrlax(6X5 + fa(s5s — 3xs))

da x5 < L555/a5j = |s5/3] dvs. X55: 0om ss <3ochxs<1omss;<6.
Om x5 = 0 fés f4(ss5).

Om x5 = 1 fas 6 + f1(sp — 3) (flytta 3 steg at hoger och addera 6).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 5 (X5)Z 0<s5<9, x5 € {0, 1,2}.

S4 = S5 — A5 X5 = S5 — 3X5.

f5(s5) = max(csxs + fa(sa)) = max(6xs + fa(ss — 3x5))
X5 X5

dé x5 < |ss5/as| = [s5/3] dvs. x5 =0 om s5 < 3 och x5 <1 om s5 < 6.

Om X5 = 0 fas f4(55).
Om x5 = 1 fas 6 + f1(sp — 3) (flytta 3 steg at hoger och addera 6).
Om x5 = 2 f&s 12 + fi(sp — 6) (flytta 6 steg 8t hdger och addera 12).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 5 (x5): 0 < s5 <9, x5 € {0,1,2}.

S4 — S5 — ds X5 — S5 — 3X5.

f5(s5) = n2<ax(C5X5 + fa(sa)) = rrlax(6X5 + fa(s5s — 3xs))

dé x5 < |ss5/as| = [s5/3] dvs. x5 =0 om s5 < 3 och x5 <1 om s5 < 6.

Om x5 = 0 fas fa(ss).

Om x5 = 1 f&s 6 + fi(sp — 3) (flytta 3 steg &t hdger och addera 6).
Om x5 = 2 f&s 12 + fi(sp — 6) (flytta 6 steg at hoger och addera 12).

&[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 |0 0 5 5 10 10 13 14 16 17
1 |- - -6 6 11 11 16 16 19
2 - - - - - 12 12 17 17
fi(ss) |0 0 5 6 10 11 13 16 17 19
%(5)]0 0 0 1 0 1 0 1 2 1
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 6 (X5): ss =9, x5 € {0, 1,2}.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 6 (Xﬁ): ss =9, x5 € {0, 1,2}.

S5 = Sg — deXe = S — 4xo.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Steg 6 (Xﬁ): Ss =9, x5 € {0, 1,2}.
S5, = S — dgXep — S — 4X2.
fo(ss) = max(cexe + f5(s5)) = max(5xs + f5(ss — 4x6))
X6 X6

dé xs < |se/as| = |S6/4] dvs. x6 =0 om s5 < 4 och x¢ < 1 om s < 8.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 6 (x6): 56 = 9, x6 € {0,1,2}.

S5 = S — adgXe = Sg — 4xo.

fo(ss) = nlax(c6x6 + f5(s5)) = rrlax(5x6 + f5(se — 4x6))

da xg < Lsse/aGJ = |se/4] dvs. X56: 0 om sg <4 och xg <1omsg<8.

Om X6 — 0 fas f5(56).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 6 (x6): 56 = 9, x6 € {0,1,2}.

S5 = S — adgXe = Sg — 4xo.

fo(ss) = nlax(c6x6 + f5(s5)) = rrlax(5x6 + f5(se — 4x6))

da xg < Lsg/aGJ = |ss/4] dvs. X56: 0 om sg <4 och xg <1omsg<8.
Om x¢ = 0 fés f5(ss).

Om xg = 1 fas 5+ f5(s¢ — 4) (flytta 4 steg at hoger och addera 5).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 6 (Xﬁ): Ss =9, x5 € {0, 1,2}.

S5, = S — dgXep — S — 4X2.

fo(s6) = max(cexe + f5(s5)) = max(5xe + f5(s6 — 4x6))
X6 X6

dé xs < |se/as| = |S6/4] dvs. x6 =0 om s5 < 4 och x¢ < 1 om s < 8.

Om X6 — 0 fas f5(56).
Om xg = 1 fas 5+ f5(s¢ — 4) (flytta 4 steg at hoger och addera 5).
Om xg = 2 f&s 10 + f5(s¢ — 8) (flytta 8 steg &t hdger och addera 10).
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 6 (x6): 56 = 9, x6 € {0,1,2}.

S5 = S — adgXe = Sg — 4xo.

fo(ss) = max(cexe + f5(s5)) = max(5xs + f5(ss — 4x6))
X6 X6

dé xs < |se/as| = |S6/4] dvs. x6 =0 om s5 < 4 och x¢ < 1 om s < 8.

Om xg = 0 fas f5(sp).

Om xg = 1 f&s 5 + f5(s¢ — 4) (flytta 4 steg &t hoger och addera 5).
Om xg = 2 f&s 10 + f5(se — 8) (flytta 8 steg at hoger och addera 10).

%[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 [0 0 5 6 10 11 13 16 17 19
1 |- - - - 5 5 10 11 15 16
2 |- - - - - - - - 10 10
fo(ss) |0 O 5 6 10 11 13 16 17 19
%(5)]0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Steg 6 (x6): 56 = 9, x6 € {0,1,2}.

S5 = S — agXe = Sg — 4xo.

fo(ss) = nlax(c6x6 + f5(s5)) = rrlax(5x6 + f5(s6 — 4x6))

da xg < Lsg/a6j = |ss/4] dvs. X56: 0 om sg <4 ochxg<1omsg<8.
Om x¢ = 0 fés f5(ss).

Om xg = 1 fas 5 + f5(s¢ — 4) (flytta 4 steg at hoger och addera 5).

Om xg = 2 f&s 10 + f5(s¢ — 8) (flytta 8 steg &t hdger och addera 10).

X6>56 79
0 19
1 |16
2 |10
filss) | 19
%6(s6) | O

Kaj Holmberg (LiU) TAOP61 Optimering 23 oktober 2020 26 / 34



Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp lésningen.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp lésningen.
Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s — agxk.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp lésningen.
Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s — agxk.
2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4xg < 9
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp l&sningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s — agxk.
2x1 + 3x0 +5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x < 9

Borja bakifran:
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp lésningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverféringsfunktionen sx_1 = s — agxk.

2x1 + 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x5 < 9

Bérja bakifran:

xg86| 0 1 3 4 5 6 7 8 9
0 |0 6 10 11 13 16 17 19
1 |- - - 5 5 10 11 15 16
2 |- - - - - - - 10 10
fo(ss) | 0 O 6 10 11 13 16 17 19
%6(s5) | 0 0 0 0 0 0 0 0 0

S =
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp l&sningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s — agxk.

2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9

Borja bakifran:

X860 1 3 4 5 6 7 8 9
0 |0 6 10 11 13 16 17 19
1 |- - - 5 5 10 11 15 16
S - - - - - 10 10
fo(ss) |0 0 6 10 11 13 16 17 19
%6(s5) |0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp l&sningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s — agxk.

2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9

Borja bakifran:

xn85 |0 1 3 4 5 6 7 8 9
0 |0 5 10 10 13 14 16 17
1 |- - 6 6 11 11 16 16 19
S - - - 12 12 17 17
fs(ss) |0 0 6 10 11 13 16 17 19
%5(s5) | 0 0 1 0 1 0 1 2 1

Ss =9 :>5\<6(9):0:>55:56:9
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp l&sningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s — agxk.

2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9

Borja bakifran:

xn85 |0 1 3 4 5 6 7 8 9
0 |0 5 10 10 13 14 16 17
1 |- - 6 6 11 11 16 16 19
S - - - 12 12 17 17
fs(ss) |0 0 6 10 11 13 16 17 19
%5(s5) | 0 0 1 0 1 0 1 2 1

Ss =9 :>5\<6(9):O:>55:56:9:>5\<5(9):1
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp l&sningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s — agxk.

2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9

Borja bakifran:

[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 |0 34 6 7 8 10 11 11
1 |- - 55 8 9 11 12 13 15
2 |- - - - 10 10 13 14 16 17
f(ss) [0 0 5 5 10 10 13 14 16 17
()]0 0 1 1 2 2 2 2 2 2

65=9 =2%(9)=0=>s5=5%=9=>%9)=1=>s4=55s—3=06

Kaj Holmberg (LiU) TAOP61 Optimering

23 oktober 2020

27 / 34



Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp lésningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s, — agxk.

2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4xg < 9

Bérja bakifran:

&[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 |0 3 4 6 7 8 10 11 11
1 |- - 55 8 9 11 12 13 15
2 |- - - - 10 10 13 14 16 17
() [0 0 5 5 10 10 13 14 16 17
%(s2) [0 0 1 1 2 2 2 2 2 2

Ss =9 #)?6(9)=0$$5=56=9$Q5(9)=1$S4=55—3=6
:>)?4(6):2
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp lésningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s, — agxk.
2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4xg < 9
Bérja bakifran:

38|01 2 3 456 7 8 9
0 |0 3 4 6 7 8 10 11 11
1 |- - - - - 22 5 6 8
2 | - - - - - - - -
() [0 0 3 4 6 7 8 10 11 11
%3(3) |0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

Ss =9 #)?6(9)=0$$5=56=9$Q5(9)=1$S4=55—3=6
:>)?4(6):2:>S3:S4—2*2:2
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp lésningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s, — agxk.
2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4xg < 9
Bérja bakifran:

38|01 2 3 456 7 8 9
0 |0 3 4 6 7 8 10 11 11
1 |- - - - - 22 5 6 8
2 | - - - - - - - -
() [0 0 3 4 6 7 8 10 11 11
%3(3) |0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

s =9 #)?6(9)=0$$5=56=9$Q5(9)=1$S4=55—3=6

:>)?4(6):2:>S3:S4—2*2:2:>§(3(2):0
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp lésningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s, — agxk.
2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4xg < 9
Bérja bakifran:

2|0 1 2 3 456 7 8 9
0 |0 33666 6 6 6
1 |- - - 4 4 7 7 10 10 10
2 |- - - - - - 8 8 11 11
A(2) [0 0 3 6 7 8 10 11 11
%02) 0 0 0 1 0 1 2 1 2 2

Ss =9 #)?6(9)=0$$5=56=9$Q5(9)=1$S4=55—3=6

:>)?4(6):2:>S3:S4—2*2:2:>§(3(2):0:>52=S3:2
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp l&sningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s — agxk.
2x1 +3x0 +5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x < 9
Borja bakifran:

2|0 1 2 3 456 7 8 9
0 |0 33666 6 6 6
1 |- - - 4 4 7 7 10 10 10
2 |- - - - - - 8 8 11 11
A(2) |0 0 3 6 8 10 11 11
%02)]0 0 0 1 0 1 2 1 2 2

=9 =>%(9)=0=>s5=5%=9=%(9)=1=>s1=5—-3=6

= 06)=2=>s5=5-2%x2=2=>%32)=0=>s5=55=2

= %(2) =0
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp l&sningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s — agxk.

2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9

Borja bakifran:

x\S1|0 1 2 3 45 6 7 8 9
0 |0 0 0000000
1 |- - 33333333
2 |- - - -6 6 6 6 6 6
A(s) |0 0 3 6 6 6 6 6 6
f(s1) [0 0 1 1 2 2 2 2 2 2

=9 =>%(9)=0=>s5=5%=9=%(9)=1=>s1=5—-3=6

= 06)=2=>s5=5-2%x2=2=>%32)=0=>s5=55=2

:>)?2(2):0:>51252:2
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp I8sningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s — agxk.
2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9

Borja bakifran:

x\s1|0 1 2 3 45 6 7 8 9
0 |0 000O0O0O0TO0O0 O
1 |- - 33333333
2 |- - - -6 6 6 6 6 6
A(s) |0 0 3 6 6 6 6 6 6
%(s)J0 0 1 1 2 2 2 2 2 2

ss =9 :>5\<6(9):0:>S5256:9:>)?5(9):1:>S4:S5—3:6
= 06)=2=>s5=5-2%x2=2=>%32)=0=>s5=55=2

~

:>X(2):0:>51252:2:>)?1(2):1
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp I8sningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s — agxk.
2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9

Borja bakifran:

x\s1|0 1 2 3 45 6 7 8 9
0 |0 000O0O0O0TO0O0 O
1 |- - 33333333
2 |- - - -6 6 6 6 6 6
A(s) |0 0 3 6 6 6 6 6 6
%(s)J0 0 1 1 2 2 2 2 2 2

ss =9 :>5\<6(9):0:>S5256:9:>)?5(9):1:>S4:S5—3:6
= 06)=2=>s5=5-2%x2=2=>%32)=0=>s5=55=2

~

:>X(2):0:>51252:2:>)?1(2):1:>50251—2:0
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel

Nysta upp lésningen.

Nu behdvs X, (sk) och dverforingsfunktionen sx_1 = s — agxk.

2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x6 < 9

Borja bakifrén:

x\s1|0 1 2 3 45 6 7 8 9
0 |0 0 00O0O0O0O0 O
1 |- - 33333333
2 |- - - - 66 6 6 6 6
A(s1) |0 0 3 6 6 6 6 6 6
%1(s1)J0 0 1 1 2 2 2 2 2 2

=9 =>%(9)=0=>s55=5=9=%(9)=1=s4=5—-3=6
:>)?4(6):2:>S3:S4—2*2:2:>)’23(2):0:>52:S3:2
:>)’?2(2):0:>51252:2:>)?1(2):1$50251—2:0
Optimal 16sning: x1 =1, 0 =0, x3 =0, x4 =2, x5 = 1, x¢ = 0.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Nysta upp |6sningen.

Nu behdvs X, (sx) och dverforingsfunktionen s,_1 = s — agxk.

2x1 +3x0 +5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x5 < 9

Borja bakifran:

x$1|0 1 2 3 45 6 7 8 9
0 |0 000 0O0CO0O0 O
1 |- -33 333333
2 |- - - - 66 6 6 6 6
A(s) |0 0 3 6 6 6 6 6 6
() [0 0 1 1 2 2 2 2 2 2

=9 =>%(9)=0=>s5=5%5=9=%(9)=1=>s1=55—-3=6
=%(6)=2=>s53=5-2%x2=2=%32)=0=>s5 =53 =2
:>)?2(2):0:>51:52:2:>)?1(2):1:>$0251—2:0
Optimal I6sning: x1 =1, x0 =0, x3 =0, x4 =2, x5 = 1, x¢ = 0.
Optimala mélfunktionsvardet ges av f5(9) = 19.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem: Exempel
Nysta upp lésningen.

Nu behdvs X, (sk) och dverforingsfunktionen sx_1 = sx — agxk.

2x1 4+ 3x0 + 5x3 + 2x4 + 3x5 + 4x5 < 9

Borja bakifrén:

xNS1[0 1 2 3 45 6 7 8 9
0 |0 0 000000 O
1 |- - 33333333
2 |- - - -6 6 6 6 6 6
A(s1) |0 0 3 3 6 6 6 6 6 6
()]0 0 1 1 2 2 2 2 2 2

Ss =9 :>)A(6(9):0$S5256:9$5\(5(9):1é54:55—3:6
:>)?4(6):2:>S3:S4—2*2:2:>§<3(2):0:>52:S3:2
:>5\<2(2):0$51252:2$)?1(2):1:>50251—2:0
Optimal l6sning: x1 =1, o =0, x3 =0, x4 =2, xs = 1, x¢ = 0.
Optimala mélfunktionsvardet ges av fg(9) = 19.

Inget slack i bivillkoret, ty sp = 0.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

Detta angreppssatt kan anvandas pd manga typer av “kappsackar”.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

Detta angreppssatt kan anvandas pd manga typer av “kappsackar”.
Dvs. dar man har ett “lager” som fylls p3 eller tdms vid olika tidpunkter.
Aven pa kontinuerliga “kappsackar’, om man diskretiserar.

Man infor d3 ett tillstdnd for varje méjlig niva i kappsacken/lagret.
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Dynamisk programmering: Kappsacksproblem

Detta angreppssatt kan anvandas pd manga typer av “kappsackar”.

Dvs. dar man har ett “lager” som fylls pa eller tdms vid olika tidpunkter.
Aven pa kontinuerliga “kappsackar’, om man diskretiserar.

Man infor d3 ett tillstdnd for varje méjlig niva i kappsacken/lagret.

Och bé&gar, framét i tiden, for varje mojlig andring.
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Dynamisk programmering: Variationer

Flera tillstindsvariabler.
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Dynamisk programmering: Variationer

Flera tillstdndsvariabler. T .ex. flera kappsacksvillkor.

Ma&ste undersoka samtliga kombinationer av tillstanden.
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Dynamisk programmering: Variationer
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Dynamisk programmering: Variationer

Flera tillstdndsvariabler. T .ex. flera kappsacksvillkor.

Ma&ste undersoka samtliga kombinationer av tillstanden.

Flera styrvariabler. Aven hir maste samtliga kombinationer av de majliga

styrningarna undersodkas.
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Dynamisk programmering: Variationer

Flera tillstdndsvariabler. T .ex. flera kappsacksvillkor.

Ma3ste undersdka samtliga kombinationer av tillstdnden.

Flera styrvariabler. Aven hir maste samtliga kombinationer av de majliga
styrningarna undersodkas.

Bada jobbigare dn att 6ka antalet steg.
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Dynamisk programmering: Variationer

Flera tillstdndsvariabler. T.ex. flera kappsacksvillkor.

Maéste undersdka samtliga kombinationer av tillstanden.

Flera styrvariabler. Aven hir maste samtliga kombinationer av de majliga
styrningarna undersodkas.

Bada jobbigare dn att 6ka antalet steg.

Tillstdndsvariabeln méste vara diskret, men styrvariabeln kan vara
kontinuerlig.
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Flera styrvariabler. Aven hir maste samtliga kombinationer av de majliga
styrningarna undersodkas.

Bada jobbigare dn att 6ka antalet steg.

Tillstdndsvariabeln méste vara diskret, men styrvariabeln kan vara
kontinuerlig.

Ibland kan optimeringen goras analytiskt i ett steg.
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Dynamisk programmering: Variationer

Flera tillstdndsvariabler. T.ex. flera kappsacksvillkor.

Maéste undersdka samtliga kombinationer av tillstanden.

Flera styrvariabler. Aven hir maste samtliga kombinationer av de majliga
styrningarna undersodkas.

B&da jobbigare dn att oka antalet steg.

Tillstdndsvariabeln méste vara diskret, men styrvariabeln kan vara
kontinuerlig.

Ibland kan optimeringen goras analytiskt i ett steg.

Strukturen i Dynamisk programmering beror inte p& hur delproblemen [3ses
for ett steg.
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Dynamisk programmering: Slump

Ibland hamnar man inte alltid i det tillstdnd man vill komma till, utan kan
med viss sannolikhet hamna i ett annat.
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Dynamisk programmering: Slump

Ibland hamnar man inte alltid i det tillstdnd man vill komma till, utan kan
med viss sannolikhet hamna i ett annat.

Exempelvis kanske forsiljningen inte blir exakt vad man férvantade sig.
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Dynamisk programmering: Slump

Ibland hamnar man inte alltid i det tillstdnd man vill komma till, utan kan
med viss sannolikhet hamna i ett annat.

Exempelvis kanske forsiljningen inte blir exakt vad man férvantade sig.

Detta kan hanteras av stokastisk dynamisk programmering.
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Dynamisk programmering: Slump

Ibland hamnar man inte alltid i det tillstdnd man vill komma till, utan kan
med viss sannolikhet hamna i ett annat.

Exempelvis kanske forsiljningen inte blir exakt vad man férvantade sig.
Detta kan hanteras av stokastisk dynamisk programmering.

Man maste da anvanda bakatrekursion.
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Dynamisk programmering: Slump

Ibland hamnar man inte alltid i det tillstdand man vill komma till, utan kan
med viss sannolikhet hamna i ett annat.

Exempelvis kanske forsiljningen inte blir exakt vad man férvantade sig.
Detta kan hanteras av stokastisk dynamisk programmering.

Man m3ste d& anvanda bakatrekursion.

| fram&trekursion st&r man i ett visst tillstdnd, och vill finna basta vagen dit
(fran forra steget).
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Dynamisk programmering: Slump

Ibland hamnar man inte alltid i det tillstdand man vill komma till, utan kan
med viss sannolikhet hamna i ett annat.

Exempelvis kanske forsiljningen inte blir exakt vad man férvantade sig.
Detta kan hanteras av stokastisk dynamisk programmering.

Man m3ste d& anvanda bakatrekursion.

| fram&trekursion st&r man i ett visst tillstdnd, och vill finna basta vagen dit
(fran forra steget).

| bakatrekursion stdr man i ett visst tillstdnd, och vill finna basta vigen
darifran (till ndsta steg).
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Dynamisk programmering: Slump

Ibland hamnar man inte alltid i det tillstdand man vill komma till, utan kan
med viss sannolikhet hamna i ett annat.

Exempelvis kanske forsiljningen inte blir exakt vad man férvantade sig.
Detta kan hanteras av stokastisk dynamisk programmering.

Man méaste d& anvanda bakéatrekursion.

| fram&trekursion st&r man i ett visst tillstdnd, och vill finna basta vagen dit
(fran forra steget).

| bakatrekursion stdr man i ett visst tillstdnd, och vill finna basta vigen
darifran (till ndsta steg).

Om man vet vilket tillstdnd man befinner sig i, och vet vart man vill g8,
kan man ridkna ut sannolikheten att man hamnar dar man vill, eller i nagot
annat tillstdnd i nasta steg.
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Dynamisk programmering: Slump

Ibland hamnar man inte alltid i det tillstdand man vill komma till, utan kan
med viss sannolikhet hamna i ett annat.

Exempelvis kanske forsiljningen inte blir exakt vad man férvantade sig.
Detta kan hanteras av stokastisk dynamisk programmering.

Man m3ste d& anvanda bakatrekursion.

| fram&trekursion st&r man i ett visst tillstdnd, och vill finna basta vagen dit
(fran forra steget).

| bakatrekursion stdr man i ett visst tillstdnd, och vill finna basta vigen
darifran (till ndsta steg).

Om man vet vilket tillstdnd man befinner sig i, och vet vart man vill g8,
kan man ridkna ut sannolikheten att man hamnar dar man vill, eller i nagot
annat tillstdnd i nasta steg.

(Detta fungerar inte &t andra hallet.)
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Dynamisk programmering: Framé&trekursion

| steg k:

Noden i S kallas tillstand, s,.
Noden man kommer frén kallas styrning, xj.

Overforingsfunktion: kopplingen mellan olika steg, s,_1 = T (Xk, Sk)-
Malfunktionsvarde, f,(sx). (Kostnaden fran startnod till s.)

Rekursiv malfunktion: f(sx) = min(ck(xk, sk) + fi_1(sk-1))
Xk

Begransningar pa tillstdnd, s, € Sy, och styrning, x, € Xy.
Randvillkor pa sp, sy, samt fy(sp).
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Dynamisk programmering: Bak&trekursion

| steg k:

Noden i S kallas tillstand, s,.
Noden man gér till kallas styrning, x.

Overforingsfunktion: kopplingen mellan olika steg, Skr1 = Tr(Xk, Sk)-
Malfunktionsvarde, f(sk). (Kostnaden fran sy till slutnod.)

Rekursiv malfunktion: f(sx) = min(ck(xk, sk) + fxr1(Sks1))
Xk

Begransningar pa tillstdnd, s, € Sy, och styrning, x, € Xy.
Randvillkor pa sg, sy, samt fy(sy).
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Dynamisk programmering: Stokastisk bakatrekursion

Vistarinodie S,
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Dynamisk programmering: Stokastisk bakatrekursion

Vi stér i nod i € Si och siktar mot nod j € Sk

Kaj Holmberg (LiU) TAOP61 Optimering



Dynamisk programmering: Stokastisk bakatrekursion

Vi stér i nod i € Si och siktar mot nod j € Sk

dvs. vill anvanda bage (i, ).
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Dynamisk programmering: Stokastisk bakatrekursion

Vi stér i nod i € Si och siktar mot nod j € Sk
dvs. vill anvanda bage (i, ).

Var hamnar vi?
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Dynamisk programmering: Stokastisk bakatrekursion

Vi stér i nod i € Si och siktar mot nod j € Sk
dvs. vill anvanda bage (i, ).
Var hamnar vi?

I nod j med sannolikhet p;
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Dynamisk programmering: Stokastisk bakatrekursion

Vi stér i nod i € Si och siktar mot nod j € Sk
dvs. vill anvanda bage (i, ).
Var hamnar vi?

I nod j med sannolikhet p;; (som beror pa tillstdnd och styrning).

Kaj Holmberg (LiU) TAOP61 Optimering 23 oktober 2020 33 /34



Dynamisk programmering: Stokastisk bakatrekursion

Vi stér i nod i € Si och siktar mot nod j € Sk
dvs. vill anvanda bage (i, ).

Var hamnar vi?
I nod j med sannolikhet p;; (som beror pa tillstdnd och styrning).

Exempel: Vi star i nod 1. | nista steg finns noderna 2, 3, och 4.
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Dynamisk programmering: Stokastisk bakatrekursion

Vi stér i nod i € Si och siktar mot nod j € Sk
dvs. vill anvanda bage (i, ).

Var hamnar vi?

I nod j med sannolikhet p;; (som beror pa tillstdnd och styrning).

Exempel: Vi star i nod 1. | nista steg finns noderna 2, 3, och 4.
Vi siktar mot nod 2,
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Dynamisk programmering: Stokastisk bakatrekursion

Vi stér i nod i € Si och siktar mot nod j € Sk
dvs. vill anvanda bage (i, ).

Var hamnar vi?

I nod j med sannolikhet p;; (som beror pa tillstdnd och styrning).

Exempel: Vi star i nod 1. | nista steg finns noderna 2, 3, och 4.
Vi siktar mot nod 2, och hamnar i nod 2 med sannolikhet 0.7,
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Dynamisk programmering: Stokastisk bak&trekursion

Vi stér i nod i € Si och siktar mot nod j € Sk
dvs. vill anvanda bage (i, ).

Var hamnar vi?
I nod j med sannolikhet p;; (som beror pa tillstdnd och styrning).

Exempel: Vi star i nod 1. | nista steg finns noderna 2, 3, och 4.

Vi siktar mot nod 2, och hamnar i nod 2 med sannolikhet 0.7, i nod 3 med
sannolikhet 0.2, och i nod 4 med sannolikhet 0.1.
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Dynamisk programmering: Stokastisk bak&trekursion

Vi stér i nod i € Si och siktar mot nod j € Sk
dvs. vill anvanda bage (i, ).
Var hamnar vi?

I nod j med sannolikhet p;; (som beror pa tillstdnd och styrning).

Exempel: Vi star i nod 1. | nista steg finns noderna 2, 3, och 4.

Vi siktar mot nod 2, och hamnar i nod 2 med sannolikhet 0.7, i nod 3 med
sannolikhet 0.2, och i nod 4 med sannolikhet 0.1.

Den forvantade kostnaden for att komma till nasta steg blir da
0.7c12 + 0.2¢13 + 0.1¢c14.
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Dynamisk programmering: Stokastisk bak&trekursion

Vi stér i nod i € Si och siktar mot nod j € Sk
dvs. vill anvanda bage (i, ).
Var hamnar vi?

I nod j med sannolikhet p;; (som beror pa tillstdnd och styrning).

Exempel: Vi star i nod 1. | nista steg finns noderna 2, 3, och 4.

Vi siktar mot nod 2, och hamnar i nod 2 med sannolikhet 0.7, i nod 3 med
sannolikhet 0.2, och i nod 4 med sannolikhet 0.1.

Den forvantade kostnaden for att komma till nasta steg blir da
0.7c12 + 0.2¢13 + 0.1¢c14.

Det betyder ocks3 att vagen ska fortsatta fran nod 2 med sannolikhet 0.7,
fran nod 3 med sannolikhet 0.2 och fran nod 4 med sannolikhet 0.1.
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Dynamisk programmering: Stokastisk bak&trekursion

Vi stér i nod i € Si och siktar mot nod j € Sk
dvs. vill anvanda bage (i, ).
Var hamnar vi?

I nod j med sannolikhet p;; (som beror pa tillstdnd och styrning).

Exempel: Vi star i nod 1. | nista steg finns noderna 2, 3, och 4.

Vi siktar mot nod 2, och hamnar i nod 2 med sannolikhet 0.7, i nod 3 med
sannolikhet 0.2, och i nod 4 med sannolikhet 0.1.

Den forvantade kostnaden for att komma till nasta steg blir da
0.7c12 + 0.2¢13 + 0.1¢c14.

Det betyder ocks3 att vagen ska fortsatta fran nod 2 med sannolikhet 0.7,
fran nod 3 med sannolikhet 0.2 och fran nod 4 med sannolikhet 0.1.

Vi ska darfor addera 0.7£,(2) + 0.2f,(3) + 0.1£,(4) till fi(s1).
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Dynamisk programmering: Stokastisk bakatrekursion

Vi anvander allts3 vantevarden:
fi(sk) = "j(ikn(E(Ck(Xk,Sk) + fey1(sk+1)))
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Dynamisk programmering: Stokastisk bakatrekursion

Vi anvander allts3 vantevarden:
fi(sk) = n)‘(ln(E(Ck(XbSk) + fey1(sk+1)))

| exemplet:
fi(s1) = min ((0.7(c12 + ~(2)) + 0.2(c13 + ~(3)) + 0.1(c14 + £2(4))), - . ).
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Uppnystningen av l6sningen blir osdker. Vi kanske inte hamnar dar vi vill.
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Dynamisk programmering: Stokastisk bak&trekursion

Vi anvander allts3 vantevarden:
fi(sk) = ")jk“(E(Ck(XmSk) + fey1(sk+1)))

| exemplet:
fi(s1) = min ((0.7(c12 + ~(2)) + 0.2(c13 + ~(3)) + 0.1(c14 + £2(4))), - . ).

Uppnystningen av l6sningen blir osdker. Vi kanske inte hamnar dar vi vill.

Det racker inte att ta fram den mest sannolika vagen, vi maste dven veta
hur vi ska fortsdtta om vi hamnar fel.
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Dynamisk programmering: Stokastisk bak&trekursion

Vi anvander allts3 vantevarden:
fi(sk) = ")jk”(E(Ck(XmSk) + fey1(sk+1)))

| exemplet:
fi(s1) = min ((0.7(c12 + ~(2)) + 0.2(c13 + ~(3)) + 0.1(c14 + £2(4))), - . ).

Uppnystningen av l6sningen blir osdker. Vi kanske inte hamnar dar vi vill.

Det racker inte att ta fram den mest sannolika vagen, vi maste dven veta
hur vi ska fortsdtta om vi hamnar fel.

Slutsats: Ta fram optimal styrning fran alla tillstand.
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Dynamisk programmering: Stokastisk bak&trekursion

Vi anvander allts3 vantevarden:
fi(sk) = ")jk”(E(Ck(Xk,Sk) + fey1(sk+1)))

| exemplet:
fi(s1) = min ((0.7(c12 + ~(2)) + 0.2(c13 + ~(3)) + 0.1(c14 + £2(4))), - . ).

Uppnystningen av l6sningen blir osdker. Vi kanske inte hamnar dar vi vill.

Det racker inte att ta fram den mest sannolika vagen, vi maste dven veta
hur vi ska fortsdtta om vi hamnar fel.

Slutsats: Ta fram optimal styrning fran alla tillstand.

Jamfor billigaste vag-trad.
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