TAOP61 Optimering av realistiska sammansatta system Speciellt med denna kurs

@ Examinator:
» Kaj Holmberg
» kaj.holmberg@liu.se, 013-282867
» Kurshemsida: http://courses.mai.liu.se/GU/TAOP61/
o Litteratur:
» Kaj Holmberg: Optimering (Liber, 2018)
» Kaj Holmberg: Introduktion till matematiska dekompositionsmetoder
for strukturerade optimeringsmodeller (2019), Bokakademin
» Kaj Holmberg: Fallbeskrivningar + projektinfo
o Kursdelar:
» Foreldsningar 6 st (12 h)
» Lektioner/lab 4 st (8 h)
» Projekt 4 st (3 eller 4-personsgrupper) (24 h + 7)

Mycket verklighetsnira projekt

Avancerade optimeringsmetoder

Ni ska |6sa stora svdra problem

Projektarbetet i princip sjalvstandigt

Ni arbetar och redovisar (och tar ansvar) i grupp
Undervisningen ger grunder for projekten

Undervisningen ar inte heltackande

Projekten innehéller:
Modellering

v

_ » Programmering (Matlab/Python)
> Presentationer » Anvindande av avancerade program
@ Examination: » Felsokning
> Skrlfthga projektredovisningar » Avrapportering
» Lisam Test » Tavling
» Muntliga projektredovisningar (en per gru opposition .. . "
niea proj gar (en per grupp) + opp e Virsta matematiken: Dekompositionsmetoder
» Skriftlig tenta (betyg)
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Uppdateringar Kursplan
@ 2021: Lisam Test f&r viss rapportering av projekten. F6 1: Introduktion, formulering av strukturerade modeller, dekomposition
som ide.

2020: Dist dervinsning: Fil :
° istanstindervinsning: Fiimer Introduktion till projekt 1.

@ 2019: Kortat kompendium om dekompositionsmetoder (lite mer i nya Le 1: Modellformulering.
boken). Proj 1-3: Projekt 1 (Returpack).
@ 2019: Sparbeting, lite mindre undervisning om dekompositionsmetoder. ) " _
@ 2018: Annan utformning av tentan. (Mindre snack.) Fo 2. Dyr_1am|s_ programmering.
- ) _ Introduktion till projekt 2.
@ 2018: Opposition pa presentationer. Le 2: Dynamisk programmering.
@ 2018: Presentationer anpassade till antal studenter. Proj 4-6: Projekt 2 (laddhybrid).
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Kursplan Repetition

. e Ni:
F6 3-5: L_agrar?gedu_alltet, dekompositionsmetoder. » Grundkursen!
Introduktion till prOJe.k'_c 3. » Modellering av optimeringsproblem.
Le/la 3-4: Dekompositionsmetoder. » Matematisk notation: matriser, vektorer, index, summor.
Proj 7-9: Projekt 3 (elnat). » Grafisk |dsning.
e - . - - - .. .. - > KKT_Villkoren'
F6 6: Brevbararproblem, heuristiker, relevanta omgivningar for lokalsdkning, > LP-dual.
ruttplanering. » Brevbirarproblem.
Introduktion till projekt 4. » Heuristiker.
Le 5 (sjdlva): Brevbararproblem, heuristiker. e Jag:
Proj 10-12: Projekt 4 (snérojning). » Modellering av optimeringsproblem.
_ ) » (Matematisk notation: matriser, vektorer, index, summor.)
Sem 1-2: Presentationer av projekt. > (Brevbirarproblem.)
» Heuristiker.
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Optimering Langsiktiga mal med kursen
e Matematisk bas.
o Loser verkliga problem. @ Kanna igen komplexa optimeringsproblem.
° Anvan.der speciellt utvalda metoder. e Kunna formulera kréngliga problem matematiskt.
® Specifika svérigheter: o Forstd principerna bakom vissa avancerade metoder.
» Konstruera relevant modell. L
* Ta med relevanta saker (t.ex. kostnader, fysik, miljd). o Kunna vilja lamplig IGsningsmetod.
» Los modellen. e Kunna anvinda tillganglig programvara.
* Vilj/anvind |dmplig metod. @ Medverka vid utveckling av ny programvara.
» Kontrollera |6sningen. .. ..
& e (Rakna for hand.)

* Konstigheter i 18sningen kan tyda pa brister i modell och/eller data.
» Finn och korrigera fel.
* En komplicerad modell blir sillan korrekt pa forsta forsoket.
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Litet (fanigt) exempel: L&dan

Gor en platldda med maximal volym,

X
da total platyta inte dr storre 100 cm? och hdjden inte dverstiger 4 cm. ’

Variabler (det vi ska bestimma):

x1 : héjd (i cm) %
xp : bredd (i cm)
x3 : djup (i cm) %
Malfunktion: OptimallGsning:
Max V = xyx0x3 (maximera volymen) x; =4 cm (héjd)
sl xp = 4.124 cm (bredd)
ieor: x3 = 4.124 cm (djup)
2x1x2 + 2x1x3 + 2xpx3 < 100  (begransad yta)
x1 <4 (begrénsad hojd) Volym: 68.031 cm3.
x1 > 0,x2 >0,x3 >0 (fysikaliska begransningar, negativa matt finns ej)
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Litet dumt exempel: Hur kan man misslyckas?
Misslyckad modellering: @ Los problemet felaktigt, dvs. finn en |3sning som inte dr optimal, utan
samre och/eller otillaten.
Glomt bivillkoret p& begransad area. Dalig metod.

Foljd: Optimum obegransat, dvs. oandligt stor |&da. )
) P & & @ Los fel problem, dvs. finn korrekt optimallsning till fel modell.

Glémt kraven x; > 0,x > 0,x3 > 0. Dalig modell.

Foljd: Optimum obegransat, 13t t.ex. x; och x bli negativa. © Bade 1 och 2, dvs. finn fel Isning till fel modell.
D4 blir volymen positiv och stor, medan arean blir negativ. Dalig modell och metod.

| b&da fallen ser vi att l6sningen ar dum. 2 ar vanligast.

Men den &r optimal.
P 2 och 3 &r svéra att upptacka/korrigera.
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Hur man anvander optimering: Operationanalys

o

2]
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Formulering av problemet. Finns det ett problem? Vad vill man
optimera? Vilka begransningar finns?

Konstruktion av en matematisk modell. Definiera variabler,
malfunktion samt bivillkor. Ar resultatet en LP-, ILP eller HP-modell?

Insamling av data.

Losning av det matematiska problemet. Vilj lamplig
optimeringsmetod.

Utvirdering av resultat (och modell). Ar resultatet realistiskt,
lampligt, vettigt, “bra”? Om inte, g4 till 2.

Anvand resultatet.

28 oktober 2021

Modellering

Modellering av komplexa sammansatta situationer

(n3stan alla realistiska problem &r s&dana)

kraver flera olika sorters variabler

och flera olika grupper av bivillkor.
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Mal nar man gor modellen

F& med allt relevant, dvs. som paverkar vilken |6sning som ar optimal.

Undvik det som &r irrelevant, dvs. som inte paverkar vilken |6sning
som ar optimal.

Modellen ska vara korrekt, dvs. gora det man vill att den ska gora.
Modellen ska vara |Gsbar, dvs. g8 att I6sa pa rimlig/tillganglig tid.
Data (koefficienter) ska kunna tas fram.

De forenklingar man kan tvingas gora ska vara medvetna och
genomtankta.

Undvik onddiga komplikationer, sdsom olinjariteter.

Vilj mélfunktion.
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Modellering: Exempel
Vi ska skicka varor fran fabriker, i, via lager, j, till affarer, k.
20 fabriker, 10 lager, 40 affarer.
Mojlig variabeldefinition:
xjjk = antal enheter som skickas fran fabrik i via lager j till affir Kk (8000)
Battre:
zjj = antal enheter som skickas fran fabrik i till lager j (200)
Yjk = antal enheter som skickas fran lager ; till affar K (400)
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Modellering: Exempel Modellering: Exempel

Fabrik i har S; enheter tillgangliga,
affar k vill ha Dy enheter, och
lager j kan hantera maximalt L; enheter.

Fabrik i har S; enheter tillgangliga,
affar k vill ha Dy enheter, och
lager j kan hantera maximalt L; enheter.

Med z och y:
Med x:
Zz,-j <S; forallai
ZZXU/( <S; forallai F
;o k S =Dy foralla k
ZZX,-J-k = Dy for alla k j
T, Zz"f':zyf" for alla j
ZZXUk < Lj for aIIaj i k
Pk ZZU < Lj for aIIaj
20+404-10=70 bivillkor i

Bivillkorsmatrisens storlek blir 70 x 8000. 204-404+10+10=80 bivillkor

Bivillkorsmatrisens storlek blir 80 x 600.
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Modellering: Exempel Modellering: Exempel

. } . ) _ Flera tidsperioder:
Omvandling: Varorna gdrs om i lagren, s& att en enhet in bara blir 0.7

enheter ut zl-j- = antal enheter som skickas fran fabrik i till lager j under tidsperiod t
(Ibland 3r fldet p4 ena sidan en annan sort &n flédet pa andra.) yfk = antal enheter som skickas fran lager j till affar k under tidsperiod t
Andring av bivillkor: Tillg&ng och efterfrdgan kan variera:
Zz,-j- < S,-t for alla i och t
Zz,-j = Zyjk for alla j j
i k t _ pt o g
ersitts av Zyjk = D, foralla k och t
J
0.7z;; = yi for alla j N .
Z ! ; ’ Zz,-j-:nyk for alla j och t
i k
Mer generellt: Zzlj <1 forallajocht
Z ajzjj = Zyjk for alla j :
i k

Notera: 100 tidsperioder ger 100 ganger flera variabler. (60 000)
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Modellering: Exempel Dekomposition

) ) o _ Vi kommer senare att gd igenom s.k. dekompositionsmetoder
Men problemet kan |6sas separat for varje tidsperiod . e . " "
som ar ett angreppssatt for att I6sa problem genom att “dekomponera

om ingen binder samman tidsperioderna, dem i mindre littare bitar.

sdsom lagerhallning:
Detta gors genom att relaxera vissa bivillkor

Wf = antal enheter som lagras i lager j mellan tidsperiod t och t + 1 eller genom att fixera vissa variabler.
Darfor kan man fundera pa vilka bivillkor som skulle kunna relaxeras
wi™t 4 sz- = Zyﬁ( +w! forallajocht
J ij J J . . :
; P eller vilka variabler som skulle kunna fixeras,
er < K; foralla j och t (maxlager) s& att man far ett mer lattldst subproblem
for olika strukturerade problem.
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Modellering: Lokaliseringsproblemet Modellering: Lokaliseringsproblemet

Anl3ggningslokalisering (facility location): Vi vill finna basta platserna for Vi har ett antal kunder, med specificerad efterfragan.

att lokalisera vissa anlaggningar, t.ex. fabriker. . . o o
Malet dr att tillgodose all efterfrdgan till minsta mgjliga kostnad.

| det diskreta lokaliseringsproblemet har man ett antal maojliga platser for
lokaliseringen, Malfunktionen innehéller bdde kostnader for att transportera varorna och
och man ska vélja ut vilken eller vilka av dessa platser som ska anvandas, for att bygga/installera/kdpa anlaggningarna.

dvs. vilka av de mdjliga fabrikerna som ska byggas. . ) o
En viktig aspekt dr de fasta kostnaderna p& anlaggningarna.

| det kontinuerliga lokaliseringsproblemet ska man placera en eller flera _ " b o
anliggningar var som helst i ett omrade. Vi exemplifierar med fabriker som anlaggningar,

| detta problem &r koordinaterna fér anliggningarna variabler men det kan lika gdrna handla om att installera manga andra saker, sdsom
telekomutrustning el.dyl.
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Modellering: Okapaciterad lokalisering

Vi har m mojliga platser for fabrikerna, och n kunder.
Det kostar f; att bygga en fabrik p3 plats /.
Det kostar cj; att transportera kund j:s hela behov, d, fran plats /.

Vi antar att varje fabrik har mycket stor kapacitet.
Variabeldefinition:

-/ 1 om en fabrik byggs pa plats i
Yi=1 0 ominte

xjj ar andelen av kund j:s behov som tas fran fabriken pé plats i.

Den matematiska modellen ska inneh3lla en malfunktion med alla
kostnader,

samt bivillkor som ser till att kunderna blir ngjda,

och att vi bara anvander fabriker som byggs.

Modellering: Okapaciterad lokalisering

Om man fixerar y (till en bindr vektor)

dvs. bestammer var fabriker ska byggas,

och later /| vara index for platser med fabriker (dvs. | = {i : y; = 1}),
fas direkt x;; = 0 for alla i & /.

Resten av problemet I6ses enkelt genom att varje kund fér sina varor av den
byggda fabriken med lagst transportkostnad:

x:. = 1dar i fas av min ¢;;.
J iel

Slutsatser: Om y ar heltal, blir x automatiskt heltal.
Om y fixeras blir problemet 13ttldst.
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Modellering: Okapaciterad lokalisering

Matematisk modell for det okapaciterade lokaliseringsproblemet:

m n m
S HILTED Y
i=1

i=1 j=1
m
da ) x=1 V) (1)
i=1
xjj >0 Vi, j (3)
Bivillkor 1 ser till att kundernas efterfradgan tillgodoses.
Bivillkor 2 forbjuder transporter fr&n platser utan fabriker.
m
Man skulle kunna lagga till bivillkoret: Zy,— >1 (5)
i=1
som sdger att minst en fabrik m3ste byggas.
28 oktober 2021 26 / 40

Modellering: Kapaciterad lokalisering

Om fabriken som byggs p& plats i har en begransad kapacitet, s;, fés det
kapaciterade lokaliseringsproblemet.

v¥ = min ZZ cijxij + Z fiy;
i=1 j=1 i=1
m
da ) xj=1 vj (1)
i:nl
> dixj < siyi Vi (2)
j=1
xj > 0 Vij o (4)

Vi maste lagga till bivillkor 2, som ser till att en fabrik inte skickar mer dn
den kan producera.

(Bivillkor 3 &r inte nédvandigt, men kan hjilpa, se lab 4 i TAOPS88.)

28 oktober 2021 28 / 40



Modellering: Kapaciterad lokalisering Modellering: Flodesproblem med fasta kostnader

Vanligt minkostnadsflédesproblem, men
for att kunna anvinda en b3ge m3ste man bygga/installera/kdpa den,

Om man fixerar y, f&s ett transportproblem (minkostnadsflédesproblem). dvs. betala en fast kostnad

v = min Z CijXij + Z f;'jy,'j (FCNF)

Relativt enkelt, men inte lika |3tt som utan kapaciteter.

Man skulle kunna ldgga till féljande bivillkor:

(ij)eA (ij)eA
m s.t. Z Xjj — Z Xji = b,' Vie N (1)
> sivi = Dror (6) Jif)eA  jiiieA
i—1 xij < diyi Y(i,j)eA (2)
dar DroT = }_; d;. Bivillkoret sdger att den totala kapaciteten hos de xj > 0 V(i,j)e A (3)
byggda fabrikerna m3ste vara minst lika stor som den totala efterfragan. yi € {0,1} VY(i,j)eA (4)

Om man fixerar y, f&s ett vanligt flodesproblem, men bara med de bgar
som har y; = 1.
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Modellering: Flervaruflédesproblemet Modellering: Flervaruflédesproblemet
: k k

Ibland bestar varorna i ett flodesproblem av flera olika sorter. . keii’j)ef Z B K VieN VkeC (1)

. . s.t. Xi: — Xi: = I NS S
Vi far d& det s.k. flervaruflsdesproblemet. = e ' ’
Vi ) Vb A och c Ji(ij)€A J:(,i)eA

i har noderna N, b&garna A och varusorterna C. o

» : sk Y oxh < by V(i j)eA (2)

Kostnaden for att transportera en enhet av varusort k pa bage (i, ) ar ci i
(och antas vara linjar). xg = 0 V(ij)eA VkeC (3)

Nettotillgdngen av varusort k i nod /i betecknas med r,-k (tillgdng positiv,

Bivillkor 1 garanterar nodjamvikt.
efterfragan negativ).

Bivillkor 2 ser till att bdgkapaciteterna inte Sverskrids.
Béage (/,j) har kapacitet bj; (gemensamt for alla varusorter).

LP-problem med |A||C| variabler och |N||C| + |A| bivillkor. (1000 b&gar,
Variabeldefinition: Xéf ir flodet av varusort k i bage (i, ). 100 noder och 100 varusorter ger 100 000 variabler och 11 000 bivillkor.)

Mélet 3r att minimera kostnaderna d§ alla nodjamviktvillkor uppfylls. Ibland anvénds varusorterna for att sdrskilja start- och slutnoder.

D4 kan antalet varusorter vara i storleksordningen |N|2. (1000 bagar och
100 noder ger d& 10 000 varusorter och 10 000 000 variabler.)
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Modellering: Komplex design Rimlighetsbedémning

Nar man har |6st ett stort komplicerat problem maste man férscka avgora

om |6sningen ar korrekt,
Det mest generella och komplexa problemet uppstdr d& man ska designa en

hel verksamhet, t.ex. en hel fabrik.

dvs. om modellen ar korrekt.

Man kan da ha fasta kostnader pa bade noder och bagar i ett nitverk. Det ar ofta lattare att se konstigheter i en |6sningen an i en modell.

Dessutom har man flera olika varusorter. . o o o
, o ) Hur kan man gora en rimlighetsbedémning av en |6sning?
En ytterligare komplikation ar att en varusort kan omvandlas till en annan,

och att mangden darvid férdndras. Studera |6sningen och vad den innebar.

Detta gor att vissa koefficienter behdvs i omvandlingsvillkoren, och den

" B} : Los ett forenklat problem (pa annat satt).
rena natverkstrukturen stors ytterligare.

Studera en relaxation av problemet. Ger en optimistisk uppskattning.

Studera en restriktion av problemet. Ger en pessimistisk uppskattning.
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Rimlighetsbedémning GMPL

GMPL &r ett modelleringssprék.

Exempel: Lokaliseringsproblemet . ) .
Man definierar sin modell med mangder och summor

s3 att det liknar en modell i matematisk form.

Fabrik som byggs men inte gor ndgra leveranser.

@ Leveranser fran obyggd fabrik.

@ Leveranser utdver kapaciteten fran byggd fabrik. Modellen definieras for sig och data for sig.

@ Kund som blir utan leveranser. Flexibelt.

e Kund som inte fir efterfragan tillgodosedd. En modellfil kan anvindas till flera olika datafiler.
°

°

GLPK &r paketet som innehdller GMPL och Isaren glpsol, som kors i en

Relaxation: Skicka till varje kund med billigaste transportvig. Oppna
terminal.

billigaste fabrikerna (tills total kapacitet dr minst lika med total
efterfragan).

@ Restriktion: Finn en tillaten 18sning. (Heuristikerna i lab 4 i TAOPS88.)

AMPL &r ett ndstan identiskt modelleringssprak.

Men kommersiellt.

AMPL kan kopplas till olika I6sare, bl.a. CPLEX.
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GMPL GMPL: Exempel

Dela p& modellfil och datafil.

_ _ | modellfilen:
Skriv en modellfil med generella parametrar

som kan koras med olika datafiler. Parametrar:

param nbutik;

| GMPL/AMPL maéste alla data definieras i modellfilen innan de anvénds i param ngross;

modellen,
och ges numeriska data i datafilen. Méngder:

N set BUTIK := 1..nbutik;
Sedan kér man set GROSS := 1..ngross;

glpsol -m minmodellfil.mod -d mindatafil.dat -o minutfil.txt
Data i vektorform:

Det kommer utskrifter pd skdarmen, bl.a.
param behov{BUTIK};

INTEGER OPTIMAL SOLUTION FOUND
eller Data i matrisform:

PROBLEM HAS NO PRIMAL FEASIBLE SOLUTION. param distBuG{BUTIK,GROSS};

Losningen hamnar p& filen minutfil.txt (inte p& skdrmen).

28 oktober 2021 37 / 40 28 oktober 2021 38 / 40
GMPL: Exempel GMPL: Exempel
| datafilen: | modellfilen:
param nbutik := 4; Variabler:
param ngross := 3;
var xBG{BUTIK,GR0OSS} >=0;
Data i vektorform: var useG{GROSS} binary;
param : behov := Malfunktion:
1 100
9 100 minimize cost:
3 100 sum{i in BUTIK, j in GROSS} tomkost*distBuG[i, jl*xBG[i,j] +
4 100- sum{j in GROSS} fkostG[jl*useG[j];

Bivillkor:

subject to inbutik{i in BUTIK}:
sum{j in GROSS} xBG[i,j] = behov[i];

Data i matrisform:
param distBuG : 1 2 3 :=

1 10 13 22

2 13 13 26 subject to grosskaptom{j in GROSS}:

3 20 23 29 sum{i in BUTIK} xBG[i,j] <= gkaptom[j]l*useG[j];
4 17 23 12;
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