Lagrangedualitet Lagrangedualitet: Numeriskt exempel 1

Storskaliga problem har alltid struktur. z= min —3x; — 2%

Ofta: ett fatal bivillkor kopplar ihop annars separabla delar. dd  12x3 + 17x < 29

Lagrangerelaxation: “Stoppa upp vissa bivillkor i malfunktionen”. 0<x<20<x<2

Dvs. ersatt vissa bivillkor med en term (straff) i méalfunktionen. Lat X = {x:0<x3 <2, 0<x <2}, och relaxera det forsta bivillkoret

med multiplikator u. Detta ger subproblemet

Linjar straffunktion. o(T1) = mi)r} 3% — 2% + T(1251 + 17% — 29)
x€

Ger enklare problem att |6sa (subproblem).

eller
Men méste hitta ratt straff (lutning). p() = me'” (120 — 3)x1 + (170 — 2)x; — 29T
Ma3ste |6sa subproblemet manga génger, och uppdatera Testa med o = 0: Subproblemet blir
straffkoefficienterna. ©(0) = min —3x3 — 2x»
xeX
Subproblemet &r en relaxation, ger en optimistisk (undre) grins for det och har I8sningen x1 = 2, xo = 2. (0) = —10, vilket &r en undre grans.
optimala malfunktionsvardet. Berakna £ = 12xy + 17xy — 29 = 29 > 0, s& ldsningen ar inte tillaten (i det

: . . . relaxerade bivillkoret). Vi f&r ingen dvre grans.
En tilldten Isning ger en pessimistisk (vre) grans.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel 1 Lagrangedualitet

Mer allmén dualitet (&n LP-dualitet).
Lagrangerelaxationen: ¢(1) = min (124 — 3)x; + (170 — 2)x2 — 290

xeX v = min f(x)
Testa med o = 1: Subproblemet blir dd g(x)<0 i=1,....m (1) (P)
P(1) = min 9x; + 15x — 29 xeX (2)

med |8sningen x; = 0, xo = 0. (1) = —29 (en sdmre undre grans).
Berdkna £ = 12x; + 17xp — 29 = —29 < 0, [8sningen till&ten.
Ovre grins: 0.

X t.ex. en begransad heltalsmangd.

Relaxera bivillkorsgrupp 1 med u som Lagrangemultiplikatorer.

Vihar z = —10 och 3 = 0. Lagrangefunktionen: L(x,u) = f(x) + Z uigi(x
Testa med o = 0.2: Subproblemet blir Lagrangerelaxationen (subproblemet): Satt priser, u, p& bivillkoren.
©(0.2) = )r(rg)r} —0.6x1 +1.4x; — 5.8 For fixerade priser u: Los ett problem i x
med [Ssningen x; =2, xo = 0."<p(0.2) = —7, en battre undre grans. (@) = min L(x, 1) = mm Flx) + Z higi(x (L)
& = —b, lésningen ar tilldten. Ovre grans: —6. xeX
Vi har nu z = —7 och z = —6. Ganska bra. Praktiskt krav: L ska vara mycket Iattare att l6sa an P.

Vi maste |6sa L for flera olika varden p3 .
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Lagrangedualitet
©(u) kallas den duala funktionen. Den &r konkav.

Svag dualitet: ¢(u) < v* for alla v > 0.
Relaxation: Det blir for bra.

Vi vill maximera den undre gransen, dvs. |6sa foljande problem i u.
ve = maxe(u) d& u>0 (PL)

PL kallas det duala problemet. Vi vet att v, < v*.

Stark dualitet: v; = v* om X ar konvex.

Om problemet &r konvext och f(x) ar strikt konvex s& har
Lagrangerelaxationen en unik |6sning

och den duala funktionen, ¢(u), ar differentierbar.

Om X inte ar konvex, s ar det mojligt att v, < v*.
Detta kallas dualgap.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel 2

z= min —3x1 —2xp
dd x3+2x% <4
0§X1§1
0§X2§2

Lat X = {x:0<x3 <1, 0 <x <2}, och relaxera det forsta bivillkoret
med multiplikator u. Detta ger subproblemet

o(@) =minc"x + 0" (Ax — b) = min —3x; — 2xa + T(x1 + 2x0 — 4)
xeX xeX

Det tilldtna omradet X &r en rektangel med de fyra extrempunkterna
x(1) =(0,0), x® = (0,2), x® = (1,2) och x*) = (1,0).

Nar vi andrar o, vrides malfunktionen, s3 vi far olika horn som
optimalldsningar.
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Lagrangedualitet med linjara funktioner

v = min c’x
dd Ax<b
xe X
(@) = min c"x+o" (Ax — b)
xeX
eller
n
v = min CiXj
= jXj
j=1
n
da g ajx; < b i=1,....m
j=1
xe X
n m n
p(T) = min > gxi+ Y ui(Y ayx — bi)
X
23 oktober 2020

Lagrangedualitet

Det tillatna omradet till L (dvs. X) beror ej pé u.
Om vi andrar priserna u, s& andras enbart malfunktionen i L.

Lat x(K) vara alla punkter i X som skulle kunna vara optimala i L.

(L)

6/ 46

o(1) = min ¢ x+1{ (Ax—b) = min ¢ x9+a] (AxK)—b) = min (@)

xeX kePx kePx
dar (01) = (AxK) — )Ty + cTx(k),

Den duala funktionen (u) ar punktvis minimum av ett antal linjara
funktioner, l(u).

Den &r generellt sett inte dr differentierbar.
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Lagrangedualitet: Dual funktion Lagrangedualitet: Numeriskt exempel 2
z= min —3x1 —2x
dd  x1+2x <4,
xeX={x:10<x <1 0<x <2}
©() = min —3x1 — 2xp + U(x1 + 2x2 — 4)

xeX
De affina delarna som definierar ¢(u) &r konstruerade som
l(u) = cTxK) 4 uT(Ax(K) — p) = —3x£k) — 2X2(k) + u(xl(k) + 2x2(k) —4)
/ . - .
For olika extrempunkter till X f&r vi
xM) =(0,0): h(u) = —4u
x®) =(0,2): h(u) =—4
x®) =(1,2): h(u)= -7+ u
o x*) =(1,0): I(u) = -3 —3u
©(u) ar definierad som punktvis minimum av dessa, s vi far
o(u) = mkin lk(u) = min(—4u, —4, -7 + u, —3 — 3u)
23 oktober 2020 9 /46 23 oktober 2020 10 / 46
Lagrangedualitet: Numeriskt exempel 2 Lagrangedualitet: Unik subproblemldsning

Losning av L i olika u-punkter ger den minimala affina funktionen i varje
punkt. For & = 2, far vi

2) =min —3x; — 2 2 2x> —4) = min — 2x> — 8
©(2) )r(rél)rg x1 — 2x2 + 2(x1 + 2% ) )r(rél)rg X1 + 2x0

vilket ger den (unika) optimallésningen X = x(*) = (1,0) and (2) = —9.
Vi ser att p(2) = ming [,(2) = 14(2).

Aven i en liten omgivning kring u = 2 dr o(u) = —3 — 3u, vilket &r en
differentierbar funktion, med derivatan —3.
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Lagrangedualitet: Numeriskt exempel 2 Lagrangedualitet: Ej unik subproblemlosning

| punkten o =1, ger L

©(1) = min —3x1 — 2% + 1(x1 + 2x2 — 4) = min —2x; — 4
xeX xeX

och dar ar bade x = x(® = (1,2) och x = x(*) = (1,0) optimala,

samt alla konvexkombinationer av dem.

| ndrheten av u = 1 definieras ¢(u) som p(u) = min(—=7 + u, —3 — 3u)
och bada affina delarna ar aktiva i u = 1.

Darfor ar inte (u) differentierbar i u = 1.

©(u) ar inte differentierbar i u dar L har fler an en optimal 18sning.
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Lagrangedualitet: Subgradient Lagrangedualitet: Numeriskt exempel

Losning av L i en u-punkt ger alltid en subgradient. For & = 2, f&r vi
©(2) = )r(nel)r} —xy + 2xp, vilket ger den (unika) optimallésningen x = (1, 0)
and ¢(2) = —9.

Vi har subgradient £ = x; + 2x> — 4, och far £ = —3 for x = (1,0).
Eftersom |8sningen och subgradienten &r unik, ar p(u) differentierbar i
punkten o = 2.

En generalisering av gradient.

Definition
Om p(u) < () + €T (u— 1) for alla u > 0 s &r & en subgradient till
©(u) i punkten @.

En subgradient ar “lutningen” av den duala funktionen. Mgjligtvis icke-unik. | punkten @ = 1, ger L (1) = mi)r} 2% — 4, och dar 3r bade
xe

En subgradient f&s som £ = Ax — b, dar x ar en optimalldsning till L. % = x3 = (1,2) och % = x4 = (1,0) optimala.
| ord: En subgradient fas genom att stoppa en optimalldsning till L i de Vi har subgradient { = x; +2x2 — 4, och far { = 1 for x = (1,2) och
relaxerade bivillkoren. &= -3 for x =(1,0).

u) ar inte differentierbar i u = 1.
En konvexkombination av subgradienter dr ocksd en subgradient. #(u)

Bade positiv och negativ lutning indikerar dualt maximum.
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Lagrangedualitet: Duala optimum

Var ligger optimum, u*, till det duala problemet, PL:
v =maxp(u) dd u>07

For varje subgradient, &, innehaller mingden D = {u: (u—1)7¢ >0} alla
optimala duala I6sningar till PL.

Varje subgradient, &, pekar in in det halvrum som innehéller alla optimala
duala |6sningar till PL.

Om vi tar ett litet steg i en subgradients riktning kommer vi ndrmare
optimum.

Darfor kan subgradienter anvindas som sokriktningar for att l6sa PL, dvs.
for att maximera den duala funktionen.
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Lagrangedualitet med linjara funktioner: Styrbarhet

N3r man tar bort vissa bivillkor, kommer vissa extrempunkter att sluta vara
extrempunkter.

x* kanske aldrig kan erhéllas som optimal |6sning till L.

Vi kallar detta brist p§ styrbarhet.
| konvexa fallet: x* &r en av optimallGsningarna till L i u*, men &r ej extrem.
Lagrangetermen vrider m&lfunktionen s& att vissa punkter i X

(icke-optimala och kanske inte ens tilltna i P) kommer att ge
mé&lfunktionsvarde v*, och g* ar en konvexkombination av dessa punkter.
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Lagrangedualitet p& linjara heltalsproblem
Vi kan visa att vip < v; < v*.

Ibland &r alla extrempunkter till X heltal. D& kan man strunta i
heltalskraven i L, och dnd3 f& heltalslésning.

Definition
Om det optimala mélfunktionsvardet till L inte dndras om heltalskraven
ignoreras, sigs L ha heltalsegenskapen.

Om L har heltalsegenskapen, s giller vip = v;.
En hdgre undre grans ar battre.

Slutsats: Lagrangerelaxation kan vara battre an LP-relaxation.
Mojligt att vip < v < v*.

Om subproblemet har heltalsegenskapen ar de lika bra. vip = v;.
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Lagrangedualitet: Optimalitetsvillkor

Tillrackligt optimalitetskriterium for PL: Nollvektorn dr en subgradient.

Om & =0 och & > 0 s3 ar u optimal.

Subgradienterna ar det otilldtna slacket i de relaxerade bivillkoren, s3 om
detta slack ar noll, &r villkoren uppfyllda.

Fullstandigt optimalitetskriterium: Projektionen av en subgradient ar noll.

Om ¢éTu =0, £ <0och > 0s&aruoptimal.

Dvs. om u; = 0 s8 indikerar & < 0 optimalitet (eftersom u; inte far
minskas).

| det ickekonvexa fallet kanske det inte existerar ndgon l&sning till
subproblemet som ger denna subgradient. Den kanske bara finns som
konvexkombination av subgradienter givna av lésningar till L.
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Praktisk |6sningsmetodik baserad p& Lagrangedualitet

Lagrangeheuristik:
© Skaffa ett startvirde pa o (t.ex. o = 0).
@ Los Lagrangerelaxationen, vilket ger x och ¢(u) (samt ).
© Om ¢(u) ger en forbattrad undre grins, uppdatera den.
@ Om X inte ar tillaten, forsck dndra den lite s& att den blir tilldten.
© Om X &r tilldten och f(X) ger en forbattrad dvre gréans, uppdatera den.

Q@ Uppdatera o med passande metod. G3 till 2.

Maximera ¢(u) med en sékmetod (s6kriktning och steglangd).
Obs: ¢(u) inte ar differentierbar.

Anviand subgradienter som sokriktningar, men gor ej linjesdkning.
(Subgradienten &r inte alltid en dkanderiktning.)

Anvand istallet en approximativ steglangdsformel, som kan ge en
forsamring av malfunktionsvardet.
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Exempel: Lagrangedualitet p& kappsacksproblem

max 3x; —+4x> +3x3
da 3x1 +2x% +x3 <4
x; € {0,1} V)

Standardform: f(x) = —3x; — 4x2 — 3x3 (minimering) samt
g(x) =3x1+2x +x3 —4 och X = {x: x; € {0,1} Vj}.

Relaxera kappsacksvillkoret:

min —3x; —4xo —3x3 + u(3x1 +2x2 +x3 —4) dd x; € {0,1} Vj (L)
eller

min (3u — 3)x1 + (2u — 4)x2 + (u — 3)x3 — 4u da x; € {0,1} V)

L &r trivial att [6sa. Notera tecknet (+ eller -) pa koefficienten framfor
varje variabel.

Om (3u —3) > 0 (dvs. u > 1) satter vi x; = 0,

om (3u —3) < 0 (dvs. u < 1) sdtter vi x; = 1,

och om (3u — 3) =0 (dvs. u = 1) spelar det ingen roll.
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Praktisk |6sningsmetodik baserad p& Lagrangedualitet

Nar u; = 0 s& ignoreras bivillkoret gij(x) < 0 helt.
Om u; Okas, s& kostar det att satta g;(x) > 0.

En subgradient fis som & = g;i(x).

& > 0: bivillkoret inte r uppfyllt, dvs. att straffet ar for lagt. Oka u;.

& < 0: bivillkoret ar uppfyllt, dvs. att straffet ar for hogt. Minska u;.

Subgradienter pekar Euklidiskt in i ratt halvrum.
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Exempel: Lagrangedualitet p& kappsacksproblem

Borja med u = 0, vilket ger x; = 1, xp =1 och x3 = 1.
(Vi struntar helt i bivillkoret.)

*

Detta ger ¢(0) = —3 — 4 — 3 = —10, vilket &r en undre gréns for v*.

En subgradient fas som { = p(Xx) =3+2+1—-4=2>0,
vilket indikerar att u bor okas,
samt att |dsningen inte ar tilldten i det relaxerade bivillkoret,

s& vi far ingen Ovre grans.
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Man kan notera att vardet ¢(0) och subgradienten & ger information om
att funktionen

h(u)=—-10+2u
ger en beskrivning av funktionen o(u) kring u = 0.
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Exempel: Lagrangedualitet p& kappsacksproblem

Nu &r frégan hur u ska uppdateras.

Ett satt dr sma duala Skningssteg, dar man gér till ndsta brytpunkt.
Brytpunkterna f3s i de punkter dar det optimala vardet p& x andras,
dvs. dar tecknet p& koefficienten fére ndgot x andras.

Malfunktionen i L ar (3u — 3)x1 + (2u — 4)x2 + (u — 3)x3, vilket ger
foljande brytpunkter:

forxg:u=1
for xo: u=2

for x3: u=3
Om visatter u =1, f&s x» = 1, x3 = 1, samt xg till 0 eller 1.
Vi f&r nu undre gransen ¢(1) = -2 -2 — 4 = 8.

Om vi satter x; = 1, s blir [dsningen inte tilldten, med subgradient £ = 2.

Om vi satter x; = 0, s& blir 16sningen tilldten, med subgradient £ = —1.
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Exempel: Lagrangedualitet p& kappsacksproblem

Den duala funktionen

-l4r

-151

-16
0

I I I I I I I
0.5 1 15 2 25 3 35 4
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Exempel: Lagrangedualitet p& kappsdcksproblem

Den tilldtna I6sningen har mélfunktionsvarde -7, en dvre grans for v*.
Vi har nu —8 < v* < —7.

De tva subgradienterna i denna punkt ar £ = —1 och £ = 2, vilket har
& = 0 som konvexkombination.

Detta visar att u = 1 ger dualt maximum av p(u): v, = p(1) = —8.
Om vi sétter x; = 1 f&s (som for u = 0) funktionen /(uv) = —10 + 2u.
Om vi sdtter x; = 0 f3s istéllet funktionen h(u) = —7 — u.

Bada dessa funktioner ger en beskrivning av funktionen o(u) kring u = 1.

(Det finns faktiskt ingen battre tilldten heltalslésning, s& v* = —7,
och vi har ett dualgap pd 1 mellan -7 och -8.)

L har heltalsegenskapen, s v, = v;p.

LP-relaxationen har optimum x; =1/3,x = 1,x3 =1 och v;p = —8.
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Dantzig-Wolfedekomposition

Dantzig-Wolfedekomposition (dual dekomposition) sparar alla funna
subproblemldsningar, och bygger upp en beskrivning av den duala
funktionen, med hjilp av de linjara funktionerna /(u).

Subproblem: Lagrangerelaxation, indata Lagrangemultiplikatorer.

Ger en optimistisk uppskattning av det optimala malfunktionsvardet.

Masterproblem: ger virden p& multiplikatorerna.
Arbetar med konvexkombinationer av alla funna subproblemlésningar.
Masterproblemet ger tilldtna I6sningar, och pessimistiska uppskattningar.

Det ackumulerar information och ger till slut optimum.
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Dantzig-Wolfedekomposition: Numeriskt exempel 1

z= min —3x1 —2xo
dd  12x3 +17x < 29
O§X1§270§X2§2

Lat X = {x:0<x3 <2, 0<x <2}, och relaxera det forsta bivillkoret
med multiplikator u. Detta ger subproblemet
o(b) = mi)rg —3x1 — 2x2 + 0(12x1 + 17xp — 29)
IS

X har extrempunkter x(1) = (0,0), x®® = (2,0), x® = (0,2) x* = (2,2).

Dantzig-Wolfesnitt:

g < cTxt) 4 uT(Ax(F) — p) = —3x1(k) - 2x2(k) + u(12x£k) + 17x2(k) —29)

x() =(0,0): g < —29u
x® =(2,0): g< —-6—5u
xB®)=(0,2): g < —4+5u
x*) =(2,2): g < —10+ 29u
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Dantzig-Wolfedekomposition: Subproblemet

X kan ha ménga extrempunkter.
Dvs. DM kan ha ménga snitt.

Dekompositionsidé: Skaffa ett snitt i taget.

Los ofullstandigt masterproblem,

ger lovande punkt.

Los subproblem,

ger korrekt varde i denna punkt, och det korrekta snittet i den punkten.

Lagg till snittet och I6s om masterproblemet.

Upprepa tills 6vre och undre grans ar lika.
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Dantzig-Wolfedekomposition: Numeriskt exempel

Dantzig-Wolfes fullstandiga masterproblem:

Vb — mMaXxX (g
dd g < —-29u
g<—6—>5u
g < —4+5u
g < —10+ 29u
u>0
LP-dual:
VDM = min —6)\2 —4)\3 —10>\4
dd 29\ +5X» —5A3 —29\; > O
A1 + Ao +A3 +Xs = 1
A1, A2, A3, Ay 2>

Losning: x = Alx(l) + /\gx(z) + )\3x(3) + )\4x(4)

Generera ett nytt snitt i varje iteration.
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Dantzig-Wolfedekomposition: Numeriskt exempel 1

Om origo &r tillatet i subproblemet, lagg till det snittet direkt. ¢ < —29u
Lés DS for u =0: x3 =2, xo = 2, ¢(0) = —10, sd v = —10, snitt:

qg < —10+ 29u.

Lés DM: max g d&d g < —29u, ¢ < —10+ 29w, u > 0.

ger u=5/29 och g = -5, s& v=—5. Nu & v = —10 och v = —5.

Los DS for u =5/29: x3 =2, xp =0, ¢(5/29) = —6.86, s v = —6.86,
snitt: ¢ < —6 — 5u. Nu 4r v = —6.86 och v = —5.

Lés DM: max g déd g < —29u, ¢ < —10+29u, g < —6 — 5u, u > 0.
Detta ger u = 2/17 och ¢ = —112/17 = —6.588, sa

v=-112/17 = —6.588. Nu 4r v = —6.86 och v = —6.588.

Lés DS for u = 2/17: x1 =2, x =0, p(2/17) = —112/17 = —6.588, s
v =—112/17 = —6.588.

Nu & v = —6.588 och v = —6.588. Stopp, ty v = V.
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Dantzig-Wolfedekomposition: Subproblemet

vi= min c¢’x
dé A1X S bl (1) (P)
Arx < by (2)
x >0 (3)

Applicera Lagrangedualitet p& bivillkor 1 i P.
vi = maxy(uy) d&d up >0 (PL)

For att evaluera den duala funktionen ¢(u1) i en viss punkt, Ty, 18ser vi det
duala subproblemet DS for uy fixerat till .

90(1_11) = min CTX + [_JlT(Alx — bl)
dé A2X S b2 (DS)
x > 0

DS &r en Lagrangerelaxation. Vi vet att v, = v*, o(u1) < v* for alla
up > 0, och att styrbarheten av subproblemet ar begransad, dvs. t; = uf i
DS ger troligen inte x = x*.

23 oktober 2020 33 /46

Dantzig-Wolfedekomposition: Masterproblemet

LP-dualen till PLD &r
v = min Z ch(k))\k

kePx
da ) (AxM b <0 (1)
kePx (PLP)
d =1 (2)
kePx
A >0 Vk € Px (3)

PLP kan direkt f&s fran P genom att gora substitutionen

X = Z MexK) dar Z M =1, M\ > 0Vk € Px.
kePx kePx
DS ser till att x € X, men malfunktion och bivillkor 1 fran P behovs.
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Dantzig-Wolfedekomposition: Masterproblemet

Den tilldtna mangden till DS, X = {x : Axx < by, x > 0}, &r en begransad
polyeder, med ett dndligt antal extrempunkter, x(K) for k € Px.

DS &r ett LP-problem, s3 optimum antas i en av extrempunkterna, x(%).

Losa DS betyder finna den basta extrempunkten.

o(u1) = minc"x 4+ uf (Aix — b1) = min ¢ x® + o (A;x(K) — by)
xeX kePx

Satt in detta i PL, som dr v, = maxy(u;) d& u; > 0.

*

v = max g
da g <cTx(k 4+ ulT(Alx(k) — b)) VkePx (1) (PLD)
up Z 0 (3)

PL och PLD has samma optimala u;.
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Dantzig-Wolfedekomposition: Masterproblemet

PLP har ingen ingen brist p styrbarhet, sa optimallésningen till PLP ger
en optimal 16sning till P.

Sats

Om X ar optimal i PLP, s§ ar x = Z Xex (k) optimal i P.
kePx

Antalet extrempunkter i Px ar stort, s PLP ar stort.

Los PLP med kolumngenerering, dvs. PLD med bivillkorsgenerering.

En approximation av PLP erhalls genom att ta med endast en delmiangd av
variablerna, P4 C Px, dvs. bara ta med snitt i PLD for k € P%.
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Dantzig-Wolfedekomposition: Masterproblemet
VDM = min Z ch(k))\k

keP

da Y (AxY — b)) <0 (1)
kePy (DMP)
Y A=1 (2)
kePs
Ak >0 Yk e Py (3)

eller
Vb — mMaxX (g
da g <cTx0) 4 ul(AxK) — b)) Vke Py (1) (DM)
up >0 (3)

Detta kallas det begransade duala masterproblemet, eller Dantzig-Wolfes
masterproblem, och bivillkoren i DM kallas duala snitt.

DM &r PLD utan vissa bivillkor, s& vpy > v*.

DM kan ha samma optimala u;-16sning som PLD dven om manga duala
snitt saknas.
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Dantzig-Wolfedekomposition: Masterproblemet

Istallet for att sdka igenom alla extrempunkter i X for att hitta min &

kEPX
min c'x+ DlTAx
l6ser vi mincx + (Aix)" @y dvs. dd Axx < by
xexX x > 0

vilket ar det duala subproblemet DS.

DS ger I6sningen x{), vilket ger en A-variabel som ska tas in i basen om
¢ < 0.

Vi har g = vppy och ¢(11) = cTx() 4+ (Alx(’) — by) ", sa

& = (1) — vom-

Vi vet att vpy > v* och (1) < v*, s8 ¢ <0 om ¢(i1) < g (dvs. undre
gransen fr&n DS &r strikt mindre 3n Svre gransen fran DM).

Vi har optimum om & = 0, dvs. om ¢(&1) = §.
DS ger alltsd den basta inkommande variabeln till DMP.
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Dantzig-Wolfedekomposition: Masterproblemet

For varje k & P4 ar A en mdjlig inkommande variabel i DMP

och x(K) ger ett dualt snitt som kan liggas till i DM.

Berdkna den reducerade kostnaden for \j:

Dualldsningen till PLP ar z; och g, vilket ger reducerad kostnad
¢k = cTx(k) + (Alx(k) — bl)TL_ll —q

Optimum till PLP 4r uppntt om ¢, > 0 for alla k € Px.

Vi vill finna den variabel som har mest negativ reducerad kostnad:
& = min & = min ¢’ x®) + (Alx(k) — bl)Tfll —-q

kePx kePx
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Dantzig-Wolfedekomposition: Algoritmen

© Skaffa en dual startldsning, Gy, och ev. ndgra primala extremldsningar,
xK) i X Initialisera Pl, v = —00 och ¥ = co. Sitt k = 1.

© Los det duala subproblemet DS med @y, vilket ger en primal
extrempunkt x(k) och virdet ().
Om (1) > v séitt v = (o).
Uppdatera P%.
© Opttest: Om v = v g3 till 6.
@ Los det duala masterproblemet, DM (och DMP) med alla kdnda
primala 18sningar, x(K) Vk € P}
Detta ger A, en ny dual punkt 7 och en Gvre grans v = vpp.
© Opttest: Om v = v g4 till 6. Annars sitt k = k + 1 och g3 till 2.
O Stopp. Optimalldsningen till P ar x = Z Aex ().
ke P
Kommentar: Mélfunktionsvardet fér DM minskar i varje steg, men fér DS
Okar inte sdkert (@) i varje iteration.
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Dantzig-Wolfedekomposition: Algoritmen

Vi itererar mellan det duala subproblemet, DS, och det duala
masterproblemet, DM (eller DMP).

Subproblemet ger en undre grans och masterproblemet en Gvre.

Masterproblemet ger 77 till subproblemet, och subproblemet ger ett nytt
x(K) till masterproblemet.

Masterproblemet indikerar om det nédvandiga extrempunkter saknas och
subproblemet genererar sddana punkter, dvs. snitt/kolumner som behdvs.

Eftersom det endast finns ett dndligt antal mdojliga snitt, konvergerar detta
till exakt optimum pé& ett andligt antal steg.
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Dantzig-Wolfedekomposition: Ett numeriskt exempel

Det duala masterproblemet (DME) blir

VDM =— max (g
dd ¢g< —5x£k) — 4x§k) + U1(10X{k) + 6x2(k) —15) Vk € Py
uy Z 0

dar x(K) &r [8sningarna fran DSE.

Vi startar med ; = 0, vilket ger optimalldsningen xl(l) =2, xél) =0,
©(0) = —10, och den undre grinsen ar v = —10.

Ar origo tillstet i X? Ja. Ta med den punkten: xfz) =0, x§2) =0.

Det duala masterproblemet blir

Vb — max g
dd g < -10+5u (1)
qg < —15u; (2)
up Z 0
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Dantzig-Wolfedekomposition: Ett numeriskt exempel

v = min —-5x1 —4x
da 10x; +6xp < 15 (1)
S xitxe < 2 2) (PE)
, > 0 3
O X1, X2 (3)
\ X
Lagrangerelaxera bivillkor 1. X = {x : x1 + x2 <2, x1,x > 0}.
Det duala subproblemet ar
gO([ll) = mi)rg —5x1 —4xo + 1_11(10X1 + 6x0 — 15) (DSE)
xX€

eller gD(L_ll) =mincixy + Gxo — 151
xeX

dar & = (=5 + 10@;) och & = (—4 + 617).
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Dantzig-Wolfedekomposition: Ett numeriskt exempel

q

@

@

DM

210 +

Optimallosning till DME &r i skdrningen —10 + 5u3 = —15uy, vilket ger
uy = 0.5 och VDM = —7.5.

Vi har nu v = —7.5 och v = —10.

Lés nu DSE i ;3 =0.5:  ¢(0.5) = mi)rg Ox; — 1xo — 7.5
x€

vilket ger xf3) =0, x§3) =2, och ¢(0.5) = —9.5, s§ v = —9.5.
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Masterproblemet ar nu Lés nu DSE i Gi; = 0.25.
VpM = max ¢ ©(0.25) = min —2.5x; — 2.5x, — 3.75
dd g < —-10+5u (1) xeX
g < —15u (2) Optimallésning: x£4) =2, x§4) =0, (eller x1(4) =0, x2(4) =2) och
qg<-8-3u (3) ©(0.25) = —8.75.
. up >0 Nu &r v = v = —8.75, s algoritmen avslutas.
T w Vi vet att v* = —8.75, och att uj = 0.25, men for att f4 x* behdver vi .

@

vpomv = min —10\; + 0> — 83
dd  —5A1 + 15X +3X3 <0
AM+A+A3=1
M. A2, g > 0

- . Losningen A1 = 3/8, A =0 och A3 =5/8, ger

@

x* = Ax® 4 Aox® 4 X\3x(®) = (0.75,1.25)
Optimum: u; = 0.25 och vpy = g = —8.75.

Nuharviv — —-875 och v = —95 (Obs: x-16sningen till DSE &r inte optimal i PE.)
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