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Bendersdekomposition

Blandade heltalsproblem med ett stort antal kontinuerliga variabler och fa
heltalsvariabler.

Mycket lattare att |6sa om heltalsvariablerna fixeras.

Bendersdekomposition (primal dekomposition) kan utnyttja denna struktur.

Man l8ser ett linjart subproblem dar vissa (svara) variabler fixerats.

Detta ger en tilldten 1sning och en pessimistisk uppskattning av det
optimala malfunktionsvardet.

Ett masterproblem anvénder alla kinda subproblemldsningar, ger nya
varden pd de svéra variablerna, och ger en optimistisk uppskattning.

Masterproblemet ackumulerar subproblemlésningar och ger till slut de
korrekta optimala vardena p& de svéra variablerna.

Dessa varden ger i subproblemet resten av den optimala [dsningen.
(Omvand Dantzig-Wolfedekomposition.)
23 oktober 2020 1/21

Bendersdekomposition: Numeriskt exempel

Benderssnitt konstrueras ur den duala mélfunktionen:
P(y) = max(—20 — 10y)uy — 2up —2u3 +y

som

g > (=20 — 10y)ul® — 208 — 2089 +

eller

g>(1- 10u§k))y — ZOugk) — 2u£k) — 2u§k)

Borja med t.ex. y = 0.
w(O) = min —3X1 — 2X2
dd 12x3 +17x <20
0<x<20<x<2

Ldsningen blir x; =5/3 ~ 1.667, x, = 0 och ¥(0) = -5,
samt u; = 0.25, up =0, uz = 0. Det ger v = —5, och snittet
qg>—15y —5.
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Bendersdekomposition: Numeriskt exempel
z= min —3x3—2x0+Yy
dd 12x; + 17x — 10y < 20
O§X1§2,0§X2§2
0 <y <10, heltal

Fixera y, vilket ger subproblemet
1/)()_/) = min —-3x31 —2x0+y
dd 12x; + 17x < 20 + 10y
X1 S 2
X2 S 2
X1, X2 Z 0

LP-dualen av detta blir
P(y) = max (—20—10y)uy —2up —2uz3 +y
dd  —12u1 —up < -3
—17u1 —uz < =2
uy, uz, us > 0
Nar vi 16ser detta LP-problem f&s bade primal och dual 18sning.
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Bendersdekomposition: Numeriskt exempel

Benders masterproblem:
min g dd g > —1.5y — 5, 0 < y < 10, heltal,

har 16sningen y = 10, g = —20, vilket ger v = —20.

For y = 10 ger subproblemet x; = 2, x, = 2, ¥(10) = 0, samt u; =0,
uy = 3, uz = 2, vilket ger snittet g > y — 10.

Benders masterproblem:

min g dd g > —1.5y —5, g > y — 10, 0 < y < 10, heltal,

har I6sningen y = 2, g = —8, vilket ger v = —8.

For y = 2 ger subproblemet x; = 2, xo = 16/17 = 0.941,

¥(2) = —100/17 ~ —5.882, samt u; = 2/17 ~ 0.117,

up = 27/17 ~ 1.588, uz = 0, vilket ger snittet ¢ > —3/17y — 94/17, ung.
g > —0.176y — 5.529.

Vi har nu v = —5.882 och v = —38.
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Bendersdekomposition: Numeriskt exempel

Benders masterproblem:
min gdd g > —-15y—5,qg>y—10, ¢ > —3/17y —94/17, 0 < y < 10,
heltal,

har I6sningen y = 3, ¢ = —6.058, vilket ger v = —6.058.

Vi har nu v = —5.882 och v = —6.058.

For y = 3 ger subproblemet x; = 2, x, = 1.529, ¢(3) = —6.058, samt
up =2/17 = 0.117, up = 27/17 ~ 1.588, u3z = 0, vilket ger v = —6.058.
Vi har nu v = —6.058 och v = —6.058, vilket indikerar optimum.
Losning: x; = 2, xp = 1.529, y = 3 och v* = —6.058.
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Bendersdekomposition: Subproblemet

Anvénd LP-dualitet p& PPS (med avseende p& x):
U(y) =f(y) + max (G(y)—b)Tu
da —-ATu<c (PDS)
u>0
U={u: —ATu<c,u> 0} &r en polyeder.
¥(y) = f(y) + max(G(y) - b) "u
For att evaluera funktionen v (y) i en viss punkt y, kan vi l&sa det primala
subproblemet PS for y fixerad till y.

W(y)=f(y) + max (G(y)—b)Tu
dd wveU (PS)
eller
(y)=f(y) + min cTx
dd Ax<b-G(y) (PSP)
x>0
PS ger I6sningen @, sa (y) = f(¥) + (G(¥) — b) Tt och 9 (y) > v*.
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Bendersdekomposition: Subproblemet

Vi ska l0sa
*

vi= min ¢ x+f(y)

dd Ax+G(y) < b (1)
$>0 2) (P)
yes (3)

dar S ar en andlig mangd av heltal.
y ar “svara” variabler.
Separera optimeringen i x och y:
vp =miny(y) ddy €S (PP)
dar, for varje y € S,

U(y)=f(y) + min cTx
dd Ax<b-G(y) (PPS)
x>0

Antag (tillfélligt) att PPS har en tilldten I6sning for alla y € S.
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Bendersdekomposition: Masterproblemet

Den tilldtna mangden till PS, U, 4r en polyeder och har ett dndligt antal
extrempunkter, u(¥) for k € Py.

(Observera att U ar oberoende av y.)

Optimum antas alltid i en extrempunkt.
P(y) = f(y) + max(G(y) — b)Tu(k)
kePy
Y(y) ar en konvex funktion.

Anvind denna beskrivning av ¢(y) i PP.

*

vi= min gq
dd qg> f(y)+(G(y)—b)Tu(k) Vk € Py (1) (PPM)
yes (2)

PPM &r ekvivalent med P men med 1(y) beskriven p3 ett annat sitt.
Man kan visa att ¢ = v* och y = y* 4r en optimal I6sning till PPM.
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Bendersdekomposition: Masterproblemet Bendersdekomposition: Algoritmen

Antalet extrempunkter, |Py|, ar ofta mycket stort.

Dérfor kommer vi att I16sa PPM med bivillkorsgenerering. © Skaffa en startldsning, 7, och ev. nagra duala extremlSsningar, u(¥).
En approximation av PPM erhélls genom att endast ta med en delmangd Initialisera Py, och séitt v = —oo och v = co. Satt k = 1.
av snitten, P, C Py. @ Los subproblemet, PS, med y. Detta ger en dual extremldsning: u(%),
Ve = min g vardet ¢ (y) och en primal I6sning, X.
dd q¢>f(y)+(G(y)—b)Tu) vker], (1) (PM) Uppdatera Pj;,. Om 4(y) < v satt v = 9(y).
yes (2) © Opttest: Om v = v g4 till 6.
PM kallas det primala masterproblemet eller Benders masterproblem, och © L&s masterproblemet, PM, med alla kinda duala I8sningar
bivillkoren kallas snitt. ulk) vk € Py-

D3 erhélls ett nytt y och en undre grans v = vpy,.
Opttest: Om v = v g8 till 6. Annars: Satt kK = k + 1 och g3 till 2.
O Stopp. Optimalldsningen till P ar (x,¥).

Eftersom vissa snitt saknas, dr beskrivningen av ¢(y) ofullstandig och PM o
ar en relaxation av P.

Det racker att ¥(y) ar tillrackligt val beskrivet runt y* for att PM ska ge
samma optimala y-l6sning som P.
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Bendersdekomposition: Algoritmen Bendersdekomposition

| Bendersdekomposition itererar man mellan PS och PM.

Att I6sa PS i en viss punkt y ger ett snitt med det hdgsta vardet i den Vad hander om PSP saknar tilldten 16sning (dvs. PS har obegréansad
punkten. |6sning) for vissa y7?
Att 16sa PM med en delmingd av ndodvandiga snitt ger det lagsta maojliga

vardet med hansyn till de medtagna snitten. Lat Y ={y €5:3x20,Ax<b—G(y)}-

Om det saknas snitt som borde vara aktiva i y*, kommer PM att ge en (Y &r de y som gdr att PSP har en tillaten Iosning)

punkt dar n&got snitt dr Sverskridet, och PS ger ett av de saknade, Skriv om (LP-dualitet): ; ;
dverskridna snitten. Y={yeS:(Gy)-b)'u<0Vu>0,-A"u<0}.
Dett finns ett dndligt antal snitt, och ett nytt snitt genereras varje vilket ger Y = {y € S: (G(y) — b)"&i <0V : & & en riktning i U}.

iteration, sd vi far dndlig exakt konvergens till den optimala I6sningen. Nir vi Isser PS, far vi redan ps om j € Y.

Masterproblemet, PM, kommer att ackumulera information och dirmed ge Om inte, far vi en obegransad |6sning med riktningen i, och vet att
battre under gréns i varje iteration. (G(y)—b)Tiu>0.

Subproblemet, PS, genererar saknade snitt, och ger dvre granser, men inte
alltid battre.
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Bendersdekomposition: Masterproblemet

Den tillatna mangden till PS, U, ar en polyeder och har ett andligt antal
extrempunkter, u(¥) fér k € Py, och extremriktningar, oK) for k € Ry.

Om PS har obegransad l6sning f3s en av dessa riktningar.
Y={yeS:(G(y)-b)Tuk <0Vk e Ry}.
Intuitivt: Om (G(y) — b)T k) > 0, s& skulle den tillstna riktningen (k) f3

Y(y) att vdxa obehindrat nar vi lGser PS.

Vi vill minimera 1(y), s8 en punkt y som gor 1(y) odndligt stor 4r mycket
dalig, och bor undvikas.

Masterproblemet blir nu:
Vppy = min g

da q>f(y)+(G(y)—b)Tu® vVkeP), (1)

PM
0> (G(y)— b)Tu Vk e R, (2) (PM)
yes (3)
De forsta bivillkoren kallas vardesnitt och de andra tillstenhetssnitt.
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Bendersdekomposition: Approximativa Idsningar

Sats
Varje punkt eller riktning i U ger ett giltigt snitt.
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Forsok generera flera punkter i U initialt.

Los LP-relaxationen av PM i tidiga iterationer:

Man kan generera ganska intressanta snitt dven om y ar inte heltal, med
mycket mindre arbete i masterproblemet.

Mot slutet av metoden far man dock 16sa PM exakt for att fa ratt
optimallosning.
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Bendersdekomposition: Algoritmen

© Saffa en startlésning, y, och ev. nigra duala extremldsningar, u(%) och
(k) Initialisera Py, R(, och sdtt v = —oo och ¥ = co. Sitt k = 1.

@ Los subproblemet, PS, med y. Detta ger en dual extremldsning:
antingen en punkt, u(k) virdet 1 (y) och en primal I6sning, X, eller en
riktning, (k).

Uppdatera P eller Rj;. Om (y) < v sdtt v = (y).

© Opttest: Om v = v g till 6.

@ Lo&s masterproblemet, PM, med alla kdnda duala I6sningar
ulk) vk € P}, och oK) vk € R},

Om PM saknar tilldten |16sning: Stopp. P saknar tilldten [sning.
Annars erhills ett nytt y och en undre grins v = vpy.
© Opttest: Om v = v ga till 6. Annars: Satt k = k + 1 och g4 till 2.
@ Stopp. Optimalldsningen till P ar (x,¥).
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Bendersdekomposition: Ett numeriskt exempel

Vi ska l6sa foljande problem.

v¥ = min —3x; —4x, —by
dd x1 +x +3y < 8 (1)
2x1 + 4xo -y < 3 (2) (P)
X1, X2 Z 0 (3)
0 <y <3, heltal (4)
Det primala subproblemet f&s genom att fixera y
P(y) = min  —3x; —4xy — 5y
dd  x3 +x < 8—-3y (1)
2x1+4x < 3+Yy (2) (PSP)
X1, X2 2 0 (3)
eller, med hjalp av LP-dualitet,
P(y)= max (3y —8)ur + (—y — 3)u2 — 5y
dd —uy -2 < -3 (1)
—u —4uy < —4 (2) (PS)
uy, up 2 0 (3)
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Bendersdekomposition: Ett numeriskt exempel

u, |

.
y

1 2 3 4 u

U={(u1,w): —uy —2up < =3, —u; —4uy < —4, 13 >0, up > 0}.

Det primala masterproblemet blir
Vpp = min g
dd g> (3y—8)u:(lk)+(—y—3)u§k) -5y YkePy

PM
0> 3y —8)il + (—y — 3)ul¥ Vk € R}, (PM)
0 <y <3, heltal
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Bendersdekomposition: Ett numeriskt exempel

Om man inte vill anvanda tilldtenhetssnitt:

Losning av PS iy = 3: P(y) = max u — 6up, — 15
ue
f&s genom att 6ka u; valdigt mycket.

Vi approximerar oandligheten med 1000, dvs. viljer den begransade
I5sningen u(®) = (1000, 0), med malfunktionsvirde v (y) = 985, vilket inte
forbattrar var dvre grans.

Det nya snittet blir g > 1000(3y — 8) — 5y, dvs. g > 2995y — 8000.
Detta ersatter tilldtenhetssnittet 3y < 8, och g blir stort om y > 8/3.
Om y = 3 s3 blir g = 985, vilket ar valdigt daligt.

Slutsatsen ar att det approximativa snittet ger ungefar samma effekt som
tillatenhetssnittet.

Eftersom masterproblemet ar ett heltalsproblem, kommer precis samma
y-16sning att f&s i detta fall.
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Bendersdekomposition: Ett numeriskt exempel
¥(0) = max —8u; — 3up

Vi startar med y = 0:
uelU

Ldsningen &r u§1) =0, uél) = 1.5, s& ¢(0) = —4.5, och v = —4.5.

Masterproblemet blir
Ve = min g
dd g>—-6.5y—45
0 <y <3, integer
Optimum dr y = 3 och vppy = g = —24, samt v = —24. (v = —4.5.)

Nu loser vi PS iy = 3: P(y) = maxuy — 6up — 15.
uel

Losningen obegransad, med riktningen (") = (1,0).
Vi far tilldtenhetssnitt 0 > (3y — 8)1, vilket kan skrivas som 3y < 8.
Masterproblemet blir

vpp = min g
dd g > —-6.5y—45 (1)
3y <8 (2)

0 <y <3, integer
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Bendersdekomposition: Ett numeriskt exempel

q

Y

Den optimala |6sningen ar y = 2, dar vppy = g = —17.5, s v = —17.5,
medan v = —4.5.

Nu léser vi PS i y = 2, och f&r optimallésningen u® = (2,0.5), och
$(2) = —16.5.

Vi har nu v = —16.5 och v = —17.5.
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Bendersdekomposition: Ett numeriskt exempel

vpp = min g
dd g> —-6.5y—45 (1)
3y <8 (2)
qg>05y—17.5 (3)

0 <y <3, integer

Optimallésningen blir nu y = 2. Detta ger vpyy = g = —16.5, sé
v = v = —16.5 och algoritmen avslutas.
Optimallésningen dr v* = —16.5 och y* = 2. Den optimala x-18sningen f&s
fran PSP iy =2: x; = 1.5 och x, = 0.5.
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